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LoRSQUE,  il  y a dix-sept  ans,  je  ftis  appeld  aux  fonc- 
lions  lionorables  de  .Secre'laire  perpdtuel  de  Parade'inie 
de  Sl.-Pe'lersbourg,  un  de  nies  premicrs  soins  fut  l’in- 
speclion  des  archives  de  cetle  acaddmie  que  je  savais 
riches  en  grands  Souvenirs.  Jy  trouvai,  enlre  autres, 
quelques  paquets  de  la  correspondance  de  notre  im- 
mortel  Euler,  en  dale  pour  la  plupart,  des  anndes 
quaranti&fnes  et  cinquantiemes  du  sifccle  demier,  c'est 
ä dire  du  temps  de  son  Service  en  Prusse  (1741  ä 
1766);  puis,  quelques  leltres  des  quatorze  anndes  an- 
le'rieures  ä cette  e'poquc,  et  oü  il  apparlenait  encore  ä 
la  Rnssie;  inais  rien,  ou  presque  rien  des  dix-sept  der- 
niöres  anndes  de  sa  vie.  qu'il  passa  de  nouveau  au  sein 
de  notre  arade'mie.  Ces  lctlres  etaicnt  range'es  par  ordre 
chronologique  et  formaient  une  dixaine  de  paquets  isoles. 
J’y  trouvai,  coinme  je  devais  m*y  attendre,  au  milieu 
d’une  foule  de  noms  obscurs,  quelques  noms  illustres 
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qui,  de  nos  jours  encore,  brillent  d’un  e'clat  impe'ris- 
sable  dans  !es  annales  des  Sciences;  au  milieu  de 
lellres  remplies  des  phrases  banales  de  l'adulation, 
d' affaires  de  Service  d'un  inler^t  passager,  ou  d'objets 
qui,  alors  möme,  n'offraienl  de  l'inle'röt  qti'aux  auteurs 
de  ces  lelties.  je  Irouvai,  dis-je,  dans  tonte  cette 
ivraie,  un  nombre  assez  conside'rable  de  grains  piecieux 
qui,  aujourd'hui  encore,  meritenl  ddlre  conserve's  et 
offerls  aux  geometres.  Je  n’ai  qu'ä  citcr  10  lettres  de 
Jean  Bernoulli  Taine',  l'illuslre  coYnventeur  du  calcul 
infinite'simal,  1'ami  de  Leibnitz  et  le  mallre  de  not  re 
Euler;  63  lellres  de  Daniel  Bernoulli,  (ils  et  rival 
redoute'  du  prdcc'dent , et  auteur  — on  pourrait  mdme 
dire,  fondateur,  — de  lhydrodynamique ; 4 lettres  de 
Nicolas  Bernoulli,  cousin  gennain  de  Daniel, 
connu  par  son  ouvrage  De  arte  canjeclandi  in  jure, 
et  qui,  avec  Montmort,  cultiva  avec  tant  de  succ£s 
l’analyse  des  probabilile's  dunl  son  oncle  Jacques  avait 
jete'  les  premiers  fondernenls;  plusieurs  lellres  de  Ga- 
briel Gramer  de  Gen&ve,  auteur  de  lanalyse  des 
lignes  courbes  alge'briques,  de  Lambert,  co'Udne  ge'ot 
m£lre  d'Allemagnc  etc.  elc. 

Ce  furenl  d’abord  les  lellres  des  Bernoulli  qui 
atiirferent'  mon  allenlion  particuliere  Je  fus  assez 
hcureux  pour  pouvoir  en  comple'ler  la  suite,  ayant 
trouvd,  dans  les  papiers  de  mon  pere,  les  copies  faites 
de  sa  main,  de  qualre  lellres  de  Jean  Bernoulli 
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(les  numeros  4-  5,  6 el  7 de  ce  recucil)  et  la  Ira- 
duction  fran^aise  d’une  lettre  de  Daniel  (la  17*,ne)  qui 
toules  tnanquent  k nolvc  colleclion  d'aulhographcs, 
et  dont  les  originaux  avaient  vraisemhlablement  e'ld 
rctires.  avant  ni<hne  que  rette  collection  fdt  de'pose'e  ä 
1’araddinie,  par  la  fautille  Euler  11  en  est  de  möme 
de  deux  let lies  de  Clairaul,  d une  de  Naude'  et  d'une 
de  Polen!,  dont  je  possMe  e'galement  les  ropies  de  la 
niain  de  inon  pfre 

»!'*,'  * { ( j f • . . 

Toutes  ces  letlres  roulcnt  sur  des  objels  de  Science; 
celles  des  Bernoulli  surlout,  offrent  un  haut  inte'rdt 
non  seulemenl  pour  l’histoire  de  la  Science  el  lhisloire 
lilte'raire  en  ge'ne'ral,  inais  eneore  sous  le  rapporl  des 
me'lbodes  et  des  aper^us,  du  raisonnemenl  et  des  arli- 
fices  de  ralcul  que  nul  ge'omMre  ne  verra  sans  admi- 
ration,  ni  sans  y puiser  < juelque  instruction.  Quant  k 
moi,  la  jouissance  que  m’a  procure'e  l’dtode  de  ces  letlres 
n’a  eie'  trouble'e  que  par  le  regrel,  que  j’ai  e'prouve'  k 
eliaque  page,  de  ne  pas  pouvoir  lire  en  möme  lomps 
les  re'ponses  d’ Euler.  A coup  sür,  celles-ci  eussent 
dc'cupld  la  valeur  de  celle  prccieuse  colleclion.  Mal- 
beureuseinent  tous  mes  eflorls  pour  nie  les  pvocurer 
onl  eie  infruclucux. 

• . * 

Nos  archives  rcnfermenl,  en  oulre,  toul  un  voluine 
de  leitrcs  de  Goldbach.  Bien  que  ce  ge'omölre  ait 
joui  de  son  vivant  d'une  grande  rcpulalion,  l'oubli 
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dans  lequcl  est  tombe  son  nom,  et  l'interöt  secondaire 
quoffrent  ses  lettres,  quoique  toutes  savantes,  m'a- 
vaienl  d'abord  de'termine  ö ne  pas  les  comprendre  dam 
le  recueil  que  je  ntedilais.  Or  une  circonstance  changea 
tout  ä coup  la  face  de  cette  question.  J'appris  quil 
existe  aux  archives  centrales  de  Moseou  plusieurs  paqucts 
renfermanl  les  re'ponses  d1  Euler  ä Gold b ach.  Cclles-ci 
ne  pouvaienl  manquer  de  donner  aux  lettres  möines  de 
ce  demier  un  degre'  d’importance  que,  prises  isole'menl, 
eiles  n’avaient  point.  Gräce  ä la  libe'rallte  e'claire'e  de 
M.  Ie  prince  Obolensky,  dirigeanl  les  archives  de 
Moseou,  je  me  trouvai  bienlöt  depositaire  de  cent  lettres 
d’Euler  a Goldbach,  toutes  pleines  de  recherches 
importantes  sur  different«  sujets  de  la  Science  et  par- 
ticuli&rement  sur  la  theorie  des  nombres  *). 

• * * l f . t 

Les  lettres  d' Euler  a Goldbach  e'taient  renfer* 
me'es  daris  quatre  gros  volumes  qui  contenaient,  en  outre* 
sa  correspondance  avcc  un  grand  nombre  de  savants 
distingue's  de  ces  temps-U,  entre  aulres  avec  Nicolas 
et  Daniel  Bernoulli,  lous  deux  fils  de  Jean.  Elles 


*)  C’dlait,  ä ce  qu’il  parail,  la  doclrine  favorile  deGoldbacb, 
cl  il  me  scmble  plus  que  probable  que,  si  cette  liaison  intime  entre 
Euler  et  ce  savant , liaison  qui  dura  36  ans  sans  interruption, 
n’eüt  point  eu  lieu,  la  Science  des  nombres  n’aurait  gucre  alteint 
rc  degr^  de  perfertion  dont  eile  est  redevable  aux  iminortelles  dd- 
couvertes  d'Euler.  ,i  . . • 


Digitized  by  Google 


XXIII 


claienl  accompagne'es  de  cinq  cahiers,  petit  in  4t0,  re- 
lies  en  parcheinin  et  renfermant  les  minules  des  leltres 
de  Gold  hach  A ses  nombreux  correspondants,  derbes 
nettemenl  de  sa  propre  main.  (Test  ainsi  que  je  me 
vis  en  posscssion  du  commerce  c'pislolaire  complet  qui 
avait  existd  enlre  Goldbach  d’un  cöte',  et  Euler  et  les 
deux  Bernoulli  de  l'autre.  La  correspondance  avec  les 
Bernoulli  m’attira  vivement,  et  A peine  en  eus-je 
acheve'  la  lecture,  que  ma  deterininalion  de  la  publier 
e'galement , fut  arrdle'e.  Outre  l inieret  seientilique 
qu’elles  oflrenl  indubitablement  sous  le  rapport  de 
l’e'poque  A laquelle  elles  apparliennent  et  du  ge'nie  des 
auteurs,  elles  ont  encore  un  titre  parliculier  A notre 
attention,  cn  nous  transportanl  au  berceau  de  notre 
acade'mie,  et  en  nous  fournissanl  des  donne'es  pre'cieu- 
ses  relatives  A son  histoire. 

/Mi  > *J»IV  .'.llVAit»  jH.fJWtl  l'l  ^UKoIa'K)  «Je  I 

La  coiTPspondance  de  Daniel  Bernoulli  avec 
Goldbach  va  de  17‘25  A 17.70;  teile  avec  Euler  com- 
inence  en  17Ö5  et  continue  sans  inlerruplion  jusqu'en 
1760  environ.  Gelte  longue  suite  de  leltres  amicales 
d’uue  mthne  persoimc,  d’un  caractere  essen! iellement 
franc  et  sincere,  finit  par  donner  une  imagc  presque 
plastique  de  Thomme ; on  sent  naitre  pour  lui  une 
afTection  qu'on  n'a  riiabitude  de  vouer  qua  des  per- 
sonnes  vivantes  avec  lesquelles  on  a passe  un  long 
teinps  dans  une  certainc  inlimitc.  Tel  a e'ld  du  inoins 
lc  sentimenl  que  j'ai  e'prouve  aprös  avou  li*  les  lettres  de 
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Daniel,  et  qui  m'a  fait  supposer  que  les  lecteurs  de 
celtc  correspondanre  me  sauraient  peut re  gve'  si  je 
leur  presentais  le  mfme  auteur  tel  qu’il  dtait  dans  les 
demieres  anne'es  de  sa  vie,  el  presque  octoge'naire. 
C’est  ainsi  qu’on  le  relrouve  dans  ses  lettres  adressees 
ä Nicolas  Fuss,  autrefois  son  disciple,  comme  plus 
tard  celui  d’Euler.  Ces  lettres  ont  d'aiileurs  le  plus 
souvent  pour  objet  les  travaux  de  ce  dernier , ou  ceux  qui 
furent  executes  sous  sa  direct  ion,  et  ne  peuvent  donc  pas 
4tre  conside're'es  comme  ddplace'es  dans  un  recueil  qui  a 
pour  but  essentiel  de  foumir  des  nolices  sur  la  vie  litte- 
raire  et  scienlifique  de  ce  grand  ge'omelre.  Ce  futeu  1772 
que,  sentant  Paflaiblissoment  progressif  de  sa  vue,  il 
drrivil  ä Bernoulü,  alors  prolesseur  ä B3le , pour 
Pengager  ä lui  choisir,  parmi  ses  e'löves  les  plus  dir, 
stingue's,  un  jeune  ge'omfclrc  compalriole,  capable  de 
Paider  dans  ses  profonds  el  pe'nibles  cabuls.  Le  choix 
tomba  sur  Fuss  qui,  depuis  1773  jusqu’ä  la  morl  d’Eu- 
ler,  arrive'e  en  1783,  eut  Pinsigne  bonheur  de  jouir  de 
sa  socie'te  joumaliere  et  de  ses  pre'cicuses  instructions, 
et  fut  le  redacteur  d'un  grand  nombre  de  s cs  ouvrages* 
Tout  le  monde  connatt  d’aiileurs  l’eloge  hislorique  dont 
il  honora  la  memoire  de  son  hnmortel  maitre.  (Voir  ci- 
dessous,  la  Notice  sur  la  vie  el  les  e'crits  d’ Euler). 

• • • • * * » 

Depuis  que  les  Sciences  ont  cessc'  d’£tre  la  propriete 
exclusive  d’un  petit  nombre  d’inilie's,  ce  commerce 
epislolaire  des  savants  a e'te'  absorbe'  par  la  presse  pe'- 
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riodique.  Le  progr^s  est  incontcslable.  Cependant,  cet 
abandon  avec  lequel  on  se  conununiquail  aulrefois  ses 
idees  et  ses  ddcouvertes;  dans  des  leltres  loutes  confi* 
dentielles  eti  privces , on  ne  le  retrouve  plus  dans 
les  pi&ces  mtiries  et  imprimees.  Alors,  la  vie  du  savant 
se  refle'tait,  pour  ainsi  dire,  toul  enti&re  dans  cette 
correspondance.  On  y volt  les  grandes  ddoouvertes  se 
preparer  et  se  developper  graduellement;  pas  un  chaf-* 
non,  pas  une  transilion  n'y  manque;  on  suit  pas  ä pas 
la  marche  qui  a conduit  a ces  ddcouvertes,  et  l'on  puise 
de  rinstruction  jusque  dans  les  erreurs  des  grands  gdnieS 
qui  en  furent  les  auteurs.  Cela  explique  sufTisamment 
l'inte'r^t  qui  sc  ratlache  a ces  sortes  de  correspondancesi 
et  rempressemenl  liberal  que  Tacaddmie,  lorsque  je  lui 
souutis  le  plan  de  mon  recueil,  daigna  manifester  ert 
inet  laut  ä ma  disposilion  les  moyens  non  seulement  de 
le  publier,  mais  encore  de  1’omer  des  porlraits  d’Eulei* 
et  de  Daniel  Bernoulli  #)  et  des  fac- simile  de  l'ecri- 

• • . i-  ■ ■ i * . i i.i  • 

“ : • " ‘ » ■:  ••  • •• 

*)  Le  portrait  d’ Euler  est  une  copie  parfaitement  fidcle  de  ccltil 
qui  fut  peint  par  Kiitlner  et  grave  k Milan  par  Darbcs,  cn  1780. 
J’ai  doime'  la  preference  k cc  portrait  parce  que,  selon  le  tdmoignagc 
de  mon  pcre,  il  est  le  plus  ressemblant  de  tous  ccux  qui  exi* 
slent.  C’est  un  portrait  de  Yieillard,  il  est  vrai;  mais,  coinnie  ori 
le  vcrra  par  la  suite,  il  le  represcnte  k l’epoquc  de  sa  plus  grandd 
fdonditd.  L’original  du  portrait  de  1).  Bernoulli,  qui  ome  le  se» 
cond  volume  de  ce  recueil,  est  peint  k l’Jiuilc  et  se  conservc  k la 
bibliotbeque  de  l’acaddmie.  11  lui  a e'te  donne',  en  1787,  par  son 
directeur,  la  princesse  Daschkoff.  . . ’••»  <■  ■ ■•  t 
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turc  de  tous  les  savants  illustres  qui  y onl  conlribue'. 
(Test  aussi  cel  inter^t  qui  me  fait  espe'rer  de  voir  ce 
livre  accueilli  avec  bienveillancC  et  apprecie'  par  les  ge'o- 
metres,  sensibles  au  Souvenir  des  grands  noms  qui  ont 
marque  les  e'poques  de  leur  Science. 

* . * » • * ^ 
Bien  que  nous  n'ayons  affaire  ici  qu'ä  des  savants 
du  premier  ordre  dont  on  trouve#  les  biographies 
pariout,  j’ai  cru  ne'cessaire  de  rappeier  en  quelques 
mois  les  momenls  prineipaux  de  leur  vie  et  la  nature 
de  leurs  relations  mutuelles,  afin  de  placer  le  lecteur 
d'emblde  in  median  res,  au  milieu  de  celte  scfcne  im-» 
posante  oü  le  ge'nie  de  K ho  in  me  se  Irouve,  pour  ainsi 
dire,  ä decouvert  et,  tout  en  deployant  sa  force  adjni- 
rable,  ne  laisse  cependant  pas  que  d’dlre  parfois  aux 
prises  avec  les  faiblesses  inhe'rcnles  a la  nature  humame. 
On  en  trouvera  des  exemples  da  ns  la  Jalousie  demesuree 
de  Jean  Bernoulli,  Jalousie  qui,  jadis  dc'jä,  avait  sus- 
cile'  la  ce'l&bre  dispule  avec  son  fr&re  aine'  Jacques,  et 
qui  se  manifeste  encore  ici  d'une  manifcxe  toul-ä-fail 
frappante,  on  peut  mdme  dire  contiaire  4 la  nature, 
vis  ä vis  de  son  fils  Daniel,  au  point  que,  n'e'lant 
plus  de  force  ä lulter  avec  un  adversaire  si  jeunc  el  si 
puissant,  il  finit  par  se  reudre  coupable  de  plagiat  envers 
lui;  on  en  trouvera  dans  la  susceplibilile'  excessive  de 
Daniel  ä lVgard  de  Goldbach  et  de  Bülffinger, 
dans  son  animosile  presque  maladive  conlre  les  pro- 
ce'de's  injustes  de  son  pcrc , et  dans  ses  sorlies  passion- 

> . * * 
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ndes  contra  D’AIembert  ä qui,  du  raste,  il  fait  plus 
tard  amende  honorable*,  on  en  trouvera  rn^rae  dans  les 
petites  faiblesses  d’ Euler,  que  Daniel  lui  reprocbeavee 
aulant  de  bonhomie  que  de  franchise , dans  son  adlie'- 
rence  opinidtre  au  Systeme  de  Descarles,  basee  unique- 
ment  sur  sa  pr^vention  contra  les  Anglais,  et  enfrn  dans 
l’air  de  pre'somption,  avec  lequel  il  a parfois  l habitude 
d’annoncer  ses  de'couvertes  en  faisant  un  usage  trop 
fre'quent  du  superlalif  dans  les  titres  de  ses  me'moires. 

La  poste'rild  a le  droit  de  connaitre  ces  faiblesses  des 
grands  hommes,  et  qu'un  rapprochement  tel  que  nous  l'of- 
frons  dans  cet  ouviage,  doit  indvitablement  faire  ressortir; 
eile  ne  leur  en  tiendra  coinple  qu’en  lant  qu’elles  out 
pu  influer  sur  leur  vie  lilte'raire. 

Quant  ä Euler,  nous  renvoyons  le  lecteur  ä ia 
notice  sur  ses  ecrits  place'e  en  tüte  de  ce  volüme.  La 
famille  des  Bernoulli  olfre  un  phe'nom&ne  unique  dans 
rhisloire  des  Sciences,  celui  d’avoir  produit,  dans  trois 
gc'nerations  successives,  plusieurs  savants  du  premier 
ordre.  Pour  dviter  toule  confusion  et  pour  faciliter  la 
leclure  de  cet  ouvrage,  nous  donnerons  ici  une  espüce 
de  tableau  gene'alogique  de  cette  famille  remarquable, 
tableau  dans  lequel  nous  marquerons  en  lettres  italiques 
les  noms  des  quatra  Bernoulli  auxquels  nous  avons 
specialemenl  aflaire  dans  cet  ouvrage , et  ou  nous  place- 
rons  des  numc'ros  ä edle  de  tous  ceux  qui  ont  illusire 
leur  nom  par  des  de'couvertes  en  matheraaliques : . >. 

* . ' r f 
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NICOLAS  BERNOULLI,  LE  PERE 


1. 

ne  le 

t I« 


Jacques 
27  dec.  16JM 
16  aoüt  1706 


•J  ' 


3.  Nicolas 
nc  Ie  10  octobre  1667 
f le  20  noremb.  1789 


Als  de  Jean  II. 


2.  Jean  I. 
ne  le  27  juillet  1867 
+ le  1 jauvier  1748 


Nicolas  r 
nä  le  27  janrier  1696 
f le  27  juillet  1726 

5.  Daniel 

' ui  le  29  janrier  1700 
) + le  17  mars  1782 

6.  Jean  II. 

ml  le  18  mai  1710 
+ le  17  juillet  1790 


Daniel  7.  Jean  111. 

vi  le  4 norcmbre  1744 
f le  13  juillet  1807 


8.  Jacques 
n<*  le  17  octobre  1788 
+ le  3 juillet  1789 


Le  nom  de  Bernoulli  paratt  indiqucr  rextraction 
italienne  de  cette  famille;  cependant,  d'apr&s  la  Biogra- 
phie universelle,  eile  est  originaire  d’Anvers,  d'oü  eile 
ful  expatrirfe  pour  cause  de  religion,  sous  le  gouverne- 
inent  du  duc  d'Albe.  Elle  se  naluralisa  en  Suisse,  fct 
la  ville  de  Bille  devinl  le  berceau  de  tousles  grands 
geometres  issus  de  cette  famille,  dans  l'espace  d’un 
sifecle,  depuis  Jacques  Bernoulli.  fr&re  aine' de  Jean 
(165't)j  jusqu’ä  Jacques,  son  petit-fils  (1758  , Da- 
niel seul  exceptd,  qui  naquil  a Groningue  oü  son  pere  • 
avait  occupe,  pendant  dix  ans  (1695  ä 1705),  une  chaire 
de  malhe'matiques.  A lepoquc  oh  cominencen!  les  lellres 
de  Jean  B.  L (2)  dans  nolre  rccueil , il  e'tail  do'jä 
scxagmaire.  Euler  avait  21  ans  ä cette  cpoquc.  11  est 
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curieux  de  voir  le  ton  d'autoritc'  magistrale  des  pre- 
m irres  leltres  faire  place  bientAl , dans  les  siiivantes, , h 
rette  admitaiinn  sinc&re  quavaient  di\  inspirer  au  matt  re 
les  rapides  et  brillanls  progrfcs  de  l'e'löve.  Dans  la  3*,ne 
dejä,  il  ne  dissimnle  pas  la  vive  satisfaction  que  lui  onl 
fait  tfprouver  les  louanges  accordces  par  Euler  a un  de 
ses  onvrages,  non  plus  qiie  la  joie  maligne  quil  ressen! 
du  dc'dain  avec  lequel  Euler  a traile'  un  travail  de  Da- 
niel sur  le  rmbne  sujet.  (Voir,  pour  l?s  de'tails  de  sa 
vie,  l’elogc  dans  les  Memoires  de  facad.  roy.  des  Scien- 
ces de  Paris,  annee  1748,  et  la  Biographie  universelle.) 


Nicolas  (4)  et  Daniel  (5)  Bernoulli  assisterent 
ä l'inauguration  de  notre  acade'mie.  Appele's  ä des  Fau- 
teuils d'aeaddinicien,  sur  la  recommandation  de  Gold- 
bach qui  s'etait  lie  d'amitie  avec  eux  dans  ses  voyages  en 
Italic,  ils  vinrent  ensemble  a Sl.-Pctersbourg,  en  1725. 
La  tendre  amilie'  qui  unissait  ces  deux  fr&res  offrait  un  con- 
trasle  d'autanl  plus  frappant,  que  le  spectacle  scandaleux 
d’une  pole'mique  acharne'e,  qu’avaient  livre',  dans  le  si&cle 
precddent,  deux  freres  du  möme  noin,  n'e'tail  guere  en- 
core  oublie.  Nicolas  mourut  A St.-Pe'tersbourg  en  1726; 
sa  biographie  e'crite  par  son  freie  se  trouve  ä la  p.  266 
du  second  volume  de  cctte  Correspondance.  Daniel 
rctouma,  en  1733,  dans  sa  patrie  qu  il  ne  quitta  plus 
jusqu'ä  sa  mort,  arrive'e  cn  1782.  Les  Memoires  de 
l’academie  royale  des  Sciences  de  Par  S de  rette  annee 
contiennent  son  doge,  efrit  par  Gondorcel  et  que,  plu$ 
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lard,  son  nevea  Daniel,  Als  de  Jean  II  (6)  publia 
en  allemand,  <5  Bäle,  avcc  quelques  changemenls  et 
additions. 

1 . * * *■ 

Nicolas  15.  l’aine  (3).  cousin  germain  des  prere- 
dents,  fut  Tedileur  de  1 'Ars  conjfctandi  de  son  oncle 
Jacques  et  l’auteur  de  plusieurs  morceaux  distingue's, 
publies  dans  diflerenls  recueils.  Nolre  Correspondance  ne 
renfernie  que  quatre  lettres  de  lui,  des  anne'es  1742  et 
1743,  mais  dans  lesquelles  perce  un  esprit  analylique 
d'une  (messe  remarquable.  Plusieurs  passages  des  lettres 
d’ Euler  prouvent  d'aillcurs  l’estime  que  lui  porlaient 
unanimement  les  geornfclres  de  son  temps. 

11  nous  reste  ä donner  quelques  de'tails  sur  la  vie  de 
Goldbach,  la  moins  connuc  de  toutes,  et  nous  croyons 
ne  pas  pouvoir  mieux  faire  qu'en  les  extrayant  d un 
manuscrit  volumineux  du  ce'lfebre  Ge'rard  - b re'de'ric 
Müller,  manuscrit  qui  renferme  l'histoire  de  1 acade'- 
nue,  depuis  sa  fondalion  (1725)  jusqu  ä 1 an  in- 

clusivement  Müller  avait  succe'de'  ä Goldbach  en 
qualite  de  Secrelaire  perpetuel  de  Faradc'iuie,  et,  retire: 
plus  tard  ä Moscou,  avait  employe  ses  loisis  ä ecrire 
l’hisloire  de  Tacademie,  d’aprfes  les  documents  originaux 
qui,  ä cet  eilet,  lui  furent  envoye's  successivement  et 
par  anne'es.  Voici  ce  qu’il  dit  de  Goldbach; 

«Chrtftien  Goldbach,  homme  d'un  rare  merile, 
de  vastes  connaissances  dans  les  langues  et  dans  les 
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Sciences  et  d’ime  modestie  admirable,  naquit  ä Königs- 
berg cn  Prusse  le  */J8  mars  1690.  11  avait,  dans  sa 
jeunesse,  parcouru  presque  toule  l'Enrope,  s'e'lait  lic 
d'ainilie'  avec  les  coryphees  de  la  Science  de  celte  e'po- 
que  et  avail  entrelenu,  enlre  aulres,  ürie  correspondance 
suivie  avec  divers  savants  appeles  ä l'acade'mie  de  St.- 
Pe'tersbourg.  11  parait  que  ce  furent  MM.  Hermann 
et  Bülffinger  qui,  lors  de  leur  passage  par  Berlin, 
l’engagfxent  h les  suivre  dans  nolre  capitale  oü  il 
arriva  le  8 aoüt  1725.  11  n'avait  alors  aucun  emploi 
public,  bien  qu'il  portal,  depuis  plus  de  dix  ans,  le 
titre  de  conseiller  aulique  de  S.  M.  Prussienne.  Rien 
n indiquait  s’il  avail,  ou  non,  l’intention  d’entrer  au 
Service  de  Russie;  il  paraissail,  au  conlraire,  que  la 
simple  curiositd  d'un  voyageur  l'avait  amend  ä St.-Pe- 
tersbourg.  S es  qualite's  c'minenles  ne  pouvaient  cepen- 
dant  manquer  de  lui  altirer  diffe'rentes  oflires  d’emplois 
a l'acade'mie,  oü  plusieurs  fauteuils  e'taienl  encore  va- 
cants;  mais  M.  Goldbach  ne  voulait  pas  du  nom  de 
professeur  et  ne  sc  souciail  pas  non  plus  de  faire  des 
cours  publics.  La  fonction  de  secre'taire  de  l’acade'- 
mie,  d’un  Fontenelle,  mais  d’un  Fontenelle  lat  in  (car 
c’e'tait  dans  cette  langue,  qu’il  connaissail  ä fond,  que 
se  traitaienl  les  affaires)  paraissait  lui  4tre  re'serve'e.  Aussi 
s’en  chargea-t-il , saus  toutefois  en  prendre  le  titre,  pour 
cinq  ans.  Ses  me'moires  publie's  dans  le  recucil  intituld 
Commenlarii  etc.  prouvenl  avec  quel  succüs  il  a cullive' 
la  haute  gdomdlrie,  les  calculs  diffexentiel  et  integral, 
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et  combien  il  a cic?  heureux  clans  la  dikouvertc  de  nou- 
velles  proprictcs  des  nombres.  Sa  critique  des  travaux 
d'autrui  etait  (ine  et  jiidieieuse  au  possible.  |1  avait  ap- 
porte'  avec  lui,  non  cel  esprit  de  dispule  qui  sent  Fe- 
cole,  mais  bien"  Furbanite'  et  les  rnanieres  du  grand 
monde.  Sa  force  dans  la  langue  lat  ine,  sa  ronnaissance 
intime  avec  les  auieurs  dassiques  latins  et  son  imagi- 
nation  active  ont  fait  de  lui  un  poele  lat  in  trös  heureux. 

II  en  avait  dünne  une  preuve  e'clatante,  dejA  A Füge  de 
16  ans,  par  sa  trage'die  d 'Absalon,  en  vers  horatiens, 
travail  qui  aurait  me'rite'  la  publication  si  sa  modestie 
ne  sy  (öl  oppose'e  *).  A Facade'mie  il  n’a  pu  que  ra- 
rement  faire  v.iloir  ce  talent;  mais  quand  Foccasion  - 
s’en  pre'sentait,  la  conception  et  la  verve  poe'tique  de 
s es  pifeces  ne  laissaient  rien  A de'sirer.  Il  ronnaissait  la 
langue  fran^aise  jusqu'aux  fmesses  de  la  critique  d'un 
Vaugelas  et  d'un  Bouhours;  la  langue  italienne  lui  e'tait 
egalement  fatniliere,  et  quant  A Falleinand,  il  Ftk'rivait 
avec  une  purete  et  une  justesse  grammatiralc,  assez  rares 
A rette  e'poque  On  a observe'  ge'ne'ralement , cortime  un 
fait  Strange,  que  le  ve'ritable  perfectionnement  de  la 
langue  allemande  a comnience  A Fextrdnile  la  plus 
recutee  de  FAllemagne,  savoir  A Königsberg  en  Prusse, 
et  s'est  repandu  de  1A  vers  la  Saxe  supe'rieure.  Les  ef- 
forts  d'une  socie'te  teutonique,  fonde'e  A Leipsic  par 

. : . ! . ■ • . •.  l • ? 

*)  Elle  se  trou ve,  panni  ses  autres  papiers,  aux  arcliives  cen- 
trales de  Mosrou. 
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Mensen,  dlaienl  faiblcs  en  romparaison  avec  cc  que  fit 
Gottsched,  lorsquc,  en  l7‘2'<,  il  se  Iransporta  de  Kö- 
nigsberg a Leipsic . — Gottsched  que  ses  e'lfcves  ont 
traite  avec  tant  d'ingralitude.  Or,  longtetnps  avant  Gott- 
sched, Goldbach  ecrivait  de'jd  ralieinand  lc  plus  pur 
et  le  plus  ele'gant.  11  avail  le  coeur  le  plus  honndte, 
mais  sans  en  faire  grand  elalage.  Connaissant  bien  le  >. 
inondc,  sa  inani&re  d’ölre  e'lail  a la  fois  re'serve'e  et 
insinuante  etc.  etc.» 

On  reconnait  aisemcnl  la  main  d'un  ami  dans 
rette  esquisse  biographique  qui  seiend  au  long  sur  les 
nombreux  voyages  de  Gold  hach.  Sa  correspondance 
fail  voir  dailleurs  que  s' il  ne  s'est  illustre  dans  aucune 
specialite,  la  cause  en  doit  <?lre  allribue'e  ä la  grande 
universaliU?  de  ses  connaissances.  Tan I dt  on  le  voit 
debatlre  avec  Bayer  des  queslions  minutieases  de  philo- 
logic  classique  et  orientale;  tanldl  il  s'engage  avec  le  ce- 
l&bre  Stosch  dans  d interminables  controverscs  arche'o- 
logiques;  ici,  c’est  Biilffingcr  qui  l entraine  dans  ses 
spe'culations  d'une  mdtaphysiquc  alors  en  vogue,  mais 
n'aboutissanl  a rien;  Id,  Euler  et  lesBernoulli  le  font 
causer  inalhe'maliques  et  Tinilient  dans  les  mysteres  de 
la  haute  analyse  et  de  la  Science  des  nombres.  Toujours 
est-il  que  sa  correspondance  est  recherche'e  avec  avi- 
cl i I e par  les  plus  celebres  savanls  du  sidcle,  et  que  son 
talent  remarqnable,  de  quelque  cdld  qu'il  dirigc  ses 
dtudes,  le  fail  toujours  considerer  par  ses  conlemporains 
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comme  une  esp&ce  d'autoritc.  Ses  mani&res  distingue'cs, 
jointes  au  don  de  la  parole  et  A des  connaissances  pro- 
fondes  et  variees , le  font  remarquer  A la  cour,  et  lors- 
qu’il  s'agil  de  donner  un  professeur  A l'Empereur 
Piene  II,  le  choix  tombe  sur  Goldbach  qui  s’en  ac- 
quitte  avec  dislinction  jusqu'A  la  mort  pre'mature'e  de 
ce  Prince.  En  1742,  il  est  nomine'  membre  du  College 
des  affaires  etrangdres  et  employe'  spe'cialeinent  au  de'- 
chiffremenl.  Des  lors,  il  abandonne  la  carriere  seien* 
tilique,  mais  il  continue  A s’occuper  de  Sciences  en  simple 
a naleur.  Il  alleint  A un  rang  e'levd  dans  la  hidrarchie 
civile  de  Russie,  celui  de  conseiller  prive,  et  meurt  A 
Moscou,  le  20  noveinbre  1764,  a l’Age  de  74  ans. 

Je  crois  qne  ces  courles  nolices  suflironl  au  but 
que  je  m'etais  propose',  savoir  de  donner  A mes  lecleurs 
une  e'chelle  pour  appre'cier,  non  le  ine'rite  des  au- 
teurs  de  ces  letlres  (pour  celui -1A,  je  dois  le  supposer 
connu),  mais  la  nalure  de  leurs  relalions  re'ciproques  et 
le  rapporl  qui  exisle  enlre  ces  leltres  mdmes  et  l’e'poque 
de  la  vie  des  autcurs  A laquelle  eiles  apparliennent. 

Quelqu’un  vondrail-il  me  faire  un  reproche  de  ce 
que  pour  plus  d’uniforrnile.  je  n’ai  pas  fait  traduire 
dans  une  möme  langue  loutes  ces  leltres?  Je  ne  le 
pense  pas;  je  considdre  la  langue,  le  style,  les  tour- 
nures,  propres  A chacun  de  ces  auleurs,  comme  autant 
de  trails  caractensliques  qu'il  a fallu  pieusement  conser- 
ver,  et  je  ne  me  suis  permis  de  retrancher  que  les 
passages  qui  m’ont  paru  n'offrir  absolument  aucun 
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intdrdl.v  On  verra  que  ce  que  je  lnre  se  rapporle  soil 
ä la  Science,  soit  ä la  personne  des  auleurs,  soil  enfm 
aux  corps  savanls  dont  ils  faisaient  parlie. 

11  me  rcsle  encore  ä dire,  qu'oulre  les  lellres  donl 
j'ai  parle'  plus  haut  el  qui  n'ont  poinl  trouvd  place 
dans  ce  recueil,  j’aimerais  ä publier  aussi  un  exlrail  de 
la  correspondance  enlre  Frdddric  II  el  Euler,  en 
lanl  qu’elle  a Irail  a des  objets  scienlifiques,  el  a an- 
noncer  que  M.  Jacobi,  de  Königsberg,  qui  a bien  voulu 
s'inleresser  vivemenl  h celle  publicalion  et  m’encou- 
rager  de  ses  conseils,  m'a  fait  esperer  tout  une  Col- 
lection de  lettres  d’  Euler  ä Lagrange,  lettres  qu'ä  sa 
pridre,  M.  Libri  veut  bien  mellre  a ma  disposilion,  ä 
l'effel  de  les  publier.  J'ai  donc  les  male'riaux  toul  prdts 
pour  formcr  un  volume  supple'mentaire  que  je  livrerai  • 
avec  plaisir  si  l'accueil  fail  ä cet  ouvrage,  gräce  aux 
noms  illustres  qui  le  parent,  rc'pond  a mon  altenle. 

Je  ne  puis  terminer  cette  pre'face,  sans  te'moigner 
publiquement  ma  reconnaissance  ä mon  fr£re  cadel, 
M.  Nicolas  Fuss,  maitre  superieur  de  mathe'matiques 
ä Tun  de  nos  gymnases,  qui  a bien  voulu  parlager  avec 
moi  le  travail  de  la  re'dar.tion  de  ce  recueil  et  de  la  rd- 
vision  des  dpreuves,  et  sans  le  secours  actif  duqucl  je 
n'aurais  gudre  pu  l'achever  dans  le  courl  espace  d'une 
annde. 

P.-H.  Fuss. 

St. -Pctersbourg  en  decembre  1842. 
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Leonard  Euler,  nd  k Bäle  1c  T*5  avril  1707,  fut  appeld  k 
l’Acaddmie  de  St. - Pe'tersbonrg  en  1727,  en  qualitd  de  membfe 
adjoint.  Son  ami  et  compatriote,  Daniel  Bernoulli,  s’dtait  ainsi 
arquiltd  de  la  promessc  qu’il  lui  avait  donndc,  en  lui  faisanl  scs 
adieux  dans  leur  ville  natale,  deux  ans  avant  rette  dpoque.  Euler 
n’avait  enrorc  rien  publid,  cxceptd  la  dissertation  pbysiquc  sur  le 
son  (N.  500  de  notre  liste),  iinprimec  ä Bale  en  1727;  on  peut  d nc 
dirc  qne  c’est  rliez  nous  qu'il  jeta  les  premiers  fondements  de  sa 
gloirc  iinmorlelle.  Efleclivement,  aprds  qnalorze  anndes  de  sejour  & 
St.-  Pc'tersbourg,  en  1741,  sa  rdputation  dlail  ddja  tellement  elablie, 
qu’il  re^-ut  et  arrepta  l’appel  honornble  que  lni  avait  adressd  de 
Berlin  l’illustre  Roi-philosoplie,  jaloux  de  tous  les  genres  de  gloire  - 
et  mdditant,  au  milieu  des  troublcs  de  la  guerre,  de  doter  son  pays 
d’une  arademic  des  srionres.  Le  sejour  d’ Euler  5 Berlin  dura 
25  ans;  il  s'y  rendit  ä läge  de  34  ans;  il  revinl  a Sl.-Pelersbourg, 
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sous  Catherine  II,  en  1766,  presque  sexageuaire.  Les  plus  helles 
annees  de  sa  vie,  il  les  avait  donc  passdes  hors  de  la  ftussie.  Aussi 
avail-il  ddployd,  dans  ce  laps  de  lemps,  une  activitd  prodigieuse: 
Les  Mdnioires  de  1'Acaddmie  de  Berlin  renfermenl  127  pieces  de  sa 
composition,  et  une  grande  parlie  (17  ) de  ses  ouvrages  ddtachds  datent 
de  cette  meine  dpoque.  Mais,  en  outre,  il  avait  coutinud  assidument  4 
orner  de  ses  travaux  le  Recueil  de  1'Acaddmie  de  St.-Pdtersl>ourg 
qui,  de  son  cotd,  lui  avait  laisse  sa  pension  et  le  comptait  toujoun» 
parmi  ses  niemkres  effectifs.  Le  nombre  des  pieces  que  renfermenl 
les  volumes  de  nos  Meinoires  de  cette  dpoque,  s'dleve  au-delä  de 
100.  Chose  dtrange!  il  paralt  que  le  ddsir  de  se  faire  mieux 
apprdeier  par  le  Roi  de  Prussc  et  par  la  haute  socidld  de  Berlin 
qui,  4 l’exemple  du  Roi,  aflTeclionnait  beaucoup  les  Sciences,  il 
paratt,  dis-je,  que  cc  ddsir  1'avaiL  engagd  4 ne  livrer  a 1'Acaddmie 
de  cette  ville  que  des  travaux  d’application  de  prdference,  et  4 ne 
se  servir  que  de  la  langne  fran^aise.  Or,  l’analyse  dtail,  romme  on  le 
sait,  l'adinirablc  instrument  qu’il  maniait  avec  le  plus  d'habilctd  et 
de  prddilection.  Durant  cette  pdriode,  tous  ses  travaux  de  pure 
tbdorie,  rddiges  en  lalin,  trouvaient  donc  un  debouchd  4 1'Acaddmie 
de  St.-Pdlersbourg  qui  les  accueillait  avec  empressement. 

Nous  venons  de  dire  qu’4  läge  de  59  ans,  Euler  revinl  au 
sein  de  notre  Acaddmie  4 laquelle  il  n'avait  pas  cesse  d'appartenir, 
et  qu’il  voua  4 son  Service  exclusif  les  17  dernidres  annees  de  sa 
vie  laborieuse,  jusqu’4  sa  mort,  arrivde  lc  scplembre  1783. 
Mais,  nous  dira-t-OD,  il  dtail  donc  alörs  sur  le  ddclin  de  l äge  et 
presque  aveugle!  Et  cependant,  voyez  le  lableau  de  sa  productivite 
par  periodes  de  dix  en  dix  ans,  tableau  oü  sont  coinptds  et  los 
mdmoires  et  les  ouvrages  ddtachds: 
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(Pre'facc  p.  XXIV)  qu'Euler  avait  ä ses  cotds,  dans  la  personne  de 
sou  jcune  compaLriotc,  Xicolas  Fuss,  un  aide  aclif  et  pdndlrd 
d'admiration  pour  lc  gdnic  de  son  illnstre  maUre.  C’est  a lui  qu'est 
duc  la  rddaelion  de  la  pluparl  des  355  mdmoires  des  anndes  1773 
A 1782*).  Et  si,  outre  la  fdcondild  da  genie  d’Euler,  on  adniire 
gendralement  et  avec  raison  l'exposilion  reinarquablement  »imple  et 

luride  de  ses  profondcs  recherchcs  et  le  choix  habile  des  exemples, 

si  jamais  on  n’a  rciiiarqne'  lc  inoindre  aflaiblissement  dans  res  qualitds 
lout-A-fait  essentielles  et  raracterisliqucs  de  ses  ecrits;  — ceci  ne 


*)  Voici  nu  exlrait  du  proces  verbal  de  l'Academie  du  17  octobrc  1774: 
„IM.  Euler,  le  pire,  priSseula  les  deine  meinoirej  suivanls:  1.  Detcrminatio 
„ omnium  moluum , qnos  cltorda  lensa  et  uniformiter  crassa  recipere  polest ; 
„2  De  motu  oscillatorio  pendulorum  ex  filo  tenso  dependenlium , Berits  par 
„M.  Fuess  qui  en  a fait  lous  les  calculs  avec  unc  gründe  assiduitd  et  & la 
„Capa  eite  duquel  M.  Euler  douna,  k cetle  occasion,  de  grands  eloges,  ajontant 
„que,  dijd  depuis  longtemps,  il  a derit  tuus  les  memoires  que  lui,  M.  Euler 
„a  priisentds  ä rAcaddmie."  Dn  autre  dlfeve  d'Euler,  Golovine,  a derit, 
sous  sa  dietde,  70  nu'raoi res  datds  .d«  cette  nitnic  epoque.  ("Voir  l’Floge, 
rdition  de  St.-Pelersbourg,  page  63). 
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prouve-t-il  pas  que  lc  disciple  s’d  tait  profondement  imbu  de  l'esprit 
du  mattre,  qu’il  dtait  digne  du  sort  glorieux  qui  lui  dtait  eclui, 
et  que  cette  profunde  reconnaissance  et  cctte  odmiration  que  les 
gdometres  vouent,  enrore  de  nos  temps,  k ln  memoire  d 'Euler, 
est  duc  cn  partie  aussi  a celui  qui,  avec  un  ddvouement  sans  Lomes 
et  sans  excinple,  consacra  dix  helles  ann^es  de  sa  vie  au  servier 
de  son  inromparable  mattre  et  ralcula  et  rddigea  plus  d’un  liers 
de  ses  iinmortels  travaux?  II  m’esl  doux  de  rappoler  a 1 'attention  des 
savants  ce  fait  presque  oublie'  et  peut-etre  unique  dans  l’histoire  des 
Sciences,  et  de  lc  ineltrc  cn  dvidenre  par  des  chifl’res  irr<fcusablcs. 
Ou  je  me  trompe,  ou  ce  Service,  rendu  par  F uss  aux  geoinetres 
de  60n  temps  et  des  temps  k venir,  esl  un  monument  non  nioins 
iiupe'rissablc  que  les  'nombreux  travaux  par  lesquels,  plus  tard,  il 
a enricbi  lui-meme  le  domaine  des  Sciences. 

Mais , une  consequence  plus  generale  encore  a deduirc  du 
phenomenc  frappant  que  nous  venuns  d’cxpliquer , c’est  que  le 
gdnie,  pour  se  developper  dans  toute  sa  vigueur  et  pour  produire 
tout  1’effet  dont  ‘ il  est  susceptible  , a besoin  d’un  appui  qui, 
malbenreusement,  nc  lui  est  prele  que  fort  rarement.  Si  Euler,  — 
sexagenaire  et  frappe  de  cdcitd,  — a encore  pu  d^plover  une  aussi 
remarquablc  artivrt«?,  qu’aurait-il  fait  a l’äge  ou  l’esprit  est  k son 
maximum  de  fe'conditd,  si  alors  deijk,  il  avait  eu  l’assistance  qui, 
plus  tard,  fut  accorde'c  k ses  inOrniile's  physiques.  Et  combien  d idees 
lumineuscs  et  de  grandes  conceptions  ne  sont- eiles  par  pcrdues 
irre'parablement,  parce  que  le  genie,  impatienl  d’avancer  cl  avide 
des’  succes  k mesure  qu’il  avanec,  neglige  jouvent  de  fixer  ses 
ddcouvertes,  par  crainte  de  l’ennui,  insgparable  du  travail  de  rddaction. 


Ulli 


i fteoenons  k notre  sujet.  Je  me  suis  contentd  de  rappeier,  daos 
ce  qui  pr^cide , les  momenU  principaux  de  la  vied’Euler.  Quant 
aux  ddtails  de  cette  vie  eminemment  riebe,  il  faut  les  supposer  connus 
de  chaque  gdom&tre.  Cependant,  — tant  est  vif  encore  l'interet  qui 
se  rattache  k ce  nom  illustre,  — beaucoup  de  personnes  distingudes, 
aachant  que  mon  pere  a passd  dix  ans  dans  les  relations  les  plus 
intimes  avec  Euler,  m’ont  demande  des  renseignements  sur  sa  vie 
prive'e  et  surtout  sur  sa  maniere  de  travailler.  Je  m'estime  beureux 
de  pouvoir  satisfaire,  en  quelque  Sorte,  k ce  ddsir  legitime,  et  je 
tächerai  de  retracer  ici  quelques  ddtails  qui  me  sont  connus  par 
tradition  et  que  ma  memoire  a fklelement  conservds ; ear,  bien 
souvent,  le  pieux  souvenir  que  mon  pere,  durant  toute  sa  vie, 
gardait  de  son  illustre  mattre , lui  fournis6ait  le  sujet  de  ses 
enlretiens  avec  moi 

. . 1 . • 
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*)  Nos  promenades  du  soir  en  6l(,  nous  conduisaieut  souvent  au  rimetiire 
de  Smoleoskol^  pour  y retrouver  la  pierre  sdpulcrale  d’Euler.  Mot,  pira 
qui,  coinmc  de  raison,  avait  assistc  4 son  enterreraeul,  se  rappelait  k peu 
prits  1’eiidroit  oü  il  dtait  placd,  mais  la  pierre  ne  s’y  trouvait  plus.  Dans  ce* 
promenades,  l’illustrc  aleul  (aprfes  la  mort  d'Euler,  mon  pferc  avait  ^pouse  sa 
petite-GIle)  etait  presque  l’unique  objet  de  notre  conversation;  et  combien 
de  fois  le  disciple  reconnaissant  ne  se  reprocha-t-il  pas  de  ne  pas  avoir 
micux  veillc  4 la  Conservation  du  tombeau  du  maltre.  Ce  fut  ddj4  apres  la 
mort  de  mon  pere,  qu’4  l’occasion  de  l’enterrement  d’unc  bellc-ülle  d’Euler, 
le  Hasard  Gt  döcouvrir  la  pierre  si  longtemps  cliercbee,  et  partant  aussi, 
1 endroit  ou  gisaiqnt  les  ccndres  du  grauet  geomitre  qui  avait  iilusträ  son 
siede.  Cette  nouvellc  fut  accucillic  avec  transport  par  i’Acadcmic  qui  s’cmpressa, 
cinquaul«  aus  a pris  la  mort  de  son  celibre  mernbre , de  lui  tiriger,  sur  la 
m£me  place,  un  monumeul  simple,  mais  durable,  en  granit  de  Fiolande, 
avec  1 inscriplion : Lcontutrdo  Emlero  A&uietnia  PetropoliUuia. 
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II  paralt  qu 'avant  l'arrivde  de  mon  pdre,  qui  eut  lieu  en  mai 
1773,  Euler  s'dtail  laissd  aider  tantöt  par  Tun,  tantöt  par  l'autre  des 
noinbreux  Cleves  qu'il  comptait  parmi  ses  colldgues.  Dans  un  grand 
m-folio  que  je  conserve  soigneusement  et  qui  renferme  les  premieres 
dbauches  des  mdmoires  d 'Euler,  antdrieurs  ä l’dpoque  mentionnee, 
je  crois  reconnaltre  surtout  la  main  de  Kr  afft,  ainsi  que  celles  de 
J,-A.  Euler  et  de  Lexell;  mais  je  m’apercois  aussi  que,  sourent, 
ils  se  sont  contentds  d’dbauchcr  simplement  les  mdmoires,  saus  se 
donner  eusuite  la  peine  de  les  rddiger  finalement,  ce  qui  fait  que 
ce  volume  laissera  vraisemblablement  encorc  quelque  chose  ä glaner. 
La  fin  de  ce  volume,  ainsi  que  trois  autres  qui  le  suivent,  et  que 
je  possede  dgalement,  sont  derits  de  la  main  de  mon  pere.  Euler 
avait  dans  son  cabinet  une  grande  table  qui  oeeupait  tout  le  milieu 
de  la  pidee  et  dont  le  dessus  dtait  recouvert  d'ardoise.  C’est  sur  cette 
table  qu’il  derivait,  ou  plutöt  indiquait  ses  calculs  en  gros  caraetdres, 
traces  avec  de  la  craie*).  Chaque  matin,  son  dleve  sc  presentait 
cbez  lui  pour  lui  faire  lecture  soit  de  sa  vaste  correspondance 
(dont  la  conduite  lui  dtait  entierement  confide),  soit  des  feuilles 
politiques,  soit  enfin  de  quelque  nouvel  ouvrage  digne  d 'attention ; 
on  s’entretenait  de  diverses  matidres  de  la  Science,  et  le  inattre,  V 
cette  occasion,  se  prelait  avec  coniplaisance  ä lever  les  doutes  et  & 
rdsoudre  les  difficultes  que  l’dleve  avait  rencontrdes  dans  ses  dludes. 
Quand  la  table  dtait  couverte  de  calculs,  ce  qui  arrivait  souvent,  le 
maltre  confiait  au  disciplc  ses  conceptions  toutes  fraiches  et  rdeentes. 


*)  Quand  il  voulait  prendre  de  l’exercice,  ce  qui  arrivait  & des  lieures 
reguläres  du  jour,  il  avait  l'hahitude  de  se  promencr  autour  de  cette  table, 
en  glissant  la  main  le  lorig  des  bords,  pour  se  guider,  Ces  bords,  par  le 
frequent  usage,  ctaient  lisses  et  luisants  comme  du  bois  poli. 
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et  lui  exposait  la  marclie  de  ses  iddes  et  le  plan  general  de  la 
rddaction,  en  lut  abandonnant  le  soin  du  ddveloppement  des  calculs, 
du  choix  des  exemples.et  de  l’exdcution  des  ddtails;  et  ordinairement, 
celui-ci  lui  apportait  des  le  lendemain  le  croquis  du  me'moire  inscrit 
dans  le  grand  lrvre  dont  nous  avons  parle'  ci-dessus  (A dversaria 
mathematicd).  Ce  croquis  approuvd,  la  piece  dtait  rddigde  au  net  et 
prdsentde  immddiatement  k l’Acaddmie.  La  force  de  la  mdmoire  que 
le  ~vieillard  avait  conservde,  et  que  peut-etre  la  privation  de  la 
vue  avait  encore  aiguisde,  l aidait  admirablement  dans  ces  sortes 
d’entretiens,  ainsi  que  dans  la  lecture  des  ouvrages  de  son  cdlebro 
dmule , Lagrange*) **),  et  bien  des  fois,  pour  faire  de  lete  les 
calculs  les  plus  compliquds,  il  lui  fallait  -moins  de  temps  qu’k 
un  autre  la  touche  k la  main;  et  encore  ne  se  trompait-il  que 
fort  rarement. 

Tout  ce  que  je  pourrais  ajouter  encore  k ce  peu  de  nolices  sur 
la  vie  d’Euler,  ne  serait  au  fond  qu’une  rdpdlition  de  ce  qui  a 
ddjk  dtd  dit  ailleurs,  ou  ne  servirait  qu’k  mieux  faire  ressortir  peut-etre 
l'un  ou  l’autre  des  traits  dejk  connus  de  son  caractere  privd.  Des 
deux  dloges  acaddmiques  dont  il  a dtd  l’objet,  celui  de  mon  pere 
doit  etre  considdrd  comme  le  plus  authentique  sous  le  rapport 
biographique ; je  le  crois  aussi  prdfdrable  k celui  de  Condorcet 
sous  le  rapport  de  l'analyse  des  travaux  d’Euler.  Les  deux 
dloges  ont  dtd  plus  d’une  fois  reproduits  dans  les  dditions  rdcentes 
des  ouvrages  de  notre  grand  gdometre;  naguere  encore  dans  celle 


*)  Euler  ne  vit  du  reste  pas  les  grands  ouvrages  de  cet  ülustre  geometre. 
La  Mecanique  analytique,  les  Lecons  sur  le  calcul  des  fonctions  el  le  Tratte 

de  la  r&olution  des  equations  numeriques,  parorent  aprcs  sa  mutt. 
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qu’on  avait  entreprise  ä Bruxelles  el  dont,  je  crois,  rinterruption 
n’est  guere  a regTetler.  L’edition  francaise  de  l'Eloge  de  St.- 
Pdtersbourg  n’est,  d'ailleurs,  pas  eneore  dptiisde.  Cette  pidce  fut 
lue  k l’Acaddmie,  en  Seance  cxtraordinaire,  peu  de  semaines  apres 
la  mort  du  grand  hoinuie,  le  23  octobre  1783.  L'auteur  avait  pria 
«oin  d’y  ajouter  une  liste,  complile  au  possible,  de  tous  ses  dcrils. 
Elle  contienl,  en  premier  licu,  l’dniimdratiott  des  ouvrages  ddtnchds, 
par  ordrc  ehronologiqne ; viennent  ensuite  les  pieces  inserees 
dans  lcs  di  Bereu  ts  recueils  acaddmiqiies,  4 roinmeitcer  par  ceux  de 
l'Acaddniic  de  St.-Pdtersbourg,  et  enfin , une  liste  de  208  indmoires 
alors  manuscrits,  et  drsposds  par  ordrc  des  dates  de  leur  prdsentation. 
Les  travaux  inddits  nofi  presentes , qui  pouvarenl  sc  trduver  eneore 
parmi  les  paprers  d’Euler  ä une  datc  antdricure,  n’entraient  point, 
ä ce  qu'il  paratt , dans  le  plan  de  cette  liste;  pcut-<?tre  n’cn 
soupeonnait-on  point  l’existence.  Toutes  les  pieces,  marqudes  dans 
la  liste  comme  manuscrites,  4 l’exceplion  d'uO  tres  petit  norabre 
seulement  (voir  ci-dessous),  sont  publides,  depuis  longtemps,  sort 
dans  lcs  volumes  des  Mdmoires  de  l’Acaddmie  de  St.  - Pdtersbour» 
qui  ont  paru  depuis  1783 , soit  dans  lcs  Opnscula  iinnlytica 
(1783*)—  1785)  et  dans  le  IV  volume  de  la  seconde  ddition  des 
Lefom  de  calcul  intdgral  (179V1.  Le  total  des  dissertations  imprimdes 
d’Euler,  s’dlevc  5 prdsent  4 712j  dont 

500  dans  les  cinq  Recueils  de  l’Acaddmie  de  St.-Petersbour^. 

‘ . 43  dans  les  Opnscula  analytlca  et  dans  les  Institutiones  Calcull 

integraiis  (seconde  ddition,  vol.  IV),  publiees  dgalement  k 
. St.-Pdtersbourg, 


*)  La  pubheation  de  ce  recueil  avait  coromencd  deja  du  viraul  d'Kulcr. 
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127  dans  les  Mdmoires  de  l’Acaddmie  de  Berlin, 

13  dans  les  Opuseula  värii  argumenti, 

29  dans  les  recueils  des  acaddinics  de  Paris,  de  Londres,  de 
Turin  , de  Leipzic  etc. 

Des  32  ouvrages  publik  se'pardment,  la  moilid,  savoir  16,  et 
nomine'ment  les  ouvrages  les  plus  marquants  et  les  plus  volumineux, 
ont  paru  ä St.-Pdtersbourg  sous  les  auspiees  de  notre  Araddmie; 
tels  sont:  l’Arithmdtique,  l’Algebre,  les  Leeons  de  ealcul  diffe’rcntiel 
et  de  calcul  inte'gral , les  traitds  de  indcanique,  de  dioptrique,  de 
musique,  de  Science  navale,  la  tbdorie  des  mouvements  de  la  lune, 
les  lettrcs  ä une  princesse  d’Allemagne,  les  Opuscules  analytiques  etc. 

Si  Ion  ronsidere  que , de  nos  jours  encore,  les  gdometrea 
se  trouvent  conlinuellement  dans  le  cas  de  recourir  aus  travaux 
d 'Euler,  on  concevra  aisdmenl  tout  le  prix  qu’ils  ont  du  atlacher 
k la  publicalion  de  la  liste  dont  nous  venons  de  parier.  Elle 
fournissait  du  moins  un  invcntaire  complet  de  rette  succession 
litteraire,  la  plus  riebe  que  janiais  un  savant  ait  ldgude  a la  postdritd; 
mais  la  maniere  dont  nette  liste  dtait  disposei;  en  rcndait  l’usage 
asscz  incommode.  Cette  considdration  m’avait  cngagd,  il  y a bien 
des  anndes , ä la  rddiger , pour  xnon  propre  usage , par  ordre 
systeinaliquc  des  matieres.  Le  temps  ct  le  soin  que  j’y  avais  mis  ont 
dtd  amplement  rccompensds  par  la  grandc  facilitd  que  ma  nouvelle 
liste  me  fournissait  dans  la  rccbcrche  de  tel  travail  d 'Euler  dont 
je  me  trouvais  momentandment  avoir  besoin.  Beaucoup  de  personnes 
m'ont  assure  que  la  publication  de  cette.  liste  serait  cncore  arcucillie 
avec  plaisir  par  les  gdometres,  ce  qui  m’a  determind  ä la  placer  en  tete 
de  ce  recueil.  Peut-etre  trouvera-t-on  k redire  ä l’ordre  que  j'ai 
adoptd  ca  et  1A  dans  la  suite  des  mdmoires;  mais  on  n'ira  pas,  je 
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l’esp&re,  exiger  une  saccession  d’iddes  rigoureusement  consdquente 
entre  des  pieces  ddeousues  et  pour  la  plupart  inddpendanies  les 

unes  des  autres.  Apres  avoir  dtabli  les  divisions  gdndrales  et  les 

sous-divisions,  j’y  ai  classd  les  mdmoires,  en  rdunissant  par  groupes 
ceux  qui  m’ont  scnible  avoir  quelquc  analogie  de  sujet  entre  eux, 

et  en  me  conformant  le  plus  souvent  a l’ordrc  chronologique.  Dans 

les  cas,  assex  frdquents,  oii  le  mcmc  arlicle  pouvait  appartenir  1 
deux  divisions  diffdrentes,  je  l'ai  place’  atix  deine  endroits,  mais,  bien 
entendu,  sans  le  compter  doublement,  ou  je  me  suis  contentd  de 
renvois.  Lorsque  le  titre  d'un  mdmoire  etait  Irop  gdndral , j’y  ai 
ajould  une  courte  indication  du  conlcnu , en  tant  que  cela  pouvait 
se  faire,  sans  devenir  trop  prolixe  et  sans  le  secours  de  figures.  J'ai 
enrichi  l’inventaire  dressd  par  mon  pere  de  21  pieces  imprimees  et 
d'un  manuscrit  qui  inanquaient  dans  la  liste  de  l’Eloge ; mais, 
d'un  autre  cotd,  j'ai  remarqud  dans  cette  dernierc,  parini  les  pieces 
inedites,  neuf  titres  que  je  ne  retrouve  dans  aucun  recueil  itnprimc, 
et  qui  n’existent  pas  non  plus  en  manuscrit.  Kntin  cinq  pidees 
manuscrites,  presentdes  k l'Acaddmie  et  marqudes  par  consequent 
dans  1’ Eloge,  se  conservent  effertivement  encore  aux  arcliives  de 
l'Acaddmie;  elles  sont  consigndes  k la  pagc  CXIX  de  notre  liste.  II 
paratt  que  la  premiere  de  ces  pieces,  prdsentde  tlejk  en  1774,  a dte 
mise  au  rebut  par  l’auteur  lui-meme;  la  seconde,  sur  le  mouvement 
du  sang  dans  les  arleres,  est  incomplete;  la  troisieme,  la  ilescription 
d’un  manometre,  ne  saurait  guere  offrir  de  l’interet  aux  pliysicicns 
de  nos  jours;  les  deux  dcrnifercs  enfin,  sur  deux  probldmes  de  la 
thdorie  des  nombres,  sont  d’origtne  apocryphe,  vu  qu’il  y est  dit 
qu’elles  ont  dtd  calculdes,  sous  la  direction  d’ Euler,  par  un  nommd 
Wilbrecht  qui  fut,  pendant  quelque  temps,  son  dleve. 


Digitized  by  Google 


XLtX 


J'ai  encore  a faire  observer  que  le  total  de  ma  liste  (756  numdros) 
dort  peut-etre  subire  une  petite  rdduction ; car,  d'abord,  il  est  fort 
probable  que  les  numeros  t . 

••..-.t  i ’ti  • . 455  et  456 

1 1 , . -i"  i - » 679  et  682 

'■  • ; 685  et  686  ...  ,,, 

i*-  . ! i ...  t>  i 743  et  744  ■ i>  Jm  t i'  ■ • :i 

sont  identiques,  et  se  r apport  ent  k quatre  et  non  4 huit  memoire* 
differents.  II  paralt  que  le  mode  dtrange,  adoptd  par  l’Academie  de 
Berlin  dans  le  premier  tome  de  ses  Me'moires,  savoir  de  ne  pas 
publier  les  dissertations  in  extenso,  mais  den  donner  seulement 
de  maigres  extraits,  avait  engagd  Euler  4 recueillir  dans  un 
volume  k pari,  les  mdmoires  qu’il  avait  lus  k cette  dpoque,  ce  qui 
apparemment  a donnd  naissance  au  recueil  qu’il  publia,  de  1746  k 
1751,  sous  le  tilre  d Opuscula  varii  argumenti.  Ensuite,  — et  je 
crois  qu’on  m’en  saura  grd,  — j’ai  citd  soustrois  diffe'rents  numeros, 
autant  de  thdorkmes  diffdrents  d’une  mdme  dissertation  doDt  le  contenu 
est  fort  hdtdrogene.  C’est  la  piece  intitulde:  Theoremata  quacdam 
analjrlica , quorum  demonstratio  adhuc  desideratur  ( Op.  anal.  II. 
p.  76);  eile  se  rencontre  aux-numdros  102,  357  et  415.  Enfin,  j’ai 
cru  devoir  marquer  de  deux  numdros  diffdrents  les  deux  parties 
d’une  meine  piece,  toutes  les  fois  qu’elles  ont  dtd  prdsentdes  k 
l’Acade'mie  k deux  diverses  reprises.  Les  dates  de  la  prescntation  des 
mdmoires,  lk  oü  eiles  manquent  ( Commentarit , Novt  Commentartt 
et  Acta ),  ont  dtd  vdrifides  par  moi  d’apres  les  prores  verbaux  de 
l’Acaddmie  de  ces  temps-lk. 

J’ajouterai  finalement  que  je  n’ai  pas  encore  eu  le  temps  de 
confronter  avec  ma  liste  les  nombreux  manuscrits  d’ Euler,  tant 

d 
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ceux  qui  sc  conservent  aus  archives  de  l’Acad^mie  , que  ceux  qui 
m appartiennent  en  particulier,  ce  qui  fait  que  je  nai  pu  citer 
aujourd'hui  qu'une  seule  piece  medite  non  contenue  dans  1 'Eloge 
(v.  ci-dessous  page  CXIX).  Je  me  propose  d’employer  k ce  travail 
le  premier  loisir  que  me  laisseront  in  es  nombreuses  occupations,  et 
en  cas  de  Sucres,  de  compldter  ma  liste,  avant  d’en  faire  tirer  une 
Edition  k pari  que  je  destine  k l'usage  de  ceux  & qui  l'acquisitioii 
de  cette  Correspondance  parattra  trop  couteuse. 


■ — • 
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A.  Enul.  Lips.  — Acta  Eruditorum  Lipsiensia.  (Annees  1733. 1744. 1773).  (3) 

Cotnm.  — Commentarii  Academiae  imp.  sc.  Petropolitanae.  (Tomes  I — 

XIV,  annees  1726  — 1746).  (73) 

Inst.  Calc . int.  — Institutiones  Calcnli  integralis.  (Seconde  idition. 

St-Pitersb.  1794.  4.).  (20*) 

J.  litt,  de  VAU.  — Journal  littiraire  de  l’Allcmagne.  (Annee  1731).  (1) 

Mim.  — Metnoircs  de  l’Acadimie  imp.  des  sc.  de  St.  - Pitersbourg. 

(Tomes  I — XI,  annies  1803  — 1822).  (38) 

Mim.  de  Berl.  — Mimoircs  de  l’Acadimie  roy.  des  sc.  de  Berlin. 

(Tomes  I — XXIII.  XXV,  annies  1748—  1767.  1769).  (120) 

Mim.  de  Paris.  — Mimoires  de  l’Acadimie  roy.  des  sc.  de  Paris. 

(Annies  1763.  1778).  (2) 

Mise.  Berol.  — Misccllanea  Berolinensia.  (Tome  VII,  annie  1743).  (8) 

Mise.  Tour.  — Miscellanea  Tauriuensia.  (Tomes  II,  III,  annies  1760 

- 1763).  (6) 

N.  A.  — Nora  Acta  Academiae  imp.  sc.  Petropolitanae.  (Tomes  I — 

XV,  annies  1783  - 1802).  (101) 


•)  Dans  ce  nombre,  il  y a 18  dissertations , insiries  aussi  ailleurs,  nom- 
miment  dans  les  Opuscula  anatytica  et  les  Recueils  de  l’Acadimie  de  St.- 
Pitcrsbourg.  Elles  sonl  donc  compties  doublement  et  doirent  itre  deduües 
du  total. 
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K.  Comm.  — Novi  Commcntarii  Acadeiniae  imp.  sc.  Petropolitanae 
(Tonics  I — XX ; lc  t.  XIV  est  compose  de  deux  parties.  Annees 
1747  — 177»).  (179) 

N.  Mim.  de  Berl.  — Nouveaux  Memoires  de  l'Acad&nie  roy.  des  sc. 

de  Berlin.  (Annies  1772.  1776).  (2) 

Op.  anal.  — Opuscula  analytica.  (T.  I.  II.  St.-Pelersb.  4.  1783.  178»).  (29) 

Op.  vor.  arg.  — Opuscula  varii  argumenti  (T.  I.  II.  III.  Berlin.  4. 

1746  - 17B1).  (13) 

Pkiloi.  Transact.  —?  Philosophical  Transactions,  London.  1749. 17B0. 17B1.  (3) 

Ree.  d.  p.  cour.  da  Paris.  — ßecueil  des  piece s qui  ont  reinporte- 
les  prix  de  l’Acadlmie  roy.  des  sc.  de  Paris.  .(Tomes  II.  IV. 

V.  VII.  VIII.  IX.)  (12) 

Perhand,  van  het  Genootsch.  te  Tlissingen  — Memoires  de  la  Societc 

de  VHssingue.  (Tome  IX).  ^ , (1) 
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*HM|  »-rtiw  tth  ,i'H 


COMPLfiTE  ET  SYSTEMATIQUE  <« 


DES  OUVRAGES  DE  LEONARD  EÜLER. 


2.  a.  De  numeris  ainicabilibus.  Cty?.  iw.  w».  II.  1750.  p.  23. 

3.  3.  D&-ouverte  d une  loi  exlraordinairc  des  nombres,  Journal 

litteraire  de  C AUemagne  1751.  Junv.  et  fevr. 

4.  *.  Speeimen  de  usu  observaliuuum  in  uiallicsi  pura.  N.  Cornm. 

Fl.  1756.  1757.  p.  185. 

5.  &.  Dt;  relatione  inter  tres  pluresve  quantitates  inslituenda.  Op. 

anal.  II.  1775.  p.  91. 

6.  a.  De  insigni  prumotione  scientiae  numerorum.  Op.  anal.  II.  1775. 


7.  7.  Theoremala  circa  divisores  numerorum.  A.  Comm.  I.  1747. 
1748.  p.  20. 


(!*•  »sUrisques  raarqunil  lej  ouvrajes  non  consignls  dam  U liste  an  ne*  de  a V Eloge). 


A)  OUVRAGES  PUBLIES. 


t .CI 


• I *-  » .iN  El  - 4 i . WZ.  ; il  • * " . ^ 

ARITIIMETIQUE.  THEORIE  DES  NOMBRES.  ANALYSE 
fNDETERMINEE. 


Arithmetique  clemen  taire. 


1.  i.  Einleitung  jur  Elritfjmctif.  Ouvrage  separe.  St.-Petersb.  1738. 
2 vol.  8. 


;i 


Theorie  de*  nombre*.  Analyse  indetcrmince. 


p.  275. 


e 


lviii 


8.  8.  Theoremata  circa  residua  ex  divisinne  potestatum  relirta. 

ßf.  Comm.  VII.  1758.  1759.  p.  49. 

9.  9.  De  qtiibusdam  eximiis  proprietalibus  cirra  divisores  po- 

testatum ocrurrentibus.  (Cum  addilamento).  Op.  anal.  I. 
1775.  p.  242.  268. 

10.  io.  übservaliones  circa  divisioncm  quadratomm  per  nuineros 

primos.  Op.  anal.  I.  1775.  p.  64. 

11.  li. ' Disqnisitio  accuralioi  cirCa  residua  ex  divisione  quadratomm 

altiorumque  potrstatum  per  nuineros  primos  relicla.  Op. 
anal.  1.  1774.  p.  121. 

12.  12.  Solutiu  prnbleiuatis  ai'ilbmetici  de  inveniendo  numero,  qui 

per  datos  nuineros  divisus  relinqual  data  residua.  Comm. 
Fff.  1734.  1735.  p.  46. 

13.  18.  Tbeoremata  circa  divisores  munernmin  in  hac  forma: 

p aa  I)  l>  coutentoruin.  Comm.  XIV.  1744 — 1746.  p.  151. 

14.  l*.*  De  divisoribus  numernrum  in  forma  mjc x -\-nyr  eon len- 

to rum.  i Wem.  V.  1778.  p.  3. 

15.  18.  N ovae  demonstrationes  circa  divisores  numeromm  formae 

xx  ny.jr.  JV.  A.  /.  1775.  p,  47. 

16.  i«.  Demoustrationes  circa  residua  ex  divisione  poteslatum  per 

nuineros  primos  resultantia.  IV.  Conun.  XVIII.  1773.  p.  85. 

17.  17.  Observalio  de  summis  divisoruin.  N.  Comm.  V.~  1754. 

..  1755.  p.  59.; 

18.  ls.  Demonstratio  theorematis  circa  ordinein  in  summis  divisorum 

observatum.  N.  Comm.  V.  1754.  1755.  p.  75. 

19.  19.  Fxlrail  dune  lettre  St  M.  Bertioulli,  conoemant  le  me- 

moire impriind  parini  reux  de  1771  p.  318.  N.  Mem.  de 
Berlin.  1772.  p.  35. 

Deicrininer  pour  ebaque  nombre  premier  de  la  forme 
2p  -f-  1 laqiielle  des  deux  forimdes,  10^  -f- 1 ou  IO/»  1 
est  di  visible  par  ce  nombre. 

20.  20.  De  variis  modis  nuineros  praegrandes  examrnandi  nimm  sint 

priini  nec  ne?  N.  A.  XIII.  1778.  p.  14. 

21.  2t.  Facillitna  melhodtis  pbirimos  numeros  primos  praeinag nos 

inveniendi.  N.  A.  XIV.  1778.  p.  3. 
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22.  aa.  Methodus  general ior  nunieros  quosvis  salis  grandes  persmi-  , 

laiuli,  uLruin  sint  primi,  nee  ne?  N.  A.  X IF.  1778.  p.  II. 

23.  a 3.  Observationes  de  ihenremale  quodam  Fermatiano,  aliisque  ad 

nnmeros  primos  spectanlibus.  Comm.  KI.  1732.  1733.  p.  103. 
Six  thdorfcmes  saus  ddmonslralion. 


2 V.  a*.  Tbeoremaluni  qunnindam  ad  numeros  primos  speetantiuin 
demonstratio.  Conuu.  VIII.  1736.  p.  Hl. 

25.  as.  De  numeris  priuiis  valde  magnis.  X.  Comm.  IX.  1762. 

1763.  p.  «9. 

26.  ae.  Quomodo  nuineri  praemagni  sint  explorandi , utruin  sint 

primi,  nee  ne?  N.  Comm.  XII f.  1768.  p.  67. 

27.  37.  Tlieoremala  aritlimetica  novo  metliodo  demonslrala.  N.  Comm. 

Fllt.  1760.  1761.  p.  74. 

28.  as.  Supplcmeutum  quorundain  theorematum  aritbmeticorum,  cpiae 

in  nonnullis  demonslrationibus  supponuntur.  N.  Comm. 
rill.  1760.  1761.  p.  105. 

29.  39.  De  tabula  numeroruin  primorum  usqne  ad  millionein  et 

ultra  continuanda,  in  qua  simul  omnium  numeroruin  non 
primorum  minimi  divisores  exprimantur.  N.  Comm.  XIX. 
177  V.  p.  132. 

30.  so.  Kxlrail  d’une  lettre  k M.  Pdguelin  concemant  lcs  nombres 

premiers.  N.  Mcm.  de  Berlin.  1776.  p.  387. 

31.  si.  Utruin  bic  nuinerus  1.000009  sit  primus,  nec  ne,  inquirilur. 

JV.  A.  X.  1778.  p.  63. 


32.  sa.  De  formulis  speeiei  mxX-\-nyy , ad  numeros  primos  explo- 

randos  idoneis,  earumque  mirabilibus  proprietalibus.  N.  A. 
XU.  1778.  p.  22. 

33.  33.  De  partilione  numeroruin.  N.  Comm.  III.  1750.  1751.  p.  125. 
3V.  31.  De  partilione  numeroruin  in  partes  tarn  numero  quam  specie 

dalas.  N.  Comm.  XI F.  I.  1769.  p.  168. 

35.  33.  De  induetione  ad  plenam  rerliludinem  evehenda.  A.  IF.  II. 
1780.  p.  38. 

Ddroinposition  des  nombres  en  quatre  earres  et  en  troii 
nombres  trigonaux. 


pu 
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36.  *6. 

.i 

37.  87. 

38.  88.* 

Jt'lj,  • 

39.  s». 

«**<* 

40.  ♦<>. 

•Jwib-.‘  ÄS 


41.  4t. 

42.  43*. 


43.  48. 


IX  

De  mirabilibus  proprietatibus  numeroram  pentagnnal ium. 
A.  IV.  I.  1780.  p.  56. 

Considerationes  super  theoremale  Fermatiano:  De  resolutione 
numerorum  in  numeros  polygonales.  Op.  anal.  II.  1774.  p.  3. 
IUuslratio  paradox  i cirra  progreseionem  numerorum  idoneo- 
rum  sive  rongruorum.  IV.  A.  XV.  1778.  p.  29. 
Speculationes  cirra  quasdain  insignes  proprielates  numerorum. 
A.  IV.  11.  1780.  p.  18. 

Miscellanra  analylira.  Op.  anal.  I.  1775.  p.  329. 

1)  n «llant  un  nombre  premier.  ceproduit:  1.2. 3.  ...(/>  — 1) 
auginentc?  de  l'unitd , sera  toujours  di  visible  par  n.  — 

2)  Trouver  quatre  nombres  entiers  tels  que  les  produits 
de  res  nombres,  pris  drux  ä deux,  augment&  de  l’unite, 

soient  des  carres.  — 3)  Trouver  les  nombres  x et  jr  leis 
x j-(-  1 
x 

4)  Trouver  deux  nombres  leis  que  leur  somme  soil  un 
carr^,  et  la  somme  de  leurs  rar  res  une  4£ine  puissance.  — 

5)  La  formule  1 A z -{-  B z z C zs  -[-...  dtant  lc 
produit  des  fartcurs  1 as,  1 ß z,  1 y z . . . trouver 
la  somme  de  toutes  les  puissanres  des  a,  ß,  y . . . — 

6)  Trouver  <inq  nombres  tels  que  les  produits  de  res 
nombres  pris  deux  5 deux,  augmentds  de  l’unild,  soient 
des  < arrds. 

Novae  demonstrationes  circa  resolulionem  numerorum  in  qua- 
drata.  A.  Erudit.  Lips.  1773.  p.  193. 

De  novo  genere  quaestionum  arithinetirarum,  pro  quihus 
solvendis  rerta  melbodus  adbuc  desideralur.  N.  A.  XI. 
1777.  p 78. 

La  queslion,  qui  fait  le  sujet  de  ce  memoire,  consiste  ä 
trouver  tous  les  nombres  entiers  TT,  tels  que  les  for- 
mules  A1 B*  et  A1  NB1  deviennenl  l’une  et  Laut  re 
ä la  fois  des  rarrds. 

Solutio  surrinrta  et  elegans  problematis  quo  quaeruntur  tres 
nunieri  lales,  nt  tarn  summae  quam  diflerenliae  binorum 
fiant  quadrala.  Mim.  VI.  1780.  p.  54. 


que  la  formule  ( 


Y y -4-  1 * 

-|-  ) soil  un  rarre'.  — 
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44.  «4.  De  tribus  pluribusve  numeris  invediendis,  quorum  summa  sit 

quadratuin,  quadralorum  vero  summa  biquadraluni.  Mem.  IX. 
1780.  p.  3. 

45.  *s.  Resolutio  facilis  quaestionis  diflicillimae,  qua  haec  furmula 

generalis:  wz  z (axjc  ■+-bjry)1-\-Jxxry  (aw-\-b  zz)1  ad 
quadralum  reduci  poslulatur.  Mem.  IX.  1780.  p.  14. 

46.  4«.  Solutio  probleinatis  Ferniatiani,  de  duobus  numeris,  qunrum 

summa  sit  quadratuin,  quadratorum  vero  summa  biquadra- 
tum.  'Wem.  X.  1780.  p.  3. 

47.  47.  Solutio  probleinatis  diftirillimi , quo  bae  duae  formulae: 

aaxx  -f-  bbyY  et  aayy  -\-  bbxx  quadrata  reddi  debent. 
Mem.  XI.  1780.  p.  12. 

48.  4*.  Invesligatio  binorum  numeroruin  forinae:  xy(.r4 — .y4),  quo- 

rum produclum  sive  quotus  sit  quadratuin.  Mem.  XI.  1780. 
p.  31. 

49.  49.  De  binis  numeris,  quomm  summa,  sive  aurla  sive  minuta 

tarn  unius  quam  alterius  quadrato,  produeat  quadrata.  Mem. 
XI.  1780.  p.  46. 

50.  so.  Dilucidationes  circa  binas  stuninas  duoruin  biquadralonun 

inter  se  aequalcs.  Mem.  XI.  1780.  p.  49. 

51.  51.  Melhodus  nova  et  facilis  formulas  cubicas  et  biquadraticas  , 

ad  quadratum  reducendi.  Mem.  XI.  1780.  p.  69. 

52.  6a.  De  casibus,  quibus  formulam  ad  qua- 

dratum reducere  licet.  Mem.  VII.  1782.  p.  10. 

53.  65.  De  -solutione  problematum  Diophanleorum  per  numeros  iu- 

tegros.  Comm.  FI.  1732.  1733.  p.  175. 

54.  64.  Resolutio  formulae  Diophanteae: 

ab{niaa  -j-  nb b')~cil(nicc  -(-  ndd) 
per  numeros  rationales.  N.  A.  XI II  1778.  p.  45. 

55.  65.  De  problemalibus  indeterminalis,  quae  videntur  plus  quam 

determinata.  N.  Comm.  VI.  1756.  1757.  p.  85. 

56.  5«.  De  casibus  quibusdam  maxi  me  memorabilibus  in  analysi  in- 

determinata,  ubi  imprimis  insignis  usus  calculi  angulorum 
in  analysi  Diophantea  ostenditur.  A.  II.  11.  1778.  p.  85. 
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57.  67.  De  rasibus  quibus  formulam  x*  -f- kxxyr -f-JK4  ad  quadra- 

..  '•  tum  redurere  licet.  A”.  A.  X.  1777.  p.  27. 

58.  68.  Demonstratio  ihcoremaluin  quorundam  arilhmeticorum.  Comm. 

X.  1738.  p.  125.  !..;•< 

Sommes  et  di  (Foren  res  des  4 eines  puissanees  qui  ne  peu- 
vent  point  etre  des  nombres  eanife. 

59.  6».  De  numeris  qui  sunt  aggregata  duorum  quadratorum.  N. 

Comm.  IV.  1752.  1753.  p.  3. 

GO.  eo.  Demonstratio  theorematis  Fcrmatiani , omnem  nnmennn  pri- 

mum  formae  4 n -f-  1 esse  sunuuam  duorum  quadratorum. 

N.  Ccfmm.  V.  1754.  1755.  p.  3. 

61.  ei.  Solulio  problematis  de  investigatione  tiiiun  numerorum, 

quorum  tarn  summa  quam  produelum,  nec  non  summa  prp- 

durtorum  ex  binis,  sint  muneri  quadrali.  N.  Comm.  / ///. 

1760.  1761.  p.  64. 

62.  ea.  De  resolutione  fonnularum  quadratiearum  indetcrminalanun 

per  niuneros  inlegros.  Ar.  Comm.  IX.  1762.  1763.  p.  3. 

63.  es.  De  usu  novi  algorithmi  in  solvcndo  problemate  IVlliano. 

N.  Comm.  XI.  1765.  p.  28. 

64.  6t.  Nova  subsidia  pro  resolutione  formulac  u x x -f-  1 ~ yjr. 

Op.  annl.  I.  1775.  p.  310. 

65.  66.  Solulio  problematis,  quo  duo  quaenmtur  numeri,  quonim 

produrtüm,  tarn  summa  quam  difl’erenlia  eonnn  sive  auetum 

sive  minutum,  fiat  quadratum.  JY.  Comm.  XV.  1770.  p.  29. 

66.  86.  Problematis  eujusdam  Diopbantci  evolutio.  N.  Comm.  XVII. 

1772.  p.  24. 

Trouvor  qualre  nombres  tels  que  1.  la  somme  de  oes 
nombres,  2.  la  somme  de  leurs  produits  pris  detix  ik 
deux,  3.  la  somme  de  leurs  produits  pris  trois  a trois 
et  4.  le  prbduil  de  tous  les  quatre  soient  des  nombres 
rarr&.  — Trouver  antant  que  l’on  X'eut  de  nombres  leis 
que  ebaeun,  mnlliplrd  par  la  somme  des  autres  produise 
tin  nombre  earr^. 

67.  67.  Observationes  rin  n biua  biquadrata  , quonim  suinmam  in  duo 

•\  alia  biquadrata  resulvere  liceat.  A.  Comm  XV II.  1772.  p.  6V. 
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68.  «8.  Resoiutio  aeqnationis : Ax'l-]~2Bxy-\-Cy1-\-2Dx-\‘ 

2 E y -}-  I'~  0 per  numeros  tarn  rationales  quam  integros. 
N.  Comm.  Ami.  1773.  p.  185. 

69.  69.  De  resolutiune  liujos  aequalionis:  Or;a-(-  bx -\-cy  ~\-dxx-\. 

exy  f yy  -f-  gxx.Y  -4*  A xy  y -f-  i xxyy  per  numeros  ra- 
tionales. Mein.  AI.  1780.  p.  58. 

70.  70.  De  criteriis  .aequalionis  f xx  -f- g yyzz:  h z r,  ulruin  ea  re- 

solutionein adinittat,  nee  neP  Op.  anal.  I.  1774.  p.  21 1. 

71.  7i.  Problema  Diopliauteum  singulare.  N.  Comm.  AlX.  1774. 

p.  112.  , A ,1 

Trouver  deux  nonibres  dout  le  produit,  augmenld  ou  di- 
minue  de  Tun  quelconque  de  ces  nonibres,  devienne  uu 
nombre  <arre'. 

72.  7a.  Solulio  quorundam  problenialuin  Diophanteurum.  N.  Comm. 

AA.  1775.  p.  48.  - X 

Sur  des  nonibres  i arres , composds  de  rarrcs  de  diverses 
manieres. 

73.  73.  Solulio  generalis  problenialuin  quurundam  Diophanteorunr, 

ipiae  vulgo  nun  nisi  solutioues  speriales  aduiiUerc  videntur. 
JA.  Comm.  Fl.  1756.  1757.  p.  155. 

74.  7*.  Novae  demauslraüunes  cirra  resolulionem  numeroruin  in  qua- 

drala.  A.  I.  II.  1777.  p.  48. 

75.  76.  De  tribus  numeris  quadratis , quomm  tarn  summa,  quam 

summa  produetoruui  ex  biuis  sil  quadi  alum.  A.  HI.  I.  1779. 
P.  30; 

76.  76.  De  siugulari  genere  quaestiouum  Diopliantearum,  et  mctliodo 

maxime  recondita  eas' resolvendi.  N.  A.  IX.  1777.  p!  3.' 

77.  77.  De  binis  formulis  xx-\ -myy  et  xx-\-nyy  inter  se  concor- 

dibus  et  disrordibus.  Mein.  VIII.  1780.  p.  3. 

78.  78.  De  insigni  promotione  analysis  Diopllanleae.  Mein.  AI. 

1780.  p.  1. 

79.  79.  Regula  farilis  problemala  Diopliantea  per  numeros  iniegros 

expedite  resolvendi.  Mein.  IV.  1778.  p.  3.  H8 

80.  so.  De  methodo  Diophanteae  analoga  in  analysi  inGnitorum. 

• JA.  Comm.  V.  1754.  1755.  p.  84.  <!  •:* 
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81.  81.  Sperimen  singulare  analyseos  inGnitorum  indeterminatae.  N. 

A.  III.  1776.  p.  47. 

82.  sa.  Problematik  ad  analyain  inGnitorum  indcterminatam  .referendi 

sulutio.  Mein.  XI.  1781.  p.  92. 

83.  ss.  Problema  algebraicum , ob  aflecLiones  prorsus  singuläres  me- 

morabile.  N.  Comm.  XF.  1770.  p.  75. 

Trouver  neuf  nombres  A , B,  C, 

D , E,  F , 

G,  H,  /. 

tels  qu’ils  satisfasse.nt  aux  douze  conditions  suivantcs: 

1.  AA+DD+GG= 1;  4.  A B D E-\-G  H~Q-, 

2.  BB+  EF+  HH~\,  5.  AC  + I) F+G  l =0; 

3.  CC+FF+II  =1;  6.  BC  + EF+HI  =0-, 

7.  AA+BB  + CC—  1}  10.  AD+ BE+C  F=z0-, 

8.  VD+EE  + FF-1;  11.  AG  + BH+C  I — 0, 

9.  GG  + M+  / / =1;  12.  DG+EH+Fl—  0. 

84.  s«.  Solution  d’une  queslion  ourieuse  qui  ne  paratt  soumise  4 

aucune  analyse  sur  la  marche  du  ravalier  sur  l’dcbiquier. 
Mein,  de  Berlin.  XF.  1759.  p.  310. 

85.  86.  Rcrherrhes  sur  une  nouvelle  espere  de  rarr^s  magiqnes. 

Ferhand.  van  het  Genootsch.  te  Flissingen.  IX.  1782.  p.  85. 

i . 

ANALYSE  ALGEBRIQUE. 

86.  i.  Stuleitutuj  jur  Sllgcbra.  Ouvragc  separe.  St.-Petersb.  1770. 

2.  vol.  8. 

87.  a.  Introduclio  iu  Analysin  inGnitorum.  Ouvrage  separe. 

Lausanne.  1748.  2 vol.  4. 

Theorie  generale  des  fractions. 

88.  s.  Nova  methodus  fractiones  quascunque  rationales  in  frac- 

tiones  simplires  resolvendi.  A.  IF.  I.  1780.  p.  32. 

89.  «.  De  fractionibus  continuis.  Conun.  IX.  1737.  p.  98. 
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90.  6. 
9t.  6. 

92.  7. 

93.  8. 


9*.  e. 
95.  <o. 


96.  u. 


97.  n. 

98.  18. 

99.  14. 


100.  15 

101.  16 


De  fractionibus  conliiiuis  observationes.  Comm.  XI.  1739. 
p.  32. 

De  formalione  fractionum  continnarum.  A.  III.  I.  1779. 
p.  3. 

Sperimen  algorilhmi  singularis.  N.  Comm.  XI.  1762.  1763. 
p.  53. 

De  resolutione  irratinnalium  per  fractiones  rontinuas,  ubi 
simul  nova  qua« 'dam  singularis  species  minimi  exponilur. 
N.  Comm.  XVIII.  1773.  p.  218. 

Observationes  analylirae.  Op.  anal.  I.  1774..  p.  85. 
Fractions  rontinues. 

De  transformatione  serierum  in  frartiones  rontinuas,  ubi 
simul  baer  theoria  non  mediorriter  amplifiratur.  Op.  anal. 
II.  1775.  p.  138. 

Suninialio  frarlionis  rontinuae,  cujus  indires  progressionem 
aritlimeliram  ronstituunt , dum  nuineratores  omnes  sunt 
unilates;  ubi  simul  resolut  io  aeqtiationis  Rirralianae  per 
bujusmodi  frartiones  doretur.  Op.  anal.  fl.  1775.  p.  217. 
De  resolutione  frartionuin  comjKisitarum  in  siinpliciores. 
Mim.  I.  1779.  p.  3. 

De  resolutione  fractionum  transrendenlium  in  infinitas  frac- 
liones  simplires.  Op.  anal.  II.  1775.  p.  102. 

* Observationes  circa  fractiones  conlinuas.  Mem.  IV.  1779. 
p.  52. 

De  fractionibus  continuis  Wallisii.  Mem.  V.  1780.  p.  24. 
Commentatio  in  frartionem  continuam  qua  111.  La  Orange 
potestates  binomiales  expressit.  Mim.  VI.  1780.  p.  3. 


Quantites  imaginaires. 

102.  17.  Omnes  plane  quantilates  imaginariae,  quaecunque  in  cal- 
culo  analytico  occurrere  possuni  ad  lianc  formam  simpli- 
cissimam  a -|-  b V — 1 ita  revocari  possunt,  ut  lilterae  a et 
• . b quanlitates  reales  denotent.  (Fait  partie  du  memoire  inti- 

- tulrf:  Theoremala  quaedam  analylira  quonim  demonstratio 

u adbuc  desideratur).  Op.  anal.  II.  1775.  p.  76.  (V.  357.  415). 
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103.  is.  De  snmmo  usu  ralcuii  imaginariorum  in  analysi.  X.  A. 

III.  1776.  p.  25. 

104.  19.  Ulterior  disquisitio  de  fonnulis  integralibus  iinagir.ariis. 

X.  A.  X.  1777.  p.  3. 

105.  ao.  De  insigni  usu  ralcuii  imaginariorum  in  calculo  irttegrali. 

X.  A.  XII.  1777.  p.  3. 

Theorie  de«  equations. 

106.  ai,  rsouvelle  incthode  d’eliminer  les  quanlilds  inronnues  des 

equations.  Mein,  de  Berlin.  XX.  1764.  p.  91. 

107.  33.  lnnuinerae  aequalionum  ibrniae  ex  uiunibus  ordinibus,  (jm- 

ruui  rcsolutio  exbiberi  polest.  N.  A.  VI.  1776.  p.  25. 

108.  3«.  Rcclierehes  sur  les  racines  imaginaires  des  (fquatious.  Mein. 

, de  Bei  lin.  V.  1749.  p.  222. 

109.  34.  J\ova  crileria  radices  aeijuationinn  imaginarias  dignoscendi. 

I V.  Conun.  XIII.  1768.  p.  89. 

110.  38.  De  formis-  radieuru  aequalinnum  cujusque  ordinis  conjec- 

talio.  Conun.  VI.  1732.  1733.  p.  216. 

111.  36.  De  radieibus  aequatiouis  inlinitae 

| xx  | A x*  I . . . 

n(n  4-  1)  n . . .(n-)-3)  «...(/» -^-5)  ' 

N.  A.  IX.  1777.  p.  19. 

112.  37.  Observaliones  circa  radices  acquationum.  X.  Cornm.  XV. 

1770.  p.  51.  . ) 

113.  38.  IWelhodus  nova  et  facilis  omnium  aequalionum  algebraica- 

rum  radices  non  soluin  ipsas,  sed  e.liam  quasciuique  caruin 
poteslates  per  series  coueiimas  exprinirndi.  X.  A.  XII. 
1778.  p.  71. 

114.  39.  De  resuluLione  aequalionum  cujusvis  gradus.  X.  Comm. 

IX.  1762.  1763.  p.  70. 

115.  so.  Melbodus  generalis  invesligandi  radices  omnium  acquatio- 

nuin  per  approximationem.  X.  A.  VI.  1776.  p.  16. 

116.  si.  Analysis  facilis  et  plana  ad  eas  series  niaxime  abstrusas 

perd ur.ens,  quibus  omnium  aequalionum  algebraicannn  non 
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solum  radircs  ipsae,  sed  ctiam  quaevis  eanun  poteslates 
exprimi  possint.  IV.  A.  IV.  1776.  p 55. 

117.  sa.  De  innumeris  generibus  serierum  niaxime  memorahilium, 

quibus  (Himium  aequalionum  algebraicarum  non  Solum  ra- 
dices  ipsae,  sed  etiam  quaeeunque  earuui  poteslates  exprimi 
possunl.  IV.  A.  IV.  1776.  p.  IV. 

118.  35.  De  censtruetione  aequalionum  ope  motus  trartorii,  aliisque 

ad  uietbodum  tangeulium  iuversam  peilinenliljus.  Conun. 

VIU.  1736.  p.  66. 

HD.  34..  De  constructione  aequalionum.  Conun.  IX.  1737.  p.  85. 
Serie*. 

120.  55.  De  progression ihus  Iransrendenlibus,  seu  quarum  termini  ge- 

nerales algebrarec  dari  nequeunt.  Conun.  V.  1730.  1731.  p.  36. 

121.  3«.  Variae  observationes  cirta  series  inlinitas.  Conun.  IX.  1737. 

p.  160. 

122.  87.  De  produrtis  ex  iniinitis  factoribus  ortis.  Conun.  XI.  1739. 

p.  3. 

123.  88.  De  soriebus  quibusdain  ronsideraliones.  Cornni.  XII.  1740. 

p.  53.  ' ’v  m 

124.  3».  De  serierum  detemiinalione,  seu  nova  metliodns  mveniendi 

terminos  generales  serieruiq.  IV.  Comm.  III.  1750.  1751. 
p.  36. 

125.  4o.  De  seriebus  divergentibus.  N.  Comm.  V.  1754.1755.  p.  205. 

126.  41.  Observatiuncs  analyticae.  N.  Conun.  XI.  1765.  p.  124. 

127.  4a.  Kxerritationes  anal  vtirae.  N.  Comm.  XVII.  1772.  p.  173. 

128.  48.  Varia  arlilicia  in  serierum  indolem  inquirendi.  Op.  anal. 

I.  1775.  p.  48. 

129.  44.  Demonstratio  gemina  theorcmalis  Newton iani,  quo  t radilut 

relalio  inter  eoelbrientes  cujusvis  aequalionis  algebraieae  et 
. summas  |>oleslalum  radieum  ejusdem.  Op.  'var.  arg.  II. 
1750.  p.  108.  . 

130.  45.  Demonstratio  tlieorematis  Newtoniani,  de  evolulione  po- 

tcstalum  binomii,  pro  casibus  quibus  exponenles  non  sunt 
numeri  integri.  IV.  Comm.  XIX.  1774.  p.  103. 
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131.  *6.  Nova  demonstratio,  quod  evolutio  potestalum  binoinii  New- 

toniani  ctiarn  pro  exponentibüs  fractis  valeat.  A.  A.  F.  - 
1776.  p.  52. 

132.  47.  De  serie  maxime  memorabili,  qua  potestas  binoinialis  quae-  , 

cunque  exprimi  polest.  Mim.  IF.  1779.  p.  75. 

133.  4s.  Flenior  expositio  serierum  illarum  memorabili  um,  quae  ex 

unriis  potestalum  binomii  formantur.  A.  A.  F III.  1776. 
p.  32. 

13V.  49.  De  mirabilibus  proprietatibus  unriarum,  quae  in  evolutione 
binomii  ad  poteslatem  quamcunque  evecti  occurrunt.  A.  F. 

I.  1776.  p.  74. 

135.  &o.  De  insignibus  proprietatibus  unriarum  binomii  ad  uncias 

quorumvis  polynomiorum  extensis.  A.  F.  II.  1776.  p.  76. 

136.  61.  Demonstratio  insignis  theorematis  numcrici  cirra  uncias  po- 

testatum  binomialium.  N.  A.  XF.  1778.  p.  33. 

137.  sa.  De  unciis  potestalum  binomii,  eanimquc  interpolatione.  Mim. 

IX.  1781.  p.  57. 

138.  5*.  De  extractione  radirum  ex  quantitatibus  irrationalibus.  Comm. 

XI II.  1741  — 1743.  p.  16. 

139.  64.  Nova  ralio  quantitates  irrationales  proxime  exprimendi.  A. 

Comm.  XF  HI.  1773.  p.  136. 

140.  65.  De  inventione  quotrunque  mediarum  proportionalium  citra 

radirum  extrartionetn.  A.  Comm.  XIF.  I.  1769.  p.  188. 

141.  68.  I)e  progressionibus  harmonicis  observaliones.  Comm.  FII. 

1734.  1735.  p.  150. 

142.  67.  Remarques  sur  un  beau  rapport  entre  les  series  des  puis- 

sances  lant  directes  que  rdciproques.  Mim.  de  Berlin. 
XFU.  1761.  p.  83. 

143.  5*.  Medilationes  circa  singulare  serierum  genus.  A.  Comm. 

XX.  1775.  p.  140. 

Voici  la  forme  generale  de  cette  s^rie: 

1 +2»(1  + ja)  + 3m  (*  +^i  + + 

*s(l+jjs  + ^i  + ^i)  + 
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m.  6».  De  termino  generali  serieruin  hypergeometricarum.  TV.  A. 
VH.  1776.  p.  *2. 

145.  so.  Variae  considerationes  circa  series  hypergeometricas.  N.  A. 

Flll.  1776.  p.  3. 

146.  ei.  Insignes  praprietates  serierum  sub  hoc  termino  generali  con- 

tentarum : 

x=zi(a  + ^i)  tp  + qyk)  + ^a—~)  {p—qy\). 

TV.  Comm.  XVIII.  1773.  p.  198. 

147.  ea.  De  progressionibus  arrumn  circularium  qworum  tangentes 

secundum  certam  legem  procedunt.  N.  Comm.  IX  1762. 
1763.  p.  40. 

148.  66.  Dilueidaliones  super  formulis,  quibus  sinus  et  Cosinus  an- 

gulorum  multiplorum  expritni  solent,  ubi  ingcnles  diffi- 
cultates  diluuntur.  TV.  .4.  IX.  1777.  p.  54. 

1 49.  64.  Observation«»  generales  circa  series,  qua  rum  termini  secun- 

dum sinus  vel  cosinus  angulorum  multiplorum  progre- 
diuntur.  TV.  A.  VII.  1776.  p.  87. 

150.  65.  Methodus  facilis  inveniendi  series  per  sinus  cosinusve  angu- 

lorum multiplorum  procedentes,  quarum  usus  in  universa 
theoria  aslronomiae  est  amplissimus.  TV.  A.  XI.  1777.  p.  94. 

151.  es.  Diquisitio  ulterior  super  seriebus  serundum  multipla  cujus- 

dam  anguli  progredienlilms.  N.  A.  XI.  1777.  p.  114. 

152.  67.  De  seriebus  memorabilibus,  quibus  sinus  et  cosinus  angu- 

lorum multiplorum  exprimere  licet.  Mdm.  f . 1780.  p.  57. 

153.  es.  Variae  observationes  circa  angulos  in  progressione  geume- 

trica  procedentes.  Op.  anal.  I.  1775.  p.  345. 

154.  6».  Evercitatio  analytica.  TV.  A.  VIII.  1776.  p.  69. 

Le  cosinus  de  toul  angle  peut  elre  exprim^  par  un 
produit  d’un  nombre  infini  de  facteurs,  savoir: 

cos  ~ ~ ( 1 -j)(l  — ) ( 1 — ^v-f)  etc. 

il  se  präsente  ici  la  question  interessante  de  savoir 
comment,  en  supposant  la  valeur  de  ce  produit  inron- 
nue,  on  puisse  trouver  d’une  maniere  facile  sa  valeur 
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155.  7o.  Observationes  rirra  novtim  et  singulare  serrerutn  genua. 

X.  Comm.  XX.  1775.  p.  123. 

156.  71.  Considrratio  quarundam  serierum,  qnae  singularilnis  pro- 

prictatibus  sunt  praeditae.  N.  Comm.  III.  1750.  1731.  p.  86. 

157.  71.  Investigatio  quarundam  serierum  , qnae  ad  rationem  peri- 

pheriae  cirruli  ad  diainetruin  definirndam  niaxime  sunt 
• acromodatae.  X.  A.  XI.  1779.  p.  133. 

158.  73.  I)c  novo  genere  (alium  serierutn.  N.  A.  XI.  1779.  p.  150. 

159.  74.  Consideratio  progressionis  rujusdam  ad  cirruli  quadraturaw 

invcnicndam  iduneae.  Comm.  XI.  1739.  p.  1 16. 

160.  75.  I)e  seriebus,  in  quibus  producta  ex  binis  terminis  contiguis 

dalam  constituunt  progrcssionem.  Op.  anal.  I.  1775.  p.  3. 

161.  76.  Proposita  quarunque  progressione  ab  Imitate  incipicnte,  quae- 

ritur  quot  ejus  terminos  ad  luiniinunt  addi  opporleat,  ut 
ouines  numeri  producanlur.  Op.  anal.  I.  1773.  p.  296. 
1Q2.  77.  Dilucidaliones  in  rapila  postrema  Calculi  mei  di  Deren  tialis 
de  functionibus  inexplicabilibus.  Atem.  IV.  1780.  p.  88. 

163.  7«.  De  exihiio  usu  melliodi  interpolationuni  in  seriennn  doc-» 

trina.  Op.  anal.  I.  1775.  p.  157. 

164.  79.  De  Iransformalionc  seriei  divergentis 

1 — m x m (m  -f-  n)  x1 — m (m  -f  «)  {m  -)-  2 n)xi  -j-  . . , 
in  fractkineni  continuain.  N.  A.  II.  1776.  p.  36. 

165.  so.  Speciinen  transformationis  singularjs  serierum.  X.  A.  XII. 

1778.  p.  58. 

166.  st.  De  serie  Lambertiua,  plurhnisque  ejus  insignibus  proprie- 

tatibus.  A.  III.  11.  1779.  p.  29. 

167.  sa.  Evolutio  producti  inliniti  (! — x)  (1 — ^2)(1 — xs)  etc. 

in  seriem  simplicem.  A.  IV.  1.  1780.  p 47. 

168.  83.  De  evolutione  polrstatis  polynoniialis  cujuscunque: 

(1  + + •••)"• 

N.  A.  XII.  1778.  p.  47. 

169.  84.  De  usu  funrtionum  discontinuarum  in  analysi.  X.  Comm. 

XI.  1765.  p.  3. 

170.  R5.  Disquisitiones  analytirae  super  evolutione  potestatis  trino- 

niialis  (1  -j-r-)-«)".  X.  A.  XIV.  1778.  p.  75. 


Digitized  by  Google 


LXXI 


' NB.  A cette  cate'goric  apprtiennent  aussi  plusieurs  pro- 
hl eines  contenus  dans  le  memoire  inhtulti  Observationes 
analyticae.  (Voir  ci  - ilessus  JV.  1 26.  iV,  Comm.  XI. 
1765.  p.  124). 

171.  86.  Metbodus  generalis  summandi  progressiones.  Comm.  Fl. 

1732:  1733.  p.  68. 

172.  87.  Inventio  summae  cujusque  seriei  ex  dato  terniino  generali. 
• ' • • ‘ Comm.  Fl II.  1736.  p.  8. 

173.  88.  De  summatione  innumerabiliuui  progressionum.  Comm.  V. 

1730.  1731.  p.  91. 

174.  89.  De  suimnis  scrieruni  reciprocai  um.  Comm.  FII.  1734. 

1735.  p.  123. 

175.  so.  Dissertatio  altera  de  summis  serierum  reciprorarüm  ex  po- 

testalibus  numeroruin  naturalium  ortarum.  Mise.  Berol. 
FII.  1743.  p.  172. 

176.  91.  Metbodus  universalis  serierum  n nvergentium  summasquam 

proxime  inveniendi.  Comm.  FHI.  1736.  p.  3. 

177.  sa.  Metbodus  universalis  series  summandi  ulterius  promota. 

• . Comm.  F1H.  1736.  p.  147. 

178.  98.  De  seriebus  potestatiuu  reriproeis  inethodo  nova  et  facillima 

.'  summandis.  Op.  anal.  II.  1775.  p.  257. 

179.  94.  De  singulari  ratione  differentiandi  et  integrandi,  quae  in 

summis  seriemm  oeeurrit.  N.  A.  Fl.  1776.  p.  3. 

180.  95.  De  summatione  seriemm  in  quibus  terminorum  signa  al- 

temantur.  N.  A.  //.  1776.  p.  46. 

181.  96.  De  nuniero  memorabili  in  summatione  progressionis  bar- 

monicae  naturalis  oeeurrente.  A.  F.  II.  1781.  p.  4-5.  I 

182.  97,  Summatio  progressionum: 

sin  i p*  -f-  sin  2 <p*  -f-  6in  3 qt* -f  sin  n <p * 

• >■■■•  cos  <f> * -f-  cos 2 -f-  cos  3 (p* . . •.  -{-  cos  n (p ■*. 

N.  Comm.  XFHI.  1773.  p.  24. 

183.  98.  De  summis  serierum  numerns  Bernoullianos  involventium. 

N.  Comm.  X1F.  L 1769.  p.  129. 

184.  99.  I)e  plurimis  quantitatibus  transcendentibus , quas  nullo 
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modo  per  formulas  integrales  exprimere  licet.  A.  IV.  II. 
17H0.  p.  31. 

183.  100.  Exercitatio  analvtica , ubi  imprimis  seriei  maxime  gene- 
ralis suuunatio  tradilur.  N.  A.  IX.  1777.  p.  41. 

186.  loi.  De  summa  seriei  ex  numeris  primis  formatae:  j — { -(-  ^ -f- 

i’t  — t'i  ~ iS  + iS  + ix  iS  + ir  — ■ • • ubi  numeri 
primi  formae  4 n — 1 habenl  signum  positivum,  formae 
aulem  4 n -f-  1 signum  negaLivum.  Op.  anal.  II.  1775. 
p.  240. 

187.  loa.  De  summatione  serimiin  in  bac  forma  rontenlarum: 


1 ' 4 ' »'16' 


Mim.  III.  1779.  p.  26. 

188.  los.  Nova  methodus  suinmas  serierum  infinitarum  per  formulaa 

differentiales  investigandi.  Mein.  V.  1780.  p.  45. 

189.  104.  De  la  controverse  entre  MM.  Leibnitz  et  Bernoulli  sur 

les  logarithmcs  des  nombres  negatifs  et  iinaginaires.  Mim . 
de  Berlin.  V.  1749.  p.  139. 

190.  los.  De  formulis  exponentialibus  repliratis.  A.  I.  I.  1777.  p.  38. 

191.  loe.  Observalioncs  analytieae  variae  de  combinalionibus.  Co  mm. 

XIII.  1741  — 1743.  p.  64. 

192.  107.  Solutio  quacstionis  curiosae  ex  döctrina  combinationum. 

Mim.  III.  1779.  p.  57. 


CALCUL  INFINITESIMAL. 

Calcul  differentiel. 

193.  t.  Institutionen  Calculi  differentialis,  rum  ejus  usu  in  analysi 

fiuitorum  ac  dortrina  serierum.  Öuvrage  sipari.  Ber- 
lin 1755.  4.  Seconde  ddition:  Tessin  1787.  2 vol.  4. 

194.  i.  De  infinilies  inünilis  gradibus  tarn  inCnite  magnorum  quam 

infinite  parvorum.  A.  II.  I.  1778.  p.  102. 

195.  S.  Methodus  inveniendi  lineas  rurvas  inaximi  minimive  pro- 

prietate  gaudentes,  sive  Solutio  problematis  isoperimetriri  la- 
tissiino sensu aceepli.  Ouvrage  sipari.  Ijausannr  1744.  4. 
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196. 

197. 

198. 

199. 

-ntilc 

:w.n 


u 


200.  8. 

201.  9. 

202.  io. 

203.  ii. 

204.  ix. 

205.  is. 

206.  14. 

207.  is. 

208.  te. 


4.  Curvarum  maxiini  minimive  proprielate  gaudenthim  inven- 

lio  nova  ac  farilis.  Comm.  VIII.  1736.  p.  159. 

. . ...... 

5.  Analytica.  expliratio  methodi  maximorum  et  iniunnoruin. 

JV.  Conuti.  X.  1764.  p.  94. 

6.  Metliodus  farilis  durendi  radios  osculi  ex  mcthodo  maxi- 
moruni  et  minimorum  petita.  N.  A.  VH.  1776.  p.  83. 

7.  De  insigni  paradoxo,  quod  in  analysi  maximoruni  et  mi- 
niinorum  oerurrit.  Mim.  III.  1779.  p.  16. 

Voir  Giomitrie  analytique , ä l’article  des  Cnurbes  des  ordres 
suptrirurs,  plusieurs  nirfiuoircs  qui  sc  rapportent  aux  maxima 
et  minima. 

♦ • . • * V'i» 

Galcul  integral. 

• . ; , 

Institutiones  Calculi  integralis.  Ouvrage  separe.  Si.- 
Pitersb.  1768  — 1770.  3 vol.  4.  Seconde  ddition: 
Pilersb.  1792—1794.  4 vol.  4. 

Methodus  integrandi  forinulas  differentiales  rationales  uni- 
cam  variabilcm  involventes.  Comm.  XIV . 1744 — 1746.  p.  3. 
Methodus  facilior  attjue  expeditior  integrandi  forinulas  dif- 
ferentiale« rationales.  Comm.  XIV.  1744 — 1746.  p.  99. 
Nova  methodus  integrandi  forinulas  differentiales  rationales 
sinesubsidio  quantitatum  imaginariarum.  A.  V.  I.  1781.  p.  3. 
De  integratinne  foriuularutn  differentialium  irrational ium. 
A.  IV.  I.  1780.  p.  4.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  3. 
Thcoreuiata  circa  redurtionem  formularum  integralium  ad 
circuli  quadraluram.  Mise.  Dcrol.  VII.  1743.  p.  91. 
Consideratio  formularum,  quarum  integratio  per  arcus  sec- 
tiotiuni  conicarum  absolvi  polest.  N.  Comm.  VIII.  1760. 
1761.  p.  129. 

De  reductione  formularum  integralium  ad  rectifirationem 
ellipsis  et  hyperbolae.  N.  Comm.  X.  1764.  p.  3. 

Speculationes  super  formula  integrali  j ’ y,^aa _^2bx^c xx ) * 
ubi  simul  egregiae  observationes  circa  fractiones  continuas 
occurrunL  A.  VI.  II.  1775.  p.  62.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  31 . 

f 
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*7.  Dfe  integratione  formnlae  j ~ aliarutnque  simi- 

• lium.  Inst.  Calc.  int.  IP '.  1776.  p.  36. 

1«.  Quatuor  theoremata  maxime  nolatu  digfv»  in  ralculo  inte- 

grali.  N.  A.  VII.  1776  p.  22. 

Sur  les  cnurhcs  aWbriuues  dont  les  arrs  inde'Onis  s 

.1  * 1 , , , 

sonl  exprimes  par  une  meine  formule  integrale,  savoir 

1 _ ri  ■ 8 t 

s~J  dtp  sin  <p  . 

211.  1».  Formae  generales  differenlialiuin,  quae  etsi  nulla  subslitu- 

tione  rationales  reddi  posaunt,  tarnen  integral ionem  per  lnga- 
ritlimos  et  areus  circidares  admittunt.  N.  A.  XI.  1777.  p.  27. 

212.  ao.  Integratio  formulae  cujusdam  different ialis  maxime  irratio- 

nalis,  quain  tarnen  per  Ingarilhmds  et  areus  cireulares  ex- 
pedire  liret.  N.  A.  IX.  1777.  p.  118. 

213.  ai.  De  formulis  difTerentialibus  angularibus  niaxime  irrationali- 

bus,  quas  (amen  j»er  lngaritbinos  et  areus  cireulares  inte- 
grere liret.  Inst.  Calc.  int.  IV.  1777.  p.  183. 

21t.  aa.  Kvolutio  formulae  integralis 
r d*  (3-f- 1 :) 

per  logaritbmos  et  areus  rirenlares.  Ar.  A.  IX.  1777.  p.  127. 

215.  as.  Integratio  sureineta  formulae  maxime  memorabilis 

r di 

I » * * . • i . ; i 

(3-t-a  s)y  (I  -+-3 

X.  A.  X.  1777.  p.  20.  ' 

216.  84.  Spcrimen  integrationis  abstrusissimae,  liac  forniula 

j dx 

f ( 1 — {—  J-) V" [Ix x — 1) 
eontentae.  N.  A.  IX.  1777.  p.  98. 

217.  a6.  Memorabile  genus  formularum  different ialium  niaxime  irra- 

lionalium,  quas  tarnen  ad  rationalitatein  perdurere  li'cet. 
Inst.  Calc.  Int.  IV.  1777.  p.  t8. 

218.  a«.*  Tlieorema  maxime  memorabile  circa  fnrmulam  integralem 

r df  cos  X<f 

' ( 1 -i-aa  — 2«  cos  p)n*t" 1 

! - ' Inst.  Calc.  int.  IV.  1778.  p.  19t. 

t 
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219.  37.  Diaquisitiö  conjecturalis  super  formul»  integfali 


.Llil  A\ 


'7- 

Jla 


dfICOS  l> 


.1 


Inst.  Calc.  int » IV.  1778.  p.  217.  (i  . 

220.  38.  Demonstratio  theorematis  insigiiis  per  conjecturam  eruti, 
circa  intcgrationem  formulae  .. 

• ' . i !•  t f i . d f cp»  i f i ■ i ...  ii-i:  • 

J (\-\-aa  — 1a  cos  ,i , , J . \ . \ / 

InU.  Cal.  int.  IV.  1778.  p.2t2.  , 


221 


. De  rcsolutione  formulae  integralis  f xm~t  dx (d  - f-x")'*  in 
seriem  semper  eonvergentein , ul)i  sitnul  insignia  artiliria 
Circa  (serierum  sumimtionein  explicantur.  Inst . Calc.  int. 
IV.  1779.  p.  60.  • . ■ . . ; .!  • /. 

222.  so.  De  inventione  integralium,  si  post  intcgrationem  vaiiabili 

quantitati  determinatus  valor  tribuatur.  Mise.  Berol.  VII. 
174-3.  p.  129. 

223.  Sl.  Növä  methodus  quantitales  Integrales  determintndi.  TV. 

Comm.  XIX.  1774.  p.  66.  Inst.  Colt.  Int.  ' IV.  p.  260. 

224.  33.  Comparatio  formulae  integralis  ' . , . 

225.  SS.  r xp-\dx 

i • . . ' l ■ ..  ii. 

a termino  x 0 usque  ad  arz:l  extensae.  (Dcux  mdmoircs), 
TV.  A.  V.  1776.  p.  86.  118.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  295.  326. 

226.  s*.  De  valoribus  integralium  a termino  vaiiabilis  x~0  usque 

ad  xt^oo  extensarum.  Inst.  Calc.  int.  IV.  1781.  p.  337. 

* . \ j,  j»  fw — I tc 

227.  36.  Investigatio  formulae  integralis  J t t yd > casü  quo  post 

intcgrationem  staluitur  x~oo.  Op.  anal.  II.  1775.  p.  42. 
Inst.  Cal.  int.  IV.  p.  346. 

I - . i)  ' %• 

228.  36.  Investigatio  valoris  integralis 

I .m  . 1 • > • i xm~~l  dx ' v - i 

I J 1 — 1 x 1 cos  6 .t  *1 

a termino  x ~r  ft  usque  ad  x “ öo  extensi.  Op.  anal.  II. 
. 1775.  p.  55.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  358.  * 

229.  »7.  Methodus  inveniendi  fonnulas  integrales,  quae  certis  casi- 
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bus  datam  inter  se  teneant  rationem,  ubi  simul  metbodus 
traditur  fractiones  continuas  summandi.  Op.  anal.  II.  1775. 
p.  178.  Inst.  Cal.  int.  IV.  p.  378. 

230.  88.  Metbodus  farilis  invcniendi  integrale  hujus  formulae: 

■ * rAx  x»+r  - hn  cos  { +xn-P 

J x xln  — 7xn  cosfl-j-1 

casu  quo  post  integrationem  ponitur  r~|  et  x ~ oo . 
N.  A.  III.  1776.  p.  3. 

231.  88.  De  valore  formulae  integral» 

A 1 *±." — ) dz 

casu  quo  post  integrationem  ponitur  8~l.  N.  Comm. 
XIX.  177V.  p.  3. 

232.  40.  Obscnaliones  circa  integralia  taliurn  formularum: 

.\  \ . g — i 

fxP~l  dx(  1 — x)  ~n  , . , 

posito  post  integrationem  x~l.  Mise.  Taurin.  III.  1762 — • 

1765.  p.  156.  b. 

■ ■ - • \ ■ r 

- m_ 

233.  41.  Evolutio  formulae  inlrgralis  f x'  ~ 1 dx  (/  x)  * integratione 

a valore  x~0  ad  x~l  extensa.  N.  Cornm.  XVI.  1771. 
p.  91.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  78. 

23V.  4a.  De  valore  formulae  integral is 

r /z*~“±zA+u\  dz  M 

casu  quo  post  integrationem  ponitur  s~  1.  N.  Comm. 
XIX.  177V.  p.  30.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  122. 
Observationes  in  aliquot  theoremata  111.  de  la  Gran  ge. 
Op.  anal.  II.  1775.  p.  16. 

De  integratione  formulae  j ' ab  x — 0 ad  x — 1 
extensa.  A.  I.  II.  1777.  p.  3.  Inst.  Calc.  int.  IV.  p.  15V. 
Evolutio  formulae  integralis  f dx  ^ ^ ^ a *erm'no 

x~ 0 usque  ad  x — 1 extensae.  N.  A.  IV.  1776.  p.  3. 


235.  48* 

236.  44. 

237.  45. 
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238.  *«.  De  valore  formnlae  integralia 

'■  ra.a~xdx  (1  — .1.1  >!..  i 

..  . . . J 7^  1 ..  . 

a termino  jc  ~0  usque  a J x — 1 extensae.  A.  I.  II.  1777. 
>.29. 

239.  47.  Speeulaliones  analylicae.  N.  Comm.  XX.  1775.  p.  59. 

„ a ■ 1 

j»  ö __  j»  p 

Integrale  d^finie  de  la  formule  — ^ — dx. 

240.  48.  De  vero  valore  hujus  formnlae  integral«  fd  x (/ 1)"  a ter- 

mino x~0  usque  ad  i~l  extensae.  N.  A.  VII I.  1776. 
p.  15. 


241.  48.  De  integralibus  quibusdam  inventu  diflicillimis.  Mein.  VI. 

; 1780.  p.  30. 

242.  so.  De  intcgralionibus  maxime  memorabilibus  ex  calculo  ima- 

ginariorum  oriundis.  N.  A.  VII.  1777.  p.  99. 

243.  51.  Supplemcnlum  ad  disscrtationem  praecedentem  circa  mte- 

grationem  formulac  f > casu  quo  ponitur 


z~i>  (cos  95  + V — l.sin  <p). 

N.A.  VII.  1777.  p.  134. 

63.  De  summo  usu  calculi  imaginariorum  in  analysi.  N.  A. 
III.  1776.  p.  25.  (V.  103). 

58.  Ullerior  disquisitio  de  formulis  integralibus  imaginariis. 

N.  A.  X.  1777.  p.  3.  (V.  104  . > 

54.  De  insigni  usu  c lruli  imaginariorum  in  calculo  iulegrali. 
N.  A.  XII.  1777.  p.  3.  (V.  105). 

244.  65.  De  integrationibus  difCcillimis,  quarum  integralia  tarnen 

aliunde  exbiberi  possuni.  N.  A.  XI V.  1777.  p.  62. 

245.  sä.  Uberior  explicalio  methodi  singularis  integralia  alias  maxime 

abscondita  investigandi.  N.  A.  IV.  1776.  p.  17. 

246.  57.  Innumera  theoremata  circa  formulas  integrales , quorum 

demonstratio  [vires  analyseos  superare  videtur.  ff.  A.  V. 
1776.  p.  3. 

247.  58.  De  ilerata  integratione,  dum  aliquis  exponens  pro  variabili 

assumitur.  N.  A.  VII.  1776.  p.  64. 
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248.  69.  De  expressione  integralrum  per  factores.  N.  Comm.  KL 

1756.  1757.  p,  115.'  i ' 

249.  so.  Constructio  aequalionum  quarundam  differenlialium , quae 

indeteritiinatarum  separalionem  non  admittunt.  A.  Erud. 
Lips.  1733.  p.  369.  • - ~ o 

250.  61.  Sperinieii  de  construrtione  aequalionum  differenlialium  sine 

indeterminatarum  separalione.  Comm.  El.  1732.  1733.  p.  168. 

251.  ua.  Construrtio  acquationis  differenlialis  a*" djcZZdj  +jr2dx, 

Comm.  FL  1732.  1733.  p.  231. 

252.  ea.  De  acquatinnibus  diflerenlialibus,  qui  rertis  tan  tum  casibus 

inlegrationcm  admittunt.  Comm.  X.  1738.  p.  40.  ' ; 

25  3.  64.  De  variis  inlegrabilitalis  generibus.  N.  Comm.  XFIL  1772. 
Pi  70.  l’i 

254.  66.  De  integratione  aequalionum  differenlialium.  JV.  Comm. 
VUI.  1760.  1761.  p.  3.  .. 


255.  66.  De  fomiulis  differentialibus,  quae  per  duas  plures\e  quan- 

li lates  datas  multipliratae,  fiant  inlegrabiles.  N.  A.  VH. 
1776.  p.  3. 

' \ • \ / 

256.  67.  Nova  melhodus  innumerabiles  aequaliones  differentiales  se- 

■*  rundi  gradus  rcduccndi  ad  prinium  gradum.  Comm.  III. 

1728.  p.  124.  • \ : 

257.  es.  De  aequalionibus  differential ibus  secundi  gradus.  N.  Comm. 

Vll.  1758.  1759.  p.  163.  ‘ •'  A J 


258.  69.  De  fonnulis  differentialibus  secundi  gradus,  quae  integra- 

tionem  admittunt.  N.  A.  XL  1777.  p.  3. 

259.  7o.  Methodus  singularis  resolvendi  aequaliones  differentiales  se- 

cundi gradus.  Inst.  Calc.  int.  IF.  1779.  p.  525. 

260.  71.  De  fonnulis  inlegralibus  implicalis  earumque  evolutionc  et 

transformatione.  Inst.  Calc.  int.  IF.  1778.  p.  544. 

261.  79.  De  integralioue  aequalionum  diflerentialium  alliorum  gra- 

duum.  Mise.  Berol.  V1L  1743.  p.  193. 


262.  7«. 


Melhodus  aequaliones  differentiales  alliorum  graduum  inte- 
grandi  ulterius  promola.  N.  Comm.  IH.  1750.  1751.  p.  3. 
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263  . n.  Observationes  singuläres  circa  aequationes  differentiales  li- 
. neares.  JV.  A.  XIV.  1778.  p.  52. 

264.  76.*  Integratio  generalis  aequationum  differentialium  linearhun 

eujuscunque  gradus  et  quotcunque  variabiles  involventium. 

Mm.  IV ; 1779.  pr 43. 

265.  76.  De  aequationibus  differentialibus  cujuscunque  gradus,  quae 

deouo  differentiatae  integrari  possunt.  Inst.  Calc.  int.  IV. 
<781.  p.  564. 

266.  77.  Sperinien  acqualionum  differentialium  indefiniti  gradus,  ea- 

ruutque  integratio.  Inst.  Calc.  int.  IV.  1781.  p.  577. 

267.  78.  Exentpla  quarundam  memorabilium  aequalionum  differen- 

lialium,  quas  adeo  algebraice  integrare  licet,  etiamsi  nulla 
via  pateat  variabiles  a se  invicem  separandi.  JV  A.  XIII. 
1778.  p.  3. 

268.  79.  De  resolutione  aequationis  dy  ayy  dx"zzb  xm  dx.  JV. 

Comm.  IX.  17 62.  1763.  p.  154. 

269.  so.  De  integralione  aequationis  differential is 

.1  . ’*  ■'  mdx  ndy 

, V.t-y*)' 

JV.  Comm.  VI.  1756.  1757.  p.  37.  . . ■ 

270.  81.  Integratio  aequationis 

dx  dy 

.V  Bx+Cx%-\-Dx*-\-Ex*)  — V Ay-ByJr By'+Ey*) 

JV  Comm.  XII-  1766.  1767.  p.  3. 

271.  sa.  Observationes  circa  aequationem  differentialem 

rdy  -f-  My  d x -j-  Nd  x~0. 

N.  Comm.  XVII.  1771.  p.  105.  x . 

272.  88.  Integratio  aequationis  differenlialis: 

dy+yydx- 

Mem.  III.  1779.  p.  3. 

273.  84.  Analysis  ftcilis  aequationem  Riccatianam  per  fractionem  con- 

tinuam  resolvendi.  Mem.  VI.  1780.  p.  12. 

274.  ss.  Methodus  nova  mvestigandi  omnes  casus , quibus  hanc 
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- ■ *■  aequationem  differentio-differentialem:  d dy  (I  ~axx)  n 
bxdxdy — cy  d x"1  resolvere  licet.  Lut.  Calc.  int. 
IF.  1780.  p.  533.  . , ...  'i:.. 

275.  8«.  Consideratio  aequationis  d ifferentio  - differential is : 

(a+bx)ddz  + (c  + ex)&^  + (/+gx^~  —0. 

' ’ N.Comm.  XFII.  1772.  p.  125. 

27l6.  87.  Constructio  acquationis  differentio-diflerentialis : A ydu1  -|- 
(2?  -f-  Cu)du  dy  -j-  (ü  + E u -f-  Fu'ii)  d dy  ~ 6 , sumlo 
elemento  du  constanle.  N.  Comm.  VIII.  1760.  1761.  p.  150. 

277.  8».  Rechercbes  sur  l’intdgration  de  l'dquation  differenlio -diffe- 
rentielle (g)  = a « (g)  + ~(J%x)  + p • * 


Mise.  Taurin.  III.  1762 — 1765.  p.  60.  b. 

278.  8».  Kxposition  de  quelques  paradoxes  dans  le  calcul  integral. 

Mim.  dt  Berlin.  XII.  1756.  p.  300. 

279.  ao.  Investigatio  funrtionuin  ex  data  differentialium  condiüone. 

N.  Comm.  IX.  1762.  1763.  p.  170. 

280.  9i.  De  formulis  integralibus  dupliratis.  N.  Comm.  XIF.  1. 

1769.  p.  72.  Inst.  Calc.  int.  IF.  p.  416. 

281.  9a.  Plenior  expliratio  circa  romparationem  quantitatuin  in  for- 

mula  integrali  f -y  — , . T.  contentarum,  denolante  Z 

functionem  quanicunque  rationalem  ipsius  z*.  A.  F.  II. 
1775.  p.  3.  Inst.  Calc.  int.  IF.  p.  446. 

282.  93.  Dilucidaliones  super  metliodo  eleganlissima  qua  Ul.  de 

la  Grange  usus  est  in  integranda  aequatione  differentiali 


— — A.  II.  I.  1778.  p.  20.  Inst.  Calc.  int.  IF.  p.  465. 
V X V V r r 

283.  »4.  Metbodus  sucrinctior  comparationes  quantitalum  transccn- 
dentium  in  forma  + ^ 

tentarum  inveniendi.  Inst.  Calc.  int.  IF.  1777.  p.  504.*) 


*)  Ce  meinoi re  est  consignd  dans  la  liste  de  l'ßoge  sous  la  titre:  Supple- 
ment um  in  CalcitU  integralis  Tom.  /.  Cap.  TI. 
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284.  •&.  Recherche«  sur  quelques  Integration«  remarquables  dans  l’a- 

nalyse  des  fonctions  ä deux  variables,  conuues  sous  le  uout 
de  differenccs  partielles.  N,  A.  XF.  1777.  p.  3. 

285.  ae.  Integration  d'une  espece  remarquable  d’eqnatiun  differen- 

tielle , dans  l’analyse  des  fonctions  4 deux  variables.  Mem. 

XI.  1777.  p.  131. 

286.  »7.*  De  transforniatione  funrtionum  duas  variabiles  involven- 

lium.  Mem.  lll.  1779.  p.  43. 

287.  98.  De  insignibus  proprietatibus  formul  arum  integralium  praeter 

binas  variabiles  etiaut  raruni  differential  ia  rujusrunque  or- 
dinis  involventium.  N.  A.  IX.  1777.  p.  81. 

288.  99.  Solulio  probleinalis  analylici  difticilliuii.  Mem.  XL  1782. 

p.  125. 

• ■ \ 

Galcul  des  Variation«. 

• 

289.  100.  Elementa  calculi  variationum.  N.  Comm.  X.  1764.  p.  51. 

290.  loi.  Methodus  nova  ac  facilis  ralrulum  variationum  tractandi. 

N.  Comm.  X FI.  1771.  p.  35.  JnsL  Calc.  int.  IF.  p.  590. 

CALCUL  DES  PROBABILITES.  ARITIIMETIQUE 
POLITIQUE. 

291.  l.  Eclaircissements  sur  le  memoire  de  M.  de  la  Grange 

(Mise.  Taur.  Vot.  V.  p.  167)  conrernanl  la  mdlhode  de 
prendre  le  milieu  entre  les  re.sultats  de  plusieurs  observa- 
tions.  N.  A.  lll.  1777.  p.  289.  • 

292.  a.  Observationes  in  Cel.  Dan.  Bernoulli  Dijudicationem 

maxime  probabilem  plurium  observationum  disrrepantium 
alque  verisimillrmam  inductionem  inde  formandum.  A.  /.  I. 
1777.  p.  24. 

293.  s.  Solution  d’une  question  tres  difficile  dans  le  ralcul  des 

probabilites.  Mim.  de  Berlin.  XX F.  1769.  p.  285. 

294.  s.  Recherches  generales  sur  la  mortalite  et  la  multipliralion 
i du  genre  hnmain.  Mem.  de  Berlin.  XFl.  1760.  p.  144. 
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295.  s.  Surles  rentes  viageres.  Mem.de  Berlin.  XVI  1760.  p.  165. 

296.  «.  Krlairrissements  sur  les  raisst-s  mortuaires , calrul^es  sous 

la  direction  de  M.  Euler,  par  M.  TV.  Fass.  Ouvrage 
separe.  1 St.  - Petershourg.  1776.  4.  ' ..  ■?  . _ 

297.  7.  Solutio  quaestionis  ad  calruluui  probat)  ilitatis  perlinentis: 

qua  o tum  duo  coujuges  pcrsolvere  debeant,  ut  *uis  haere- 
dibus,  post  utriusque  mortem,  certa  argenti  sumxna  per* 
solvatur.  Op.  anal.  11.  1776.  p.  314. 

298.  s.  Sur  l’avantage  du  banquier  au  jcu  de  Pbaraon.  Mein,  de 

Berlin.  XX.  1764.  p.  144. 

299.  9.  Calcul  de  probabilild  dans  le  jeu  de  rencontre.  Mein,  de 

Berlin.  VII.  1751.  p.  255. 

300.  io.  Sur  la  probabilitd  des  se'quences  dans  la  loterie  gdnoise. 

Mem.  de  Berlin.  XXI.  1765.  p.  191. 

301.  u.  Solutio  quanuidani  quaestiomun  ex  calculo  probabilium. 

, . Op.  anal.  1781.  II.  p.  330.  . 

• \ GEOMETRIE  ELEMENTAIRE. 

302.  1.  Solutjo  problematis  ad  geometiiam  situs  perlinentis.  Comm. 

VIII  1741.  P.  128. 

303.  a.  I)e  symptomatibu»  qnatuor  pnnctorum  in  eodem  plano  si- 

toruiu.  M.  VI.  I.  1775.  p.  3.  ... 

304.  s.  De  centro  similitudiuis.  X.  M.  IX.  1777.  p.  154. 

305.  4.  Proprielates  triangulorum,  quorum  anguli  rertain  inter  se 

rationem  tenent.  X.  Conun.  XI.  1767.  p.  67. 

,306.  5.  Solutio  facilis  probleiualiuii  quorundani  geometriqorum  dif- 
iirillimoruui.  X.  Comm.  XI.  1767.  p.  103. 

307.  e.  Dilui  idatioues  super  problemate  quodani  geomelrico,  olim 

a Jac.  Bernoulli  Iraetalo.  Mem.  I.  1779.  p.  26. 

308.  ».  Solutio  completa  ejusdem  prubleinatis  de  quadrjsertione 

trianguli  per  duas  rectas  inter  se  normales.  Mem.  I.  1779. 
p.  49. 

309.  |.  Geometrica  et  sphaerica  quacdain.  Mem.  V.  1780.  p.  96. 
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310.  0.  Yariae  deinonstrationesgeomrtrii  ae.  A.  Comm.  1.  1750./).  49. 

311.  10.  Sululio  Jarilis  problcmatis  gcuinetrici,  quo  quaeiilur  rirculus, 

qui  trea  alios  rirrplos  dalos  langat.  A.  A.  Fl.  1770.  p.  05. 

312.  u.  Solutio  facilis  problcmatis  gcomctriri,  quo  quaeriiiu  spbaera, 

quae  qualuor  alias  datas  langat.  Mein.  //.  1770.  p.  17. 

313.  la.  De  variis  modis  cirruli  quadraturain  numeris  proxhne  ex- 

, priinendi.  Comm.  IX.  1744.  p.  222. 

13.  Consideralio  progressionis  cujosdam  ad  rirruli  (piadraturain 
yneniendam  idoneae.  Comm.  XI.  1730.  p.  116.  (^Y.  150). 
31 i*.  Consideraliones  cyclonwtncae.  A.  Comm.  XF1.  1772.  p.  160. 
313.  15.  Annntatioues  in  locum  quendam  Carlesii,  ad  cirruli  qua- 
draltiram  spertantem.  N.  Comm.  Fl II.  1761.  p.  137. 

316.  18.  Problcmalis  rujusdam  Pappi  Alexandrini  ronstrurlio.  A.  IV. 

I.  1780.  p.  91. 

317.  17.  Solutio  problcmatis  geomelrici  circa  lunulas  a circulis  for- 

malst. , Comm.  IX.  1744.  p.  207.  , 


318.  i*.  Elementa  doctrinae  solidorum.  A.  Comm.  IF.  1758.  p.  109. 

319.  I*.  De  corporibus  regularibus  per  dortrinam  spbaericam  de- 
.<  ! •\  temiiuatis;  ubi  simul  nova  methodus  globoa  sive  roelestes 

srre  terrestrea  cbarla  obducendi  traditur.  A.  II.  L 1778. 

p.  3. 

320.  ao.  Demonstratio  nonnullonim  insignrum  proprietatnm,  quibus 

solida  hedris  planis  inrlusa  sunt  praedita.  A.  Comm.  IF. 
1758.  p.  IM).  .,•  . \ .i  ./ 

321.  »I.  Solutio  problcmatis  de  inveniendo  triangulo,  in  quo  rectae 

ex  singulis  augulis  latera  opposita  biserantes  sint  ratio- 
nales. A.  Comm.  XFllI.  1773.  p.  171.  \ 

322.  aa.  Investigatio  trianguli,  in  quo  distantiae  angulorum  ab  ejus 

centro  gravitatisrationaliter  exprimantur.  A.  A.  XII.  1778. 

. 1 M p.  101.  \ 

323.  aa.  Solutio-  problematis  difficillimi  a Fermatio  propositi.  A. 

Comm.  II.  1749.  p.  49. 

’•  Trouver  un  triangle  rectangle,  exprimd  en  nombres  ra- 
tioneis, dans  lequel  le  carre  de  rbaqne  cathete,  moins 
la  surface  du  triangle  meine,  produjse  un  nombre  carrd. 
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324  *4.  Solutio  problematis  de  inveniendo  triangulo,  in  quo  rertae, 
ex  singuiis  angulis  latera  opposita  biserantes,  srnt  rationales. 
••  ' ■ N.  Cornm.  XVIII.  1773.  p.  171. 

325.  as.  Solutio  facilior  ejusdem  problematis.  31  im.  II.  1779.  p.  10. 

r 

326.  ae.  Invesligalio  quadrilatcri,  in  quo  singulorum  angulorum  si- 

li us  datam  inter  se  teneant  rationem;  ubi  arlificia  prorsus 

singularia  in  analysi  Diopbantea  occurrunt.  Mem.  V.  1780. 

’ 1 

p.  73. 


327.  47.*  Probleme  de  gdomdtrie,  rdsolu  par  l’analyse  de  Diophante. 
Mem.  VII.  1782.  p.  3. 

Trouver  les  trois  rotes  d’un  Iriangle  dont  les  lignes,  ti- 
rees  des  angles  par  le  centre  de  gravitd  du  triaugle, 
soient  toutes  trois  exprime'cs  en  noinbres  rationeis. 


TRIGONOMETRIE  ET  ANALYSE  TRIGONOMETRIQUE. 

\ • ■ ■ 

328.  i.  Metbodus  farilis  romputandi  angulorum  sinus  ac  tangcntes 

tarn  naturales  quam  arliüciales.  Comm.  XI.  1750.  p.  194. 

329.  a.  Subsidium  calculi  sinuum.  N.  Comm.  V.  1760.  p.  164. 

330.  s.  Quoinodo  sinus  et  cosinus  angulorum  multiplorum  per  pro- 

ducta exprimi  queant.  Op.  anal.  I.  1774.  p.  353. 

331.  4.  De  mullipliratione  angulorum  per  iartores  expedienda. 

N.  A.  V.  1776.  p.  27. 

332.  6.  Principes  de  trigonomdtrie  sphdrique,  tires  de  Ia  me'thode 

des  plus  grands  et  des  plus  pelits.  Mim.  de  Berlin.  IX. 
1753.  p.  223. 

333.  e.  Trigonometria  spbaeiira  universa,  ex  primis  prinripiis  bre- 

viter  et  dilucide  derivala.  A.  III.  I.  1779.  p.  72. 

334.  7.  De  mensura  angulorum  solidorum.  A.  //.  II.  1778.  p.  31. 

335.  s.  Sperulaliones  super  area  triangulorum  sphaericorum.  N.A. 

X.  1778.  p.  47. 

336.  8.  Elements  de  trigonomdtrie  sphdroidique  tirds  de  la  md- 

tbodc  des  plus  grands  et  des  plus  petita.  Mem.  de  Berlin. 
IX.  1753.  p.  258. 
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TRACE  DES  CARTES. 

337.  t.  De  repraesentatione  superficiei  sphaericae  super  plano.  A.  I . 

L 1777.  p.  107. 

338.  a.  De  projertioue  geographica  Delisliana  in  mappa  generali 

Imperix  Russici  usitala.  A.  I.  I.  1777.  p.  143. 

339.  s.  De  projectione  geographica  superticici  sphaericae.  A.  I.  1. 

1777.  p.  133. 

\'  r.  ; i i i 

GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 

Geometrie  des  courbes  en  general. 

l.  Introdnetio  m analysin  infinitorum.  Ouvrage  separi. 
Lausanne.  1748.  2.  vol.  4.  (V.  87).  . . \ 

340.  a.  De  infinilis  curvis  ejusdem  geneiis , sen  methodus  inve- 

341.  s.  nieudi  aecpiationes  pro  infinitis  curvis  ejusdem  generis. 

(Deux  mdmoires).  Comm.  VII.  1734.  1735.  p.  174.  184. 

342.  «.  Evolutio  generalior  formularum  romparationi  rurvaruin  in- 

servientium.  N.  Comm.  XII.  1760.  1767.  p.  42. 

343.  5.  Demonstration  sur  le  nomhrc  des  points  oü  deux  lignes 

d'un  ordre  quelronque  peuvent  se  cöuper.  Mein,  de  Berlin. 
IV.  1748.  p.  234. 

344.  e.  Sur  une  contradiction  apparente  dans  la  doctrine  des  lignes 

courbes.  Mein,  de  Berlin.  IV.  1748.  p.  219. 

Seetions  coniques. 

345.  i.  Sur  quelques  propridtds  des  seetions  coniques  qui  convien- 

i nenl  ä une  infinite  d’autres  lignes  courhes.  Mein,  de  Ber- 
lin. I.  1745.  p.  53.  71.  ...  . 

346.  s.  Uberior  evolutio  comparationis  quam  inter  arcus  seetionum 

conicarum  instituere  licet.  A.  V.  II.  1775.  p.  23. 

347.  ».  Solntio  problematis  geometriei.  N.  Comm.  III.  1750. 1751. 

p.  224.  j i ■ .’ , 
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348.  io. 

.1  \ \ 

■A«  * ' 

349.  u. 

350.  n. 

.^, 

351.  is. 

..  • I •* 

352.  lt. 


353.  i6. 


354-.  i«. 

355.  17. 

356.  18. 

357.  19. 


I.es  diam&tres  conjuguds  d'une  cllipse  elant  donnes  de 
noinbre  et  de  positioD,  trouver  ses  axes  principaux. 
Demi instratio  tlieorernalis  ot  solutio  problemallS  ifo  Actis 
Erud.  Lips.  propositorum. 


.toi 


l .1 


i(l 


Mt 


X.  Comm.  VII.  1758.  1759.  p.  128. 

Une  ellipse  dlant  coupde  on  deux  moitids  par  un  dia- 
nietrc  quelcouque,  il  s'agit  de  parlager  l’une  de  res 
moitids  en  deux  parties  telles  <jUe  leUr  dlfldrence  seit 
gdomelriqucment  asignablc. 

De  ellipsi  minima  dato  parallelogrammo  yectangulo  cir- 
cuuisrribcnda.  A.  IV.  II.  1780.  p.  3. 

Solutio  problematis  niaxime  curinsi,  ejuo  inler  omnes  ellip- 
ses,  ipiae  circa  datum  trianguluin  circumscribi  possunt, 

ea  quacritur,  cujus  area  sit  oniniuin  minima.  X.  A.  IX. 
1777.  p.  146. 

Probletna  gcometricuni : roter  omnes  ellipses,  quae  per  data 
quatuor  puncla  traduci  possunt.  eam  detinire,  quae  lrabet 
aream  minimam.  X,  A.  IX.  1777.  p.  132. 

Specimen  allerum  methodi  novac  quanlilates  Lranscerdetites 
intcr  se  romparandi:  De  comparatfone  arcuuin  ellipsis.  N. 
Comm.  VH.  1758.  1759.  p.  3. 

NB.  Lc  Sptcimtn  primum  voir  ci-dcssous  N.  424. 

Solutio  problematum  rectificationem  ellipsis  requirenthun. 
Comm.  VIII.  1736.  p.  86.  , „ 

Nova  series  infinita  maxime  convergens,  perimetrum  ellip- 
sis exbibens.  N.  Comm.  XVIII.  1773.  p.  71. 
AniniadversLunes  in  rcrtiiirationcm  ellipsis.  Op.  vor.  arg. 
II.  1750.  p.  121. 

De  curvis  hvperbölicis,  quae  intra  suas  asvmptotas  spatiuM 
finitiun  includunt.  A'.  A.  VIII.  1777.  p.  116. 

Praeter  cirrulum  nulla  datur  Curva  algebraica,  cujus  sin- 
guli  arcus  per  arcus  circulares  simpliciter  exprimi  queant. 
Op.  onal  II.  1775.  p.  76.  Memoire  intituld:  TheoremaUl 
quaedam  analylica  quorum  demonstratio  adhnc  desiderathr. 
(Voir  102.  415). 
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f -'V  Gotirbe*  des  ordres  superieurs. 

358.  ao.  De  curvis  triangularibus.  A.  II.  II.  1778.  p.  3. 

359.  ai.  Problematis  eujtisdam  geometriri  prorsus  singularis  evölu*- 

*'  tio.  N.  Comrn.  XFI.  1771.  p.  IW). 

Trouver  une  eourbe  teile  qu’en  lui  menant  une  fan- 
gente  quelconque,  laquellc  coupe  une  ligne  dtoite  don- 
nde,  la  lfgne  qui  parlige  en  deuX  dgalement'-l’angle 
compris  entre  la  langente  et'Ia  drohe donnee,  soil  eou- 
:■  stammen)  normale  ä la  eourbe.  1 

360.  aa.  Evolutio  problematis  cujus  solutio  analytiea  est  diffieillima, 

dum  syntlietica  per  ae  est  obvia.  IV.  .4,  FM.  1377.  p.  73. 

. • . i Trouver  autour  du«  point donnd  une  ligne  eourbe  teile 

que  la  dislance  du  point  (ixe  dornig  an  CBntre  du  eercle 
i ••  i i)  osrulateur,  soit  partout  la  meine. 

361.  as.  Problems  geometrieurn  ob  singuWia  symptbmata  imprimis 

memorabile.  Jft.  j4.  FlII.  1777.  p.  87» 

Tracer  autour  d’un  point  donne  une  ligne  eourbe  teile 
. que  l’aire  du  secteur  compris  entre  un  arc  quelconque 

et  les  deux  dmites  tirees  de  ses  extrdmites  au  point 
. i donne',  soit  proporlionelle  au  rarre  de  l’arc,  f’esl-i^- 
dire  que  S1zzin  E,  S e'tanl  l’arc  et  E la  surface  du 


secteur.  , ,.  >••• 

362.  as.  Re'llexion  sur  un  probleme  de  gdouietrie  traitc'  par  queli 
ques  gdometres  et  qui  est  ndaumoins  impossilile.  Mem.  de 
Berlin.  X.  1754.  p.  173. 

“***‘:  * * ♦ . I % K 

Trouver  une  ligne  eourbe  autour  d’un  point  fixe  teile 
que  si  l’on  tire  par  ce  point  fixe  une  ligne  droite  quel- 
i • , cooque  qui  coupe  la  eourbe  en  deu.x  poinls,  les  tau*- 
genles  menees  ä ces  points  fassent  entre  elles  un  angle 
• droit.  , 

\ . • . • • J* 

Solutio  de  invenienda  curva  quam  formal  lamina  utcunque 
elastira  et  gravis.  (lamm.  III.  1728.  p.  70. 

364.  ae.  De  miris  proprietalibua  curvae  elasticae  sub  aequatione 
x xdx 

(l-*4) 


i.  - • > \ 

363.  as. 


t 


:y.zz: contenUe.  A FI.  II.  1775.  p>  34.  r, 
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365.  37.  De  figura  curvae  elasticae  contra  objertiones  quasdam  111. 

d’Alembert.  A.  III.  U,  1779.  p.  188. 

366.  38.  Demonstratio  theorematis  Bemoulliani , quod  ex  evolu- 

tionc  curvae  cujuscunque  reclangulae  in  infinituin  conti- 
nuatae  Landein  cytloides  nascanlur.  N.  Comm.  X.  1761. 
p.  17». 

367.  3a.  De  duplici  genesi  tarn  epicycloidum  quam  hyporycloidum. 

A.  V.  I.  1775.  p.  48. 

368.  so.  De  curva  hypergeomelrica  har.  aequatione  expressa: 

y ~ 1.  2.  3. . . x. 

N.  Cotrim.  XIII.  1778.  p.  3. 

369.  *t.  De  novo  quodam  curvarum  taulochronarum  gencre.  Comm. 

» II.  1727.  p.  126. 

370.  sa.  De  innumerabilibus  curvis  tautochronis  in  vaeuo.  Comm. 

■\  • . IV.  1729.  p.  49. 

371.  88.  Curva  taulochrona  in  fluido  resistentiam  faciente  secun- 

dum  quadrata  celeritatum.  Comm.  IV.  1729.  p.  67. 

372.  84.  Solulio  singularis  Casus  circa  tautochronisminn-  Comm.  VI. 

1732.  1733.  p.  28. 

373.  85.  Dilucidationes  de  tautochronis  in  medio  resistente.  N.  Comm. 

X.  1764.  p.  156. 

374.  56.  Quomodo,  data  quacunque  curva,  invenire  opporteat  aliam, 

quae  cum  data  quodammodo  juncta  ad  tautochronismum  pro- 
ducendum  sit  idonea.  Comm.  V.  1730.  1731.  p.  143. 

375.  87.  De  taulochrona  in  medio  rarissimo,  quod  resistit  in  ra- 

tione  multiplicata  ipiacunque  celerilatis.  N.  Comm.  XV II. 
1772.  p.  349. 

376.  88.  Dilucidationes  de  tautochronismo.  N.  Comm.  XVII.  1772. 

p.  362. 

377.  89.  De  vera  tautochrona  in  fluido.  N.  Comm.  XVII.  1772. 

p.  333. 

378.  4o.  De  linea  celerrimi  desrensus  in  medio  quorunque  resistente. 

Comm.  VII.  1734.  1735.  p.  135. 

379.  4t.  Consideraliones  circa  brachystochronas.  A.  I.  II.  1777./».  70. 
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380.  4a.  De  vera  brach ystochrona , seu  linea  celerrimi  deseensus  m 

medio  resistente.  Mim.  VlU.  1780.  p.  29. 

381.  45.  Investigatio  aqcuratior  circa  brachystochronas.  Mim.  VIII. 

1780.  p.  17. 

382.  44.*  De  bracbystochrona  in  medio  resistente  dum  corpus  ad 

centrum  virium  utcunque  attrahitur.  Mim.  VIII.  1780. 

p.  41. 

383.  45.  Problematis  isoperimetrici  in  latissimo  sensu  accepti  soln- 

tio  generalis.  Comm.  VI.  1732.  1733.  p.  123. 

384.  4«.  Solulio  problematis  cujusdam  a Cel.  Dan.  Bernoulli  pro- 

positi.  Comm.  X.  1738.  p.  164. 

Parmi  toutes  les  courbes  isop^rimAriques  comprises  enlre 
les  meines  lermes  trouver  cellc  <la ns  laquclle  Jrmds 
soit  un  inaximum  ou  un  minimum-,  r etant  le  rayon 
osrulateur,  et  s l’arc  de  la  courbe. 

383.  47.  Methodus  inveniendi  infinitas  curvas  isoperimetricas  coqa- 

muni  proprietate  praeditas.  N.  Comm.  VI.  1750.  1751.  p.  3. 

386.  4s.  Solutio  problematis  ob  singularia  calculi  artiiicia  memo- 

rabilis.  Mim.  il.  1779.  p.  13. 

Trouver  une  courbe  teile  qu’en  nommant  les  cordon- 
ndes  x et  y , l’arc  s , et  v une  fonction  quclconque 
de  Y(xx-{ -yy),fvds  soit  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

387.  49.  Solutio  problematis  trajectoriarum  reciprocarum.  Comm.  II. 

1727.  p.  92. 

388.  so.  De  curvis  rectificabil  ibus  algebraicis  atque  trajectoriis  reci- 

procis  algebraicis.  Comm.  V.  1730.  1731.  p.  169. 

389.  61.  Nova  methodus  inveniendi  trajectorias  reciprocas  algebraicas. 

Op.  var.  arg.  III.  1751.  p.  54. 

390.  64.  Recberches  sur  la  vdritable  courbe  que  ddcrivent  les  corps 

jetds  dans  l’air  ou  dans  un  autre  fluide  quclconque.  Mim. 

de  Berlin.  IX.  1753.  p.  321. 

391.  65.  Digressio  de  trajecloriis  tarn  orthogonal  ibus  quam  obliquan- 

gulis.  N.  Comm.  XPIl.  1771.  p.  205. 

K 
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393.  s*.  Consideraliones  de  trajectoriis  orthogonal  ibus.  X.  Comm. 

XIF.  I.  1769.  p.  46. 

193.  58.  Consideralione«  super  trajectoriis  tarn  rerlangulis  quam  ob- 
liquangulis.  N.  A.  I.  1775.  p.  3. 

394.  66.  De  trajectoriis  reciproris  tarn  rectangulis  quam  obliquan- 

gulis.  A.  FI.  II.  1775.  p.  3. 

395.  67.  De  problcmate  trajectoriarum  orlhogonalium  ad  superficies 

- translato.  Mim.  FII.  1782.  p.  33. 

396.  68.  De  problemate  curvarum  synrhronarum,  ejusque  imprimis 
i inverso.  Mim.  IX.  1781.  p.  20. 

397.  68.  Methodus  nova  et  generalis  problema  synrhronarum  in- 

versum  aliaque  ejusdem  generis  resolvendi.  Mim.  IX.  1781. 
p.  35. 

398.  eo.  Commenlatio  de  eurvis  trartoriis.  N.  A.  II.  1775.  p.  3. 

399.  6».  De  trartoriis  composilis.  X.  A.  II.  1775.  p.  28. 

400.  ea.  De  viribus  centripetis  ad  rurvas  non  in  codem  plano  sitas 

describendas  requisitis.  N.  A.  HI.  1776.  p.  111. 

401.  ss."  Methodus  farilis  omnia  symplomata  linear  um  curvarnm  non 

402.  e*.  jn  e(xjelu  plano  sitarum  investigandi.  (Deux  in^moires). 

A.  VI.  I.  1782.  p.  19.  37. 

403.  65.  De  linea  brevissima  in  superfirie  quarunque  duo  quaelibet 

puncla  jungente.  Comm.  III.  1728.  p.  1 10. 

404.  66.  Accuratior  evolutio  problematis  de  linea  brevissima  in  su- 

perfirie quarunque  durenda.  N.  A.  XF.  1779.  p.  44. 

405.  67.  De  curva  rertificabili  in  superfirie  spliaerira.  X.  Comm. 

XF.  1770.  p.  195. 

406.  6*.  De  lineis  rertitirabilibus  in  superfirie  sphaeroidira  quarun- 

que  geometrira  ducendis.  X.  A.  IH.  1776.  p.  57. 

407.  66.  De  eurvis  rertifirabilibus  in  so  per  fit  ie  roni  rerti  ducendis. 

A.  F.  I.  1776.  p.  60. 

408.  7o.  De  lineis  eurvis  non  in  eodem  plano  sitis,  quae  maximi 

vel  minim»  proprietatp  sunt  praeditae.  Mim.  IF.  1779. 

p.  18. 
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409.  71.  Solutio  problematis  (e  methodo  tangenlium  io  versa)  merne 

Novembris  1743  (in  Actis  Erud.  Lips.)  propositi.  Ada 
' Erud.  Lips.  1744  p.  315. 

410.  7a.  De  insigni  promotione  metbodi  tangentinm  mversae.  IV. 

Comm.  X.  1764.  p.  135. 

411.  75.  De  melhodo  tangentiuni  inversa  ad  thcoriam  solidorum 

Iranslata.  N.  A.  Fl.  1776.  p.  77. 

412.  74.  Solutio  trium  problcmatum  dilTiciliorum  ad  methodutn  tan- 

gcntium  inversam  pertinentium.  Mem.  X.  1781.  p.  16. 

Rectific.ition  des  courbes. 

413.  76.  Invesligatio  binarum  curvarum,  quanirn  arcus  eidem  ab- 

scissae  respondentes  sumniam  algebraicam  constituunt.  Comm. 
FM.  1736.  p.  23. 

414.  76.  De  reductione  Iinearum  curvarum  ad  arcus  circulares.  N. 

Comm.  II.  1749.  p.  3.  ~ \ 

415.  77.  Nulla  prorsus  dalur  rurva  algebraica,  cujus  singuli  arcus 

simpliciter  per  logaritbmos  exprimi  queant.  Op.  anal.  II. 
1775.  p.  76.  Mdmoire  inlituld:  Theoremta  quaedam  anafy- 
tica,  qtiornm  demonstratio  adhtic  desideratur.  (V.  102.  357). 

416.  7«.  De  curvis  algebraicis,  quarum  omnes  arcus  per  arcus  cir- 

culares ineliri  licet.  Mim.  XI.  1781.  p.  114. 

417.  70.  De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarum  longiludo  per  ar- 

cus  paraboiicos  metiri  potest.  N,  A.  V.  1776.  p.  59. 

418.  so.  De  iofinitis  curvis  algebraicis,  quarum  longitudo  arcui  pa- 

rabolico  aequatur.  Mem.  XL  1781.  p.  100. 

419.  si.  De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarum  longitudinem  p-r 

arcus  elliptiros  metiri  licet.  N.  A.  F.  1776.  p.  71. 

420.  sa.  De  infinitis  curvis  algebraicis,  quarum  longitudo  indefinite 

arcui  elliptico  aequatur.  Mem.  XI.  1781.  p.  95. 

•421.  ss.  De  binis  curvis  algebraicis  invenkündis,  quarum  arcus  in- 
finite inter  se  sint  aequales.  N.  A.  !F.  1776.  p.  96. 

422.  8*.  De  binis  curvis  algebraicis  eadem  rectificatinne  gaudentibua. 
Mim.  XI.  1781.  n.  102. 
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423.  85.  Observationes  de  comparatione  arcuum  irrcctificabilium. 

N.  Comm.  FI.  1756.  1757.  p.  58. 

424.  86.  Specimen  novae  methodi  curvarum  quadraturas  et  rcctifi- 

rationea  aliasque  quantitativ  transcendentcs  inter  se  com- 
parandi.  K.  Comm.  VII.  1758.  1759.  p.  83.  (Voir  ci- 
dessus  N.  352). 

425.  87.  De  curvis  algebraicis  quarum  longitudo  exprimilur  liac  for- 

mula  intrgrali  f ^ X.  A.  FI  1776.  p.  36.  . 

426.  88.  De  arcubus  curvarum  aeque  amplis  eorumque  comjiara- 

tione.  N.  Comm.  XII  1766.  1767.  p.  17. 

427.  89.  De  duabus  pluribusve  curvis  algebraicis,  in  qtiilms  si  a ter- 

minis  fixis  arcus  aequales  abscindantur,  eorum  ampliludines 
da  tarn  inter  se  teneant  rationem.  TV.  A.  FI.  1776.  p.  63. 

428.  »o.  Sur  le  point  de  rebrousscnient  de  la  scconde  espece  de 

M.  le  Marquis  de  l’Höpital.  Mim.  de  Berlin.  F.  1749. 
p.  203. 

429.  91.  Melhodus  facilis  investigandi  radiuin  osi'uli,  ex  principio 

maximorum  et  minimorum  petita.  N.  A.  F II.  1776. 
p.  83. 

430.  9*.  De  curvis,  quarum  radii  osculi  tenent  rationem  duplica- 

tam  distantiae  a puncto  fixo,  earumque  mirabilibus  pro- 
prietalibus.  Mim.  IX.  1781.  p.  47. 

Dcveloppement  de»  courbe». 

• » 

431.  95.  Investigatio  curvarum  quae  evolutae  sui  similes  producunt. 

Comm.  XII  1740.  p.  3. 

432.  9».  Investigatio  curvarum,  quae  similes  sinl  suis  evolutis  vel 

primis,  vel  secundis,  vel  tertiis,  vel  adco  ordinis  cujus- 
cunque.  N.  A.  I 1775.  p.  75. 
es.  Demonstratio  theorematis  Bernoulliani , quod  ex  evolu-, 
tione  curvae  cujuscunquc  rectangulae  in  infinitum  con- 
tinuatae  tandem  cycloides  nascantur.  N.  Comm.  X.  1764. 
p.  179.  (V.  ei-dessus.  N.  366), 
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Surfaces  courbei. 

433.  #e.  Reclierches  sur  la  courbure  des  surfaces.  Mim  de  Berlin. 

XVI.  1760.  p.  119. 

434.  »7.  Evolutio  insignis  paradoxi  circa  aequalitatem  superficie- 

rum.  N.  Cotnm.  XIV.  I.  1769.  p.  104. 

435.  98.  Investigatio  superficierum , quarum  normales  ad  datum 

planum  productae,  sint  omnes  inter  se  aequales.  N.  A.  X. 
1777.  p.  41. 

436.  99.  De  superficie  conorum  scalennrum  aliorumque  corporum 

conicorum.  N.  Comm.  I.  1747.  1748.  p.  3. 

437.  too.  De  superficie  coni  scaleni,  ubi  imprimis  ingentes  difficul- 

tates,  quae  in  hac  investigalione  occurrunt,  perpenduntur. 
JV.  A.  III.  1776.  p.  69. 

438.  toi.  De  solidis,  quorum  superficiem  in  planum  explicare  licet. 

N.  Comm.  XVI.  1771.  p.  3. 

439.  toa.  De  corporibus  cylindricis  incurvatis.  N.  A.  XU.  1778.  p.  91. 

MECAN1QUE. 

Mccanique,  en  general. 

440.  t.  Recberches  sur  la  connaissance  mdcanique  des  corps.  Me  n. 

de  Berlin.  1758.  p.  131. 

441.  a.  Mechanica , sivc  motus  scicntia  analytice  exposita.  Ou- 

vrage  separi.  St.-Pelersboiug.  1736.  2 tomes.  4. 

442.  s.  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum.  Ou- 

vrage  separe.  Rostock.  1765.  4. 

443.  *.  De  proprielatibus  triangulorum  mechanicis.  A.  III.  II. 

1779.  p.  126. 

Principe«  d'equilibre  et  de  monvement. 

444.  5.  Ddcouverte  d’un  nouveau  principe  de  mdcanique.  Mim. 

de  Berlin.  VII.  1750.  p.  185. 

445.  e.  Harmonie  entre  les  principes  g^ndraux  de  repos  et  de 

mouvement  de  M.  de  Maupertui*.  Mim.  de  Berlin. 
VII.  1751.  p.  169. 
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446.  7.  Sur  le  principe  de  la  moindre  artion.  Mem.  de  Berlin. 

FII.  1751.  p.  199. 

447.  a.  E xamen  de  la  dissertalion  de  M.  le  prof.  König,  insc'i ee 

448.  a.  djujg  Actes  de  Lcipair  pour  le  mois  de  mars  1751, 

(Deux  me'moires).  Ment,  de  Bcrl.  VII.  1751.  p.  219.  240. 

449.  jo.  Disscrtalio  de  prinripio  mininiae  actionis  una  rum  exa- 

mine  objerlionum  CI.  Prof.  Königii  contra  hoc  prinri- 
pium  fartorum.  Ouvrage  scpare.  Berlin.  1753.  8. 

450.  ii.  Lettre  4 M.  Marian  sur  le  memc  sujct.  Mem.  de  Berlin. 

VI.  1750.  p.  522. 

451.  la.  Essai  d’une  de'inonstralion  mdlaphysique  du  principe  g£- 

ndral  de  l’e'fjuilibre.  Ment.  de.  Berlin.  III.  1751.  p.  246. 

452.  18.  Diluridationcs  super  aliquot  Casus  aequilibrii  difliciliores. 

A.  II!.  II.  1779.  p.  106. 

453.  14.  Genuina  prinripia  doctrinae  de  statu  aequilibrii  et  motu 

rorporum  tain  perfecte  flexibilium  quam  elasticorum.  J\. 
' Comm.  XV.  1771 . p.  381. 

454.  16.  De  gemina  metbodo  tarn  aequilibrium  quani  motuin  cor- 

porum  flexibilium  determinandi,  et  utriusque  cgregio  con- 
sensu.  ' X.  Cornm.  XX.  1776.  p-  286. 

455.  16.  De  motu  rorporum  flexibilium.  Op.  vor.  arg.  IH.  1751, 

p.  88. 

456.  17.  Sur  le  mouvement  des  rorps  flexibles.  Mem.  de  Berlin. 

/.  1745.  p.  54.  //. 

457.  18.  De  motu  rorporum  flexibilium.  Comm.  .4 IV.  1744 — 1746. 

p.  182. 

458.  »0.  De  pressione  funium  tensorum  in  rorpora  subjerla,  eortun- 

459.  ao.  qUe  nlotu  a friclione  iuipcdilo;  ubi  praeserlim  metbodus 

tradilur  molum  corporuni  tarn  perfecte  flexibilium  quam 
iitrunquc  elastiroruin  non  in  endem  plano  sitorum  determi- 
nandi. (Deux  nubnoires).  X.  Comm.  XX.  1776.  p.  304.  327. 

460.  ai.*  Acruratior  evolulio  forinularum  pro  lilorum  flixibilium 

aequilibrio  et  motu  inventorum.  A.  VI.  II.  1782.  p.  148. 

461.  aa.  De  aequilibrio  et  motu  «orponun  flexuris  elasticis  juncto- 

rum.  N.  Comm.  XIII.  1769.  p.  259.  j.  \ 
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462.  28.  Dp  problemate  quodam  mechanico  satis  obvki  at  soluto 

difficillimo.  A.  II.  II.  1778.  p.  150. 

463.  a*.  Solulio  gemina  problcmatis,  quo  motus  corporis,  filo  ali- 

cubi  alligali,  super  plano  horizontali  quacritur.  A.  II. 
II.  1778.  p.  162, 

464.  35.  De  motu  libero  plurium  corporum  filis  colligalorom  super 

plano  horizontali.  A.  IP.  I.  1780.  p.  107. 

465.  ae.*  Solulio  problelnatis  mechanici.  N.  A.  HI.  1779.  p.  142, 

L’auteur  considere  deux  cylindres  paralleles  entre  eux, 
sur  un  plan  horizontal,  avec  un  fil  qui  les  enveloppe, 
en  passant  au  dessous  de  l’un  et  au  dessus  de  l’aulre: 
il  suppose  que  rharun  de  ces  cylindres  soit  represente 
par  la  section  circulaire  d'un  plan  qui  le  coupe,  et  que 
ces  deux  sertions  avec  le  bl  soient  siluees  dans  un 
meine  plan  verlical.  On  deinande  quelles  lois  suivra 
le  mouvement  de  ces  cylindres,  si  l’on  donne  un  cboc 
a Tun  d'eux,  ou  ä tous  les  deux  ä la  Ibis? 

466.  37.  De  motu  globi  heterogenei  super  plano  horizontali,  una 

cum  dilucidationibus  nccessariis  super  motu  vacillatorio. 
- JY.  A.  1.  1775.  p.  119.  t 

467.  3g.  Considcratio  motus  p'ane  singularis,  qui  in  blo  perfecte 

flexili  locum  habere  polest.  N.  A.  II.  1775.  p.  103. 

468.  2».  Formulae  generales  pro  translalione  quacunque  corporum 

rigidorum.  A'.  Comm.  XX.  1776.  p.  189. 

469.  so.  Nova  methodus  motum  corporum  rigidorum  determinandi., 

Ar.  i 'omm.  XX.  1776.  p.  208. 

470.  ai.  De  motu  quodam  maxime  memorabili,  satis  quidem  sim- 

plici,  at  solutu  diflicillimo.  IV.  A.  V.  1779.  p.  149. 

471.  52.  De  motu  corporum  in  superficiebus  mobilibus.  Op.  var. 

arg.  I.  1746.  p.  1. 

Mouvement  des  projectiles. 

SS  — 41.  Voir  nett  f m^moires  sur  les  trajectoires : Giomttrie  annljti<put 
k i’article  Courhtt  des  ordrts  supirieurs.  (N.  387  — SOS) 
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Peianteur  et  deicente  de*  corp«. 

472.  «i.  De  motu  gravium  citissimo  super  curvis  specie  datis.  IV. 

Conun.  XVII.  1773.  p.  488. 

473.  48.  Enudatio  maxiini  paradoxi  in  problcmatc  quodam  mechaniro 

occurrentis.  Mem.  X.  1781.  p.  7. 

474.  44.  De  descensu  baruli  super  hypomochlio  cylindrico  fixo  de- 

lal>entis.  A.  VI.  I.  1775.  p.  117. 

475.  45.  Solutio  problematis  mechanici  non  paruin  curiosi.  Mem. 

Vit.  1782.  p.  23. 

476.  4«.  Solutio  problematis  meebaniei.  N.  A.  Xlll.  1782.  p.  64. 

Un  fil  de  longueur  inddterminde  est  j>assd  plusieurs 
fois  et  tout  entier  autour  d’un  disqne  circulaire;  son 
extremitd  est  attarbe'e  dans  un  point,  et  plus  bas,  a 
une  distanrc  egale  au  rayon  du  disque,  se  trouve  un 
plan  inelind  sur  lequel  on  pose  le  disque  de  maniere 
que  lorsqu’il  descend  en  vertu  de  sa  pesanteur,  il  dd- 
roule  par  le  bas  le  bl  dont  il  est  enveloppd.  On  de- 
mande  son  mouveincnt. 

Mouvement  de  rotation  des  corps. 

477.  47.  Du  mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour  d’un 

axe  variable.  Mem.  de  Berlin.  XlV.  1758.  p.  154. 

478.  48.  Du  mouvement  d’un  corps  solide  quelconque,  lorsqu’il  toume 

autour  d’un  axe  mobile.  Mem.  de  Bert.  XV f.  1760.  p.  176. 

479.  49.  De  rollisione  corporum  gyrantium.  N.  Comm.  XVII.  1773. 

p.  272. 

480.  60.  De  rollisione  corporum  pendulomm,  tarn  obliqua,  quam 

motu  gyratorio  perturbata.  N.  Comm.  XVII.  1773.  p.  315. 

481.  61.  De  motu  globi  circa  axem  obliquum  quemeunque  gyranlis 

et  super  plano  horizontali  incedentis.  A.  VI.  II.  1775.  p.  107. 

Mouvement  d’oscillation. 

482.  &a.  De  minimisoscillationibus  corporum  tarn  rigidorum  quam  fle- 

xibilium,  methodus  nova  ac  faciiis.  Comm.  VII.  1740. p.  99. 


Digitized  by  Google 


XCVIt 


483.  SS.  De  oseillationibus  fili  flexilis  quotcunque  pondusculis  onusli. 

Comm.  Will.  1741.  p.  30. 

484.  6*.  De  novo  genere  oscillalionum.  Comm.  XI.  1750.  p.  128. 

485.  ss.  De  motu  oscillatorio  corporuin  ilexibilium.  Comm.  Xllt. 

1751.  p.  124. 

486.  66.  De  motu  oscillatorio  duonun  corporum  ex  filo  super  troch- 

leas  traducto  suspensonira.  A.  II.  II.  1778.  p.  137. 

487.  67.  De  motu  oscillatorio  tabulae  suspcnsae  et  a vento  agitatae. 

N.  A.  IV.  1775.  p.  131. 

488.  68.  De  motu  oscillatorio  penduli  circa  axem  cylindricum  plano 

horizontali  incumbenlem.  N.  A.  VI.  1780.  p.  145. 

489.  6».  De  motu  tautorbrono  pendulorum  composilorum.  N.  Comm. 

III.  1753.  p.  286. 

490.  eo.  De  oseillationibua  minimis  penduli  quotcunque  pondusculis 

onusti.  N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  289. 

491.  61.  De  motu  oscillatorio  peuduli  cujuscunque  dum  arcus  da- 

tae  amplitudinis  absolvit,  A.  I.  II.  1777.  p.  159. 

492.  ea.  De  motu  oscillatorio  mixlo  plurium  pendulorum  ex  eodem 

corpore  mobili  suspensorum.  A.  III.  I.  1779.  p.  89. 

493.  es.  De  motu  oscillatorio  pendulorum  ex  fUo  lenso  dejienden- 

lium.  A.  III.  II.  1774.  p.  95. 

494.  es.  De  motu  penduli  circa  axem  cylindricum  fulcro  datae 

figurae  iueumbentem  mobilis,  remota  friclione.  Disserlaliö 
prior.  A.  1F.  II.  1780.  p.  133. 

495.  äs.  De  codcm  argumento,  sed  habila  frictionis  rationc,  disscr- 

tatio  altera.  A.  IV.  II.  1780.  p.  164. 

496.  66.  De  motu  oscillatorio  binarum  lanrium  ex  libra  suspensarum. 

N.  Cornm.  XIX.  1775.  p.  302. 

497.  67.  Explicalio  motus  oscillatorii  mirabilis  in  libra  majori  ob- 

servati.  N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  325. 

498.  66.  Delcrminatio  motus  oscillatorii  in  disserlatione  Cel.  Dan. 

Bernoulli  (N.  Comm.  XVIII.  p.  247)  perlractali,  ex  pri- 
mis  mechanicae  principiis  petita.  N.  Comm.  XV III.  1774. 

; : * p.  268. 
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499.  «8.  De  oscillationibus  minhnis  funis  libere  suspensi.  A.  V.  I. 

1774.  p.  157. 

Mouvement  vibratoire  Theorie  du  son.  Theorie 
mathematique  de  la  musique. 

500.  70.  Dissertatio  physica  de  sono.  Ouvrage  separe.  Bdle. 

1727.  4. 

501.  71.  De  motu  aeris  in  tubis,  inaequaliter  amplis.  N.  Comm. 

XVI.  1772.  p.  281. 

502.  va.  Conjeclura  pbysira  de  propagatione  soni  (et  luminis).  Op. 

var.  arg.  II.  1750.  p.  1. 

503.  7S.  De  la  propagation  du  son.  Metn.de  Berlin.  XV.  1759.  p.  185. 

504.  74.  Supplement  aux  rerherches  sur  la  propagation  du  son. 

Mem.  de  Berlin.  XV.  1759.  p.  210. 

505.  76.  Continualion  des  recherehes  sur  la  propagation  du  son. 

Mem.  de  Berlin.  XV.  1759.  p.  241. 

506.  7«.  Eclaircissements  plus  de’taillds  sur  la  gtWration  et  la  pro- 

pagalion  du  son  et  sur  la  formation  de  l’dcho.  Mem.  de 
Berlin.  XXI.  1765.  p.  335. 

507.  77.  Lettre  5 M.  de  la  Orange  eontenant  des  rerherches  sur 

la  propagation  des  «?branlrnienls  dans  un  milieu  e'laslique. 
Mise.  Tattr.  II.  1760.  1761.  p.  I. 

508.  7S.  De  propagalione  pulsuum  per  medium  elastiemn.  X.  Comm. 

/.  1750.  p.  67. 

509.  79.  De  chordis  vibrantibus  disquisilio.  X.  Comm.  XVII.  1773. 

p.  381. 

510.  so.  De  motu  turbinatorio  chordarum  musirarum;  ubi  simul  uni» 

versa  theoria  tarn  aequilibrii  quam  motus  rnrporum  flexi- 
bilium  simulque  etiam  elastirorum  breviter  explieatur.  X. 
Comm.  XIX.  1775.  p.  340. 

511.  si.  Eclaircissements  sur  le  mouvement  des  cordes  vibrantes. 

Mise.  Tour.  III.  1762 — 1765.  p.  1. 

512.  sa.  Delerminatio  omnium  motuurn,  quos  chorda  tensa  et  uni- 

formiter  crassa  reripere  potest.  Ae  III.  II.  1774.  p.  116. 
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513.  si.  Animadvcrsiones  in  solutionem  Bernoullianam  de  motn 

chordaruni  ex  duabus  partibus  diversae  rrassitiei  compo- 
sitarum.  (Tom.  XVI.  Nov.  Comm.  p.  257).  N.  Comm.  < 
XVII.  1773.  p.  410.  ■ 

514.  s«.  De  motu  vibratorio  rhordarutn  ex  partibus  quotrunque  di- 

versae crassitiei  compositarum.  X.  Comm.  XFII.  1773. 
p.  422. 

515.  85.  De  motu  vibratorio  cliordarum  rrassitie  utcunque  variabili 

praedilarum.  N.  Comm.  XVII.  1773.  p.  432. 

516.  86.  De  motu  vibratorio  chordarum  inaequaliter  rrassarum.  X. 

Comm.  1. X.  1764.  p.  246. 

517.  87.  Rerherches  sur  le  niouvement  des  cordes  indgalement  epais- 

ses.  Mise.  Taur.  III.  1762 — 1765.  p.  27. 

518.  88.  Diluridaliones  de  motu  chordarum  inaequaliter  rrassarum. 

A.  IV.  II.  1780.  p.  99. 

519.  so.  Sur  le  mouvement  d’une  corde  qui,  au  commencement, 

n’a  e'le'  dbranlde  que  dans  une  parlie.  Mein,  de  Berlin, 
XX/.  1765.  p.  307. 

520.  »0.  Sur  les  vibrations  des  c ordps.  Mein,  de  Berl.  I V.  1748.  p.  69. 

521.  91.  Remarques  sur  les  me’iuoifes  de  Dan.  Bernoulli  qui  rou- 

lent  sur  la  courbe  que  fait  une  corde  tendue  inise  en  Vi- 
bration, et  sur  les  differentes  especes  de  vibrations  des 
cordes.  Mem.  de  Berlin.  IX.  1753.  p.  196. 

522.  9a.  De  perturbatione  motus  cliordarum  ab  earuin  pondere  oriunda. 

Al.  V.  1.  1774.  p.  180. 

523.  »S.  Demotu  vibratorio  fili  flexilis  rorpusrulis  quotrunque  onusti. 

X.  Comm.  XI.  1764.  p.  215. 

524.  94.  De  motu  vibratorio  laminarum  elastirarum.  ubi  plures  no- 

vae  vibralionum  species  haclenus  non  pertrartalae  evol- 
vuntur.  X.  Comm.  XVII.  1773.  p.  449.  v 

525.  96.  Investigalio  motuum , quibus  laminae  et  virgae  elastirae 

contremiseunt.  A.  III.  I.  1779.  p.  103. 

96.  De  aequilibrio  et  motu  corporum  flexuris  elaslicis  juncto- 
rum.  X.  Comm.  XI U.  1768.  p.  259.  (V.  461). 
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526.  «7.  Solutio  problematis  de  invenienda  curva  quam  format  la- 

ut i na  clastira  in  singulis  punctis,  a potcntiis  quibuscun- 
que  soliritata.  Comm.  III.  1728.  p.  70. 
eg.  De  miris  proprietatibus  curvae  elasticae  sub  aequatione 

j — contenUe.  A.  VIA.  1782.  p.  31.  (V.  361). 

527.  ee.  De  mutu  vibralorio  tympanorum.  N.  Comm.  X.  1766. 

p.  231. 

528.  loo.  Tcji tarnen  de  sono  campanarum.  N.  Comm.  X.  1766.  p.  261. 

529.  tot.  Tentamcn  novae  theoria  Musicae,  ex  certissimis  harmo- 

niae  prinripiis  dilucide  expositae.  Ouvrage  separe. 
St.-Petersbourg.  1739.  1. 

530.  toa.  Conjertures  sur  la  raison  de  quelques  dissonances  g<?ne’- 

ralenient  reeues  dans  la  musiquc  moderne.  Mem.  de  Bert. 
XX.  1761.  p.  165. 

531.  los.*  Du  veritable  oaraotire  de  la  musitpie  moderne.  Mem.  de 

Berlin.  XX.  1761.  p.  175. 

532.  tot.  De  harmoniae  veris  prinripiis  per  spcrulum  musiriun  re- 

pracsenlatis.  N.  Comm.  XVIII.  1774.  p.  330. 

* t*  I 

Force»  motrice*. 

533.  toe.  Reflexions  sur  quelques  lois  generales  de  la  nature  qui 

s’olwervent  dans  lcs  effets  de  forces  quelconques.  Mem. 
de  Berlin.  IV.  1718.  p.  189. 

531.  »06.  Recherches  siur  les  plus  grands  et  les  plus  pelils  qui  se 
trouvent  dans  les  actions  des  forces.  Mem.  de  Berlin. 
XV.  1718.  p.  149. 

535.  «07.  Recherches  sur  l’origine  des  forces.  Mem.  de  Berlin.  VI. 

1750.  p.  119. 

Forces  centrales. 

536.  los.  De  attractione  corporum  spliaeroidico-elliplieorum.  Comm. 

X.  1717.  p.  102. 

537.  loa.  Probleme:  Un  corps  etant  allire  en  raison  reciproque 
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quarrte  des  dislances  vers  dcux  points  fixes  donnds,  trou- 
ver  le  cas  oü  la  courbe  d&'rite  par  ee  corps  sera  alg^- 
brique.  Mim.  de  Berlin.  XVI.  1760.  p.  228. 

538.  I io.  De  motu  corjwris  ad  duo  virium  centra  altracli.  A.  Comm. 

X.  1766.  p.  207. 

539.  lil.  De.  motu  corporis  ad  duo  centra  virium  fixa  attracti.  A. 

Comm.  XI.  1767.  p.  152. 

540.  lia.  Considerations  sur  le  probleme  des  trois  corps.  Mim.  de 

Berlin.  XIX.  1763.  p.  194. 

541.  ns.  De  motu  trium  corporum  se  mutuo  aftrahentium  super 

eadem  linea  recta.  N.  A.  III.  1776.  p.  126. 

542.  114.  De  motu  reotilineo  trium  corporum  se  mutuo  altrahentium. 

A.  Comm.  XI.  1767.  p.  144. 

543.  116.  De  momentis  virium  respectu  axis  cujuseunque  invenien- 

dis;  ubi  plura  insignia  symptomala  circa  binas  reclas,  non 
in  eodem  plano  silas,  explicantur.  A.  A.  VII.  1780. 
p.  191. 

544.  ite.  Metbodus  farilis  omnium  virium  momenta  respectu  axis 

cujuseunque  determinandi.  A.  A.  VII.  1780.  p.  205. 
117.  De  viribus  centripetis  ad  eurvas  non  in  eodem  plano  sitas 
describendas  requisitis.  A.  A.  III.  1776 . p.  111.  (V.  400). 

Pression  et  choc  des  corps. 

545.  ns.  De  pressione  ponderis  in  planum  cui  inruuibit.  N.Comm. 

XVIII.  1774.  p.  289. 

546.  ne.  De  conununicatione  motus  in  oollisione  corporum.  Comm. 

V.  1735.  p.  159. 

547.  lao.  De  communiratione  motus  in  oollisione  rorporum  sese  non 

directe  percutientium.  Comm.  IX.  1744.  p.  50. 

548.  131.  Sur  la  force  de  la  percussion  et  sa  vdritable  mesure.  Mein. 

de  Berlin.  I.  1745.  p.  21.  1 
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HYDROSTATIQUE  ET  H V DRODYN AMIQE E. 
Equilibre  et  niouvement  des  fluides. 

562.  i.  Prmcipes  gdndraux  de  l’dtal  d’dquilibre  des  fluides.  Mem. 

de  Berlin.  XI.  1755.  p,  207. 

563.  a.  De  statu  aequilibrii  ar  motus  fluidorum.  N.  Comm.  XIII. 

1769.  p.  305. 

564.  s.  "Principes  gendraux  du  niouvement  des  fluides.  Mem.  de 

Berlin.  XI.  1755.  p.  274. 

565.  *.  Continuation  des  recherches  sur  la  thdorie  du  mouveinent 

des  fluides.  Mem.  da  Berlin.  Xi.  1755.  p.  316. 

566.  5.  Prinripia  motus  fluidorum.  N.  Comm.  VI.  1761.  p.  271. 

567.  6.  De  statu  aequilibrii  ar  motus  fluidoruin.  (V.  ri-dessus 

N.  563).  Sectio  secunda:  De  prinripiis  motus  fluidorum. 
Ar.  Comm.  XIV.  1.  1770.  p.  270. 

568.  7.  Ejusdem  disscrlationis  Sectio  tertia : De  motu  fluidorum 

linean,  potissimum  aquae.  N.  Comm.  XV.  1771.  p.  219. 

569.  8.  De  motu  fluidorum  a diverso  caloris  gradu  oriunda.  N. 

Comm.  Xi.  1767.  p.  232. 

570.  9.  De  figura  quam  venlus  fluido  stagnanti  inducere  valet. 

A.  I.  I.  1777.  p.  190. 

571.  io.  Recherches  sur  le  mouvement  des  riviires.  Mem.  de  Berl. 

XVI.  1760.  p.  101. 

572.  II.  De  vi  fluminis  ad  naves  sursum  trahendas  applicanda.  A.  . 

IV.  I.  1780.  p.  119. 

573.  ia.  De  motu  et  reactione  aquae  per  tubos  mobiles  transfluentis. 

N.  Comm.  VI.  1761.  p.  312. 

574.  iS.  Sur  Ve  mouvement  de  l’eau  par  des  tuyaux  de  conduite. 

Mem.  de  Berlin.  VIII.  1752.  p.  111. 

I 

Resistence  des  fluides. 

575.  14.  Tentamen  theoriae  de  frictione  fluidorum.  N.  Comm.  VI. 

1761.  p.  338. 

576.  is.  Dilueidationes  de  resistenti»  fluidorum.  IV.  Comm.  VI fl 

1763.  p.  197.  « \ 
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• I«.  De  vera  tautochrona  in  fluido.  N.  Comm.  XVII.  1772. 

p.  333.  (V.  377). 

17.  De  tautochrona  in  medio  rarissimo , qnod  resistit  in  ra- 
tione  multiplicata  quacunque  celeritatis.  iV.  Comm.  XV II. 
1772.  p.  349.  V.  375). 

577.  18.  Kssai  d’une  tlie'orie  de  la  rdsistencc  qu’dprouve  la  proue 

d’un  vaisscau  dans  son  mouvement.  Mem.  de  Paris.  1778. 
p.  597. 

« 

Machines  hydrauliques  et  pneumatiquei. 
Moulins  ä vent. 

578.  19*.  Recherche«  sur  reffet  d’une  machine  hydrauliqne  de  J.-A. 

Segner.  Mem.  de  Berlin.  VI.  1750.  p.  311. 

579.  so.  Application  de  la  machine  hydraul ique  de  M.  Segner  i 

loules  sortes  d’ouvrages,  et  de  ses  avantages  sur  les  autre« 
machines  hydrauliques  dont  on  se  serl  ordinairement.  Mem. 
dr.  Berlin.  VII.  1751.  p.  271. 

580.  ai.  Theorie  plus  coinplete  des  machines  qui  sont  mises  en 

mouvement  par  la  reaction  de  l’eau.  Mem.  de  Berlin.  X 
' 1754.  p.  227. 

581.  22.  De  cochlea  Archimedis.  X.  Comm.  V.  1760.  p.  259.  j _• 

582.  2S.  Sur  l’action  des  scies.  Mem.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  267. 

583.  21.  Discussion  plus  parliculierc  de  diverses  manieres  d’dlever 

de  l’eau  par  le  nioyen  des  pompes  avec  le  plus  grand 
a\ an  tage.  Mem.  de  Berlin.  VII.  1752.  p.  149. 

584.  25.  Maxime«  pour  arranger  le  plus  avanlageusement  les  ma- 

chines deslindes  & dlever  de  l’eau  par  le  moyen  de  pom- 
pes. Mem.  de  Berlin.  VII.  1752.  p.  185. 

585.  26.  Recherrhes  sur  une  nouvelle  maniere  d’dlever  de  l’eau, 

proposde  par  M.  Demour.  Mem.  de  Berl.  VI.  1751.  p.  305. 

586.  27.  Recherche«  plus  exartes  sur  l'effet  des  moulins  k vent. 

Mem.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  165. 

587.  2«.  De  conslruciione  molaurm  alatarum.  N.  Comm.  IV.  1758. 

p.  41. 
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ARGHIT EGTUR E CIVILE  ET  HYDRAUL1QUE. 

588.  <•  Sur  la  force  des  colonnes.  Mein,  de  Berlin.  XIII.  1757. 

p.  252. 

589.  s.  Deterniinatio  oneruin  quae  coluinnae  gestare  valent.  A.  II. 

I.  1778.  p.  121. 

590.  s.  Examen  insignis  paradoxi  in  tiieoria  columnarum  occur- 

rentis.  A.  II.  I.  1778.  p.  146. 

591.  4.  De  altitudine  columnarum  sub  proprio  pondere  corruen- 
. tium.  A.  II.  I.  1778.  p.  163. 

592.  6.  Cogilationes  de  aggcribus  conslruendis.  N.  Comm.  IX. 

1764.  p.  352. 

593.  6.  Regula  farilis  pro  dijudicanda  iirmitate  pontis  aliusve  cor- 

poris similis,  ex  coenita  Iirmitate  moduli.  N.  Comm.  XX 
1776.  p.  271. 

•SCIENGE  NAVALE. 

594.  l.  Scientia  navalis,  seu  traclatus  de  conslruendis  ac  dirigen- 

dis  navibus.  Ouvrage  separe.  St.-Pelersbourg.  1749. 
2 lomes.  4. 

593.  a.  Theorie  completc  de  la  construction  et  de  la  manocuvre 
des  vaisseaux.  Ouvrage  separe.  St.-Petersb.  1773.  8. 
8.  Essai  d’une  tli^orie  de  la  resistance  quVprouve  la  proue 
d’un  xaisseau  dans  son  mouvement.  Mem.de  Paris.  1778. 
p.  597.  (V.  577). 

4.  De  vi  fluminis  ad  naves  sursum  trabendas  applicanda.  A. 
1F.  I 1780.  p.  119.  (V.  572). 

596.  &.  Examen  des  efforts  qu’oul  ä soutenir  toutes  les  parties 

d'uu  vaisseau  dans  le  roulis  et  dans  le  laugage.  Rec.  d. 
p.  cour.  de  Paris.  FIII.  1759. 

597.  6.  Examen  arliticii , na\ es  a principio  motus  interno  pro- 

pellendi,  quod  quondam  ab  acut.  Jac.  Bernoulii  est 
propositiun.  N.  Comm.  I.  1750.  p.  106. 
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598.  7.  De  promotiooe  navium  sine  vi  venti.  Rec.  d.  p.  cour. 

de  Paris.  VIII.  1753. 

599.  e.  De  motu  cymbarum  remis  propulsarum  in  flnviis.  Comm. 

X.  1747.  p.  22. 

600.  ».  Memoire  sur  la  force  des  ramcs.  Mim.  de  Berlin.  III. 

1747.  p.  180. 

601.  <o.  Meditationes  super  problemale  nautico  de  implantatione 

malorum.  Rec.  d.  p.  cour.  de  Paris.  II.  1727. 

ARTILLERIE. 

602.  i.  SRm«  0nmbfn$t  brr  Olrtiflcrir,  aud  btrn  <?n<tlifcf)m  bt$  $ni. 

WobinB  ubtrftBt  nnb  mit  ^lumerfungni  bercicfjert.  Ouvr.ge 
sipari.  Berlin.  1745.  8. 

603.  ».  De  ictu  glandiuin  contra  tabnlam  explosarum.  N.  Comm. 

XV.  1770.  p.  414. 

ASTRONOMIE. 

Mouvement  des  corps  Celestes. 

604.  l.  Theoria  motuum  planetarum  et  cometarum,  rontinens  me- 

thodum  facilem  ex  aliquot  observationibus  orbitas  cum  pla- 
netarum tum  cometarum  determinandi.  Ouvrage  sipari. 
Berlin.  1744.  4. 

605.  t.  Rechcrcbcs  sur  le  mouvement  des  corps  Celestes  ed  gene- 

ral. Mim.  de  Berlin.  III.  1747.  p.  93. 

606.  s.  Recherclies  sur  le  mouvement  de  rotation  des  corps  ctflestes. 

Mim.  de  Berlin.  XV.  1759.  p.  265. 

607.  4.  Considerationes  de,  motu  coiporum  coelestium.  N.  Comm. 

X.  1766.  p 544. 

608.  s.  De  motu  corporum  coelestium  a viribus  quibuscunque  per- 

turbato.  N.  Comm.  IV.  1758.  p.  161. 

609.  *.  Methodus  facilis  motus  corporum  coelestium  utcunque  per- 

turbatos ad  raüonrm  calculi  astronomici  revocandi.  N. 
Comm.  XII.  1768.  p.  129. 
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610.  7.  Annotatio  quanmdam  cautelarum  m invcstigatione  inacqna- 

litatum,  quibus  corpora  roelestia  in  motu  perturbanlur, 
observandorum.  IV.  Co  mm.  XIII.  1769.  p.  159. 

611.  8.  Nouvelle  mdthode  de  ddterminer  les  derangenients  dans  le 

mouvement  des  corps  (Ziestes,  causds  par  leur  action  inu- 
tuelle.  Mim.  de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  Hl. 

612.  9.  Nova  methndus  motus  planetanun  priru  ipalium  ad  tabula» 

aslronomicas  reduceodi.  N.  Comm.  XVIII.  1774.  p.  354. 

613.  io.  Nova  mol  Kudus  molum  planetarum  determinandi.  A.  II. 

II.  1778.  p.  277. 

614.  ti.  De  motu  plaaelarum  et  orbitarum  detenninatione.  Comm. 

VII.  1740.  p.  67. 

615.  la.  Cautiones  neressariac  in  detenninatione  motus  planetarum 

observandae.  A.  III.  II.  1779.  p.  295. 

616.  is.  De  variis  inotuum  gcneribus,  qui  in  satellitibus  planetarum 

lorum  habere  possunt.  A.  IV.  I.  1780.  p.  255. 

617.  t4.  Investigalio  pcrturbationiun , quibus  planetarum  motus  ob 

aetioncin  eorum  mutuam  afbeiuntur.  Jlec.  d.  p.  cour.  de 
Parts.  VIII.  1756. 

618.  ts.  Remarques  gdn^rales  sur  le  mouvement  diurne  des  planetes. 

Mem.  de  Berlin.  XIV.  1758.  p.  194. 

619.  tf.  De  perturbatione  motus  planetarum  a figura  eorum  non 

spliaerira  oriunda.  N.  Comm.  III.  1753.  p 235. 

620.  17.  De  perturbatione  motus  planetanun  et  couietarum.  A.  V. 

1.  1781.  p.  297. 

621.  1».  De  relaxalione  motus  planetarum.  Op.  vor,  arg.  I.  1746.. 

p.  245. 

Orbites  des  planstes  et  des  eonifctes. 

622.  19.*  Part  of  a etter  conreming  the  rontrartion  of  Üie  orbits 

D I 

of  the  planets.  Translaled  from  theFreuch  by  T-  S.  Phi- 
losoph. Transact.  1750.  p.  356. 

623.  ao.  De  eirrulo  maximo  iixo  in  coelo  eonstituendo,  ad  quem 

orbilae  planetarum  et  couietarum  referanlur.  N.  Comm. 
XX.  1776.  p.  509. 
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621.  3i.  Memoire  sur  ln  plus  grande  equation  des  plane tes.  Mim. 
de  Berlin.  1746.  p.  225. 

625.  33.  Solutio  problemalum  quorundam  astronomicorum.  Comm. 

FII.  1746.  p.  97. 

1.  La  plus  grande  dqualion  d’une  planete  e'tant  donnee, 
troirver  l’excentricit^  de  l’orbite.  2.  Probleme  inverse. 
3.  L’excentricil^  de  l’orbile  d’une  planete  dtant  don- 
n«5c,  tronver  l’anomalie  inuyenne,  ä laquellc  reponde  la 
plus  grande  dquation. 

Planstes  e t » a t e 1 1 i t e s. 

a)  T e r r e. 

626.  33.  Enodatio  diflicullalis,  super  tigura  Terrae  a vi  centrifuga 

oriupda.  Ä.  A.  II.  1775.  p.  121. 

627.  34.  Tbeoria  parallaxeos  ad  tlguram  Terrae  sphaeroidicam  ac- 

coniodala.  A.  III.  1.  1779.  p.  241. 

628.  35.*  Part  of  a letter,  concerning  the  gradual  approach  of  the 

Earlh  to  the  sun.  Philosoph.  Transact.  1749.  p.  203. 

629.  36.  Invesligatio  aecuratior  phaenomenorum,  quae  in  motu  Terrae 

diurno  a viribus  eoelestibus  produei  possunt.  N.  Comm. 
XIII.  1769.  p.  202. 

630.  37.  Quantum  motus  Terrae  a luna  perturbelur , aceuralius  in- 

quiritur.  N.  Comm.  I.  1750.  p.  428. 

631.  3*.  De  motibus  inaxime  irregularibus,  qui  in  syslemate  mun- 

dano  locum  habere  possunt,  una  cum  melbodo  hujusmodi 
motus  per  tempnris  spalium  quantumvis  magnum  prose- 
quendi.  A.  IF.  I.  1780.  p.  280. 

632.  3».  De  perturbatione  motus  Terrae  ab  actione  Yeneris  oriunda. 

N.  Comm.  XVI.  1772.  p.  426. 

633.  30.  Rilflexions  sur  les  in^galitAs  dans  le  mouvement  de  la  Terre, 

raustes  par  l’action  de  Ve'nus,  avec  une  taWe  des  correc- 
tions  du  lieu  de  la  Terre.  A.  II.  I.  1778.  p.  297. 
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634.  st.  Investigatio  perturbationum,  quae  in  motu  Terrae  ab  ac- 

tione Yeneris  produritur,  cum  tabula  perturbationum  ista- 
rum.  A.  II.  I.  1778.  p.  308. 

635.  sa.  Solutio  problematis  astronomici : Ex  datis  tribus  stellae 

fixae  altitudinibus  et  temporum  differenliis  invenire  eleva- 
tionem  poli  et  deelinationein  stellae.  Comm,  IV.  1735.  p.  98. 

636.  13.  Gonsideratio  super  probleinate  astronomico  praecedente  A. 

I.  I.  1777.  p.  269. 

637.  st.  De  inventione  longitudinis  Worum  ex  observata  lunae  di- 

stantia  a quadani  stell a Gxa  cognila.  A.  IV.  II.  1780.  p 301. 

638.  36.  Mrfthode  pour  ddterminer  la  longitude  des  lieux  par  l’ob- 

servation  d’occullations  des  dtoiles  fixes  par  la  lune.  Mem. 
de  Berlin.  III.  1747.  p.  178. 

b)  Lune. 

639.  s«.  Theoria  motuum  Lunae,  exhibens  omnes  corporum  inae- 

qualitates;  cum  additamento.  Ouvrage  separe.  Berlin. 
1753.  4. 

640.  37.  Theoria  motuum  Lunae,  nova  methodo  pertrartata,  una 

cum  tabulis  astronomiris,  unde  ad  quodvis  tcinpus  loca 
Lunae  expedile  compulare  licet.  Ouvrage  separe.  Sl.- 
Petersbourg.  1772.  4. 

641.  ss.  Theorie  de  la  Lune  et  spdcialement  sur  l’equation  seVulaire. 

Ree.  d.  p.  cour.  de  Paris.  IX.  1770. 

642.  ss.  De  theoria  Lunae  ad  majorein  perfectionis  gradum  evehenda. 

A.  I.  TI.  1777.  p.  281. 

643.  to.  Considerationes  de  theoria  mottis  Lunae  perficienda  et  im- 

primis  de  ejus  variatione.  N.  Comm.  XIII.  1769.  p.  120. 

644.  41.  Rdflexions  sur  les  diverses  manieres  dont  on  peut  reprd- 

senter  le  mouvement  de  la  Lune.  Mem.  de  Berlin.  XIX. 
1763.  p.  180. 

645.  4a.*  Letter  on  the  proposed  question  by  the  academy  of  St- 

Petersburgh  whether  the  theory  of  Isaac  Newton  is 
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sufficirnt  lo  explain  all  ihe  rrregularities  which  are  found 
in  tbe  motiun  of  tbe  Moon?  Philosoph.  Transact.  1751. 
p.  263. 

616.  4s.  Nouvelles  rechercbes  sur  le  vrai  mouvement  de  la  Lune. 
Rec.  d.  p.  conr.  de  Paris.  IX.  1772. 

647.  44.  De  la  parallaxe  de  la  Lune,  lant  par  rapport  a sa  hauteur 

qu  ä son  azimut,  dans  l’hypolbese  de  la  terre  sphdruidique. 
Mein,  de  Berlin.  P.  1749.  p.  326. 

648.  45.  Sur  l’atmospbere  de  la  Lune , pronvdc  par  la  dernidre 

dclipse  annullaire  du  soleil.  Mein,  de  Berlin.  IP.  1748. 
p.  103. 

' ...  « • 
6V9.  46.  Me'lbode  pour  trouver  lc  vrai  lieu  gdocentrique  de  la  Lune 

par  l’obsenation  de  roccullation  d'une  eloile  fixe.  Mem. 

de  Berlin.  III.  1747.  p.  174. 

650.  47.  Mdlhode  pour  trouver  les  vrais  monienls  lant  des  nouvelles 

que  des  pleines  Lünes.  Mem.  de  Bei  lin.  III.  1747.  p.  154. 

651.  4«.  Sur  l’accord  des  deux  dernieres  dclipses  du  Soleil  el  de  la 

Lune  avec  mes  tables,  pour  trouver  les  vrais  momenls  des 
pldnilunes  et  des  novilunes.  Mein,  de  Berl.  IP.  1748.  p.  86. 

652.  4».  Sur  le  mouvemrn!  des  noeuds  de  la  Lune  et  sur  la  Varia- 

tion de  son  inelinaison  4 l’erl  iptique.  Mem.  de  Berlin. 

I.  1745.  p.  40. 

653.  so.  De  motu  nodorum  Lunae,  ejusque  inclinationis  ad  eclipli- 

cam  variatione.  N.  Comm.  I.  1750.  p.  387. 

654.  4i.  Nouvelle  manicre  de  comparer  les  observations  de  la  Lune 

avec  la  thdorie.  Mem.  de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  221.  ' 

c)  Salurne  et  Jupiter. 

655.  es.  Rerherrhes  sur  la  question  des  indgalitds  du  mouvement  de 

Satume  et  de  Jupiter.  Rec.  d.  p.  conr.  de  Poris.  PI.  1748. 

656.  63.  Du  mouvement  des  apsides  des  satelliles  de  Jupiter.  Mem. 

de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  311. 

657.  64.  Recherrbes  sur  les  irre'gularite's  du  mouvement  de  Jupiter 

et  de  Salurne.  Rec.  d.  p.  conr.  de  Purls.  PII.  1752. 
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658.  65.  De  figura  apparente  annuli  Saturai,  pro  ejua  loco  quo- 

cunque  nsspectu  terrae.  A . /.  I.  1777.  p.  276. 

659.  6«.  De  apparilione  et  disparilione  annuli  Saturai.  A.  I.  1. 1777. 

p.  288. 

C o m ö t e ». 

660.  67.  9P>fantW)ortung  wrfdjiebcutr  §ragcn  über  bit  !8tfd)afftu$<it , 

a'tgung  unb  'löirfuug  btr  Comtten.  Ouvrage  separe.  Berl. 

. . < ■ 1744.  8.  • • 

661.  58.  Sortft&ung  bieftr  Stontroortuiig.  Ouvrage  separi.  Berlin. 

1744.  8.  ‘ ' • ... 

662.  6».  DeU-rminatio  facilis  orbitae  Conietae,  cujus  transitum  per 

ecliplicam  bis  observare  lieuit.  A.  IF.  I.  1780.  p.  243. 

663.  eo.  Commentalio  bypothetica  de  periculo,  a uimia  Conietae  ap- 

propinquationc  metuendo.  X.  Comm.  XIX.  1775.  p.  499. 

664.  ei.  Recherches  physiques  sur  la  cause  de  la  queue  des  Cometcs, 

(de  la  luraiere  boreale  et  de  la  lumiere  zodiacale).  Mim. 
de  Berlin.  II.  1746.  p.  117. 

665.  6a.  Determinatio  orbitae  Conietae  Anno  1742  observati.  Mise. 

Berol.  FII.  1743.  v.  1. 

' : t 

666.  65.  Recherches  et  calculs  sur  l’orliite  de  la  Comfete  de  1769 

exdcutds  sous  la  direction  de  M.  Euler,  par  M.  Lex  eil. 
Ouvrage  separe.  St.-Petersbourg.  1770.  4. 

Voir  aussi  les  articles:  Mouvement  des  corpt  ctlestes  et  Orbites 
des  planeles  et  des  comites 

• ( § I . **  *4| 

Sol  eil  et  etoile*  fixet. 

667.  64.  Determinatio  orbitae  solaris.  Comm.  FII.  1740.  p.  86. 

668.  66.  Metbodus  ex  observato  transitu  Veneris  per  soleui  inveni- 

endi  prallaxin  Solis,  sive  Expositio  methodorum,  cum 
pro  determinanda  parallaxi  Solis  ex  observato  transitu  Ve- 
neris per  Solem,  tum  pro  inveniendis  longitudinibus  loco- 
rum  super  terra  ex  observationibus  eclipsium  Solis,  una 
cum  calculis  et  conclusionibus  inde  deductis.  N.  Comm. 
XI F.  n.  1770.  p.  321. 
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669.  6«.  De  erlipsibus  solaribus  in  superfirie  terrae  per  projectionem 

repraesenlandis.  X.  IV.  II.  1780.  p.  308. 

670.  07.  Beflev  ions  sur  la  demiere  örlipsc  du  Soleil  du  25  juillet  1748. 

Mem.  de  Berlin.  IV.  1748.  p.  250. 
es.  Sur  l’arrord  des  deux  demieres  &-lipses  du  Soleil  et  de  la 
lune  avec  mes  tables,  pour  trouver  les  vrais  inoments  des 
ple'niluncs  et  des  novilunes.  Ment,  de  Berlin.  IV.  1748. 
p.  86.  V.  651). 

671.  «9.  Melliodus  compulandi  aequationem  meridiei.  Comm.  VIII. 

1741.  p.  48. 

672.  70.  De  la  Variation  de  la  latitode  des  dtoiles  fixes  et  de  l’obli- 

quild  de  l’drliptique.  i Wem.  de  Berlin.  X.  1754.  p.  296. 

673.  71.  B^flexions  sur  les  divers  degrds  de  lumiere  du  Soleil  et 

des  autres  corps  rdlestes.  Mem.de  Berlin.  VI.  1750.  p.  280. 
<»74.  7a.  Sur  1’effet  de  la  r^frartion  dans  les  observations  lerrestres. 
X.  I.  II.  1777.  p.  129. 

675.  75.  De  trajectu  citissimo  stellae  per  duos  cirrulos  almurantarath 

datos,  pro  qualibet  elevalione  poli.  N.  Comm.  XX.  1776. 
p.  503. 

Aberration  de  la  lumifcre.  Precession  de*  equinoxe*. 
Nutation  de  l axe  tcrrestre. 

676.  74.  Mdmoire  sur  1’effet  de  la  propagation  suecessive  de  la  lu- 

miere  dans  l’apparition  lant  des  planetes  que  des  cometes. 
Mem.  de  Berlin.  II.  1746.  p.  141. 

677.  75.  fiechcrches  sur  la  prdcession  des  dquinoxes  et  sur  la  nuta- 

tion de  l’axe  de  la  terre.  Mem.  de  Berlin.  V.  1749.  p.  289. 

678.  76.  Avertissement  au  sujet  des  recherrhes  sur  la  preression  des 

dquinoxes.  Mem.  de  Berlin.  VI.  1750.  p.  412. 

Tables  aitronomiquei. 

679.  77.  Sur  de  nouvelles  Tables  aslronomiqucs  pmr  ealculer  la  place 

du  soleil.  Mem.  de.  Berlin.  I.  1745.  p.  36.  H. 

680.  78.  Emendatio  Tabularum  astrnnomirarum  per  loca  planetarum 

geocentrica.  Comm.  XII.  1750.  p.  109. 
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681.  7».  Tabulae  astronomicae  solis  et  lunae.  Ouvrage  separe, 

Berlin.  1746.  4. 

682.  go.  Novae  Tabulae  astronomicae  motuiun  solis  et  lunae.  Op. 

vor.  arg.  I.  1746.  p.  137. 

683-  81.  Novae  et  correctae  Tabulae  ad  loca  lunae  computanda. 
Ouvrage  separe.  Berlin.  1746.  4- 

684.  sa.  Novae  Tabulae  lunares  singulari  melhodo  constructae,  qua- 

rum  ope  loca  lunae  ad  quodvis  lempus  expedite  computare 
liceL  Ouvrage  separe.  St.-Petcrsbourg.  1772.  8. 

O P T 1 Q U E. 

685.  ».  Nova  theoria  lucis  et  colorum.  Op.  var.  argf.1746.  I.  p.  169. 

686.  a.  Sur  la  lumiere  et  les  couleurs.  Mein.  de  Berlin.  I.  1745. 

p.  17.  //. 

s.  Conjcctura  physica  de  propagalione  (soni  et)  luminis.  Op. 
var.  aig.  II.  1750.  p.  1(V.  502). 

687.  4.  Explicatio  phacnomenorum,  quae  a motu  lucis  successivo 

oriuntur.  Comm.  XI.  1750.  p.  150. 

688.  5.  Rc'flexions  sur  quelques  nouvelles  expc'riences  optiques.  . 

comtnuniqudes  h l’Acaddmie  par  M.  Wilson.  A.  I.  I. 
1777.  p.  71. 

689.  «.  Dioptrica.  Ouvrage  separe.  St.-Petersb.  1769  — 1771. 

3 tomes.  4. 

690.  7.  Pre'cis  d’unc  th&irie  g<?ndrale  de  Dioptrique.  Mein,  de  Paris. 

1765.  p.  555. 

691.  8.  De  la  re’fraclion  de  la  lumiere  -en  passant  pas  l’atmoephfere, 

selon  les  divers  degrds  tant  de  la  chaleur  que  de  l’^lasti- 
citd  de  l’air.  Mein,  de  Berlin.  X.  1754.  p.  131. 

•.  Sur  1'efiet  de  la  r^fraction  dans  les  observations  terrestres. 
A.  I.  n.  1777.  p.  129.  (V.  674). 

692.  to.  Recherches  pbysiques  sur  la  diverse  r^frangibilitd  des  ra- 

yons  de  lumiere.  Mein,  de  Berlin.  X.  1754.  p.  200. 
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693.  li.  Vera  theoria  refrartionis  et  dispersionis  radiorum  Iuris,  ra- 

tiouibus  et  cxperimentis  confirmala.  ./  /.  I.  1777.  p.  174. 

694.  i».  Disquisilio  de  vera  lege  refrartionis  radiorum  diversicolo- 

runi.  N.  Comm.  XII.  1768.  p.  166. 

695.  ts.  Examen  d'une  rontroverse  sur  la  loi  de  rdfraclion  des  ra- 

yons  de  difl£rentes  couleurs,  par  rapport  a la  diversite  des 
wilicux  transpareuts  par  lesquels  ils  sont  tiansmis.  Mim , 
de  Berlin.  IX.  1753.  p.  294. 

696.  14.  Reflexion»  sur  la  iuaniere  d’examiner  la  r^frartion  du  verre 

par  le  uioycn  des  prismes.  Mim.  de  Berlin.  XXII.  1766. 

p.  202. 

697.  16.  Expdriences  pour  detcrmincr  la  rdfiraction  de  tonles  sortes  de 

liqueurs  transparentes.  Mim.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  235. 

698.  i«.  Essai  d’une  explieation  physique  des  rouleurs  engcndrdea 

sur  des  surfaces  exlreuieinent  minces.  Mcm.  de  Berlin, 
rill.  1752.  p.  262. 

699.  17.  De  motu  et  atlritu  lentium,  dum  super  ratinis  poliuntur. 

Xr.  Comm.  FIII.  1763.  p.  25  V. 

700.  ts.  K ouvelle  mauiere  de  perfertionner  les  verres  objectifs  des 

luneltes.  Mim.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  181. 

701.  i*.  Construeüo  lentium  objectivanim  ex  dupliri  vitro.  Ou- 

vrage  sipari.  St.-Pitcrsbourg.  1762.  4. 

702.  so.  Rerherches  sur  la  confusion  des  verres  dioplriques  cause« 

par  leur  ouverture.  Mein,  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  107. 

703.  91.  Reeberches  sur  les  moyens  de  diminuer  ou  de  rdduire 

meine  5 rien  la  confusion  causde  par  l’ouverture  des  verres. 
Mim.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  147. 

704.  m.  Considdrations  sur  les  dilRrultds  qu’on  renrontre  dans  l'exd- 

rution  des  verres  objectifs  delivres  de  toute  confusion. 
Mim.  de  Berlin.  XF III.  1762.  p.  117. 

705.  *s.  Sur  la  confusion  que  cause,  dans  les  instrumenta  dioplriques, 

la  diverse  rdfrangibilitd  des  rayons.  Mim.  de  Berl.  XFIII. 
1762.  p.  195. 
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706.  s*.  Recherche«  sur  leg  lunettes  k trois  verres  qui  rrprdsenleöt 

les  objets  reu  verses.  Mem.  de  Berlin.  XIII.  1757.  p.  323. 

707.  as.  Sur  la  perfertion  des  lnnrttes  astronomiques  qui  reprdscutent 

les  objets  renversds.  Mem.  de  Berlin.  X I' II.  1761.  p.  212. 

708.  ae.  Des  luneltes  k tn)is  verres  qui  rcprdscntent  les  objets  de»  * 

bont.  Mem.  de  Berlin.  XX.  1764.  p.  200. 

700.  a7.  Considdralions  sur  les  nouvelles  lunettcs  d’Angleterre  de 
M.  Dollond.'et  sur  le  principe  qui  en  esl  le  fondement. 
Mem.  de  Berlin.  XVIII.  1762.  p.  226. 

710.  as.  Rerberchcs  sur  les  nouvelles  lunettes  de  rinq  et  six  verres 

et  sur  leur  perfertion  ullerieure.  Mise.  Taurin.  III.  1762  — 
1765.  p.  92. 

711.  29.  De  phaenommis  coeli  per  segmenta  sphaerica  diapbana  spec- 

tati.  .V.  Comm.  XI.  1767.  p.  185. 

712.  so.  Annotatio  in  dissertatinnem  Ccl.  Kratzcnsteinii  de  tubi 

ironantidipliri  sive  duplirantis  emendatione.  A.  III.  I. 
p.  201. 

713.  si.*  Lettre  sur  la  perfertion  des  lunettes.  Mem.  de  Paris.  1756. 

p.  214.  Ed.  in  8.  p.  338. 

714.  sa.  Sur  la  perfertion  des  verres  objertifs  des  lunettes.  Mem. 

de  Berlin.  III.  1747.  p.  274. 

715.  s*.  Sur  les  avantages  des  verres  objertifs  roinpose's  de  deux 

verres  simples.  Mem.  de  Berlin.  XVIII.  1762.  p.  249. 

716.  a*.  Construction  des  objertifs  romposds  de  deux  diüe'rentes 

sortes  de  verre  qui  ne  produisent  aurune  confusiqn,  ni  par 
leur  ouverture,  ni  par  la  differente  rdfrangibilitd  des  rayons, 
aver  la  maniere  la  plus  avantageuse  d’en  faire  des  lunettes. 
Mem.  de  Berlin.  XXII.  1766.  p.  119. 

717.  86.  Cnnstrurtion  des  objertifs  romposds,  propres  a detruire 

tonte  la  confusion  dans  les  lunettes.  Mem.  de  Berltrt. 
XXII.  1766.  p.  171. 

718.  8«.  Methode  pour  porter  les  verres  objertifs  des  lunettes  k un  ► 

plus  baut  degrd  de  perfection.  Mem.  de  Berlin.  XXIII. 
1767.  p.  131. 
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719.  87.  Disquisitio  de  lentibus  objectivis  triplicatis,  quae  vel  Dol- 

larn conftuionem  pariant,  vel  eliam  da  laut  confusionem  a 
reliquis  lentibus  ortam  destruere  valeanL  N.  Comm.  XVIII' 
177k  p.  377. 

720.  8».  Regle«  gendrales  pour  la  construction  lant  des  tdlescopes 

que  des  microsropes.  Mem.  de  Bert.  XVII.  1761.  p.  201. 

721.  8».  De  telescopiis  quatuor  pluribpsve  (6.  7)  lentibus  inslruetis 

eorumque  perfectione.  N.  Comm.  XII.  1768.  p.  22k 

722.  4o.  Regles  generales  pour  la  construelion  des  telescopes  et  des 

mirroseopcs,  de  quelque  nombre  de  verres  qu’ils  soieut 
coniposc’s.  Mem.  'de  Berlin.  XIII.  1757.  p.  283. 

723.  ti.  De  appliratione  lentinm  objertivarum  ad  omnis  generis  te- 

lescopia,  ubi  agitur  de  perfectione  telescopiorum  1.  primi 
generis,  nullam  imaginem  realem  continentium;  2.  secundi 
generis,  seu  astronomicorum,  unicam  imaginem  realem  con- 
tinentium; 3.  lertii  generis,  duas  imagines  reales  conlineu- 
tium.  N.  Comm.  XVIII.  1774.  p.  415. 

724.  4a.  Determination  du  champ  apparcnt  que  decouvrent  taut  les 

tdlescopes  que  les  microscopes.  Mem.  de  Berlin  XVII. 
1761.  p.  191. 

725.  «3.  Recherches  sur  les  microscopes  simples  et  sur  les  movens 

de  les  pcrfeclionner.  Mem.  de  Berlin.  XX.  1764.  p.  105. 

726.  44.  Reclierchcs  sur  les  microscopes  4 trois  verres,  et  les  mo- 

yens  de  les  perfectionner.  Mem.  de  Berlin.  XX.  1764. 
p.  117. 

727.  «5.  Emendatio  latemae  magicae  ac  microscopii  solaris.  N.  Comm. 

III.  1753.  p.  363. 

728.  4«.  De  novo  microscopiorum  genere  ex  sex  lentibus  eomposito. 

N.  Comm.  XII.  1768.  p.  195. 

729.  47.  Instruction  ddlaillde  pour  porter  les  liuiettes  au  plus  haut 

degre’  de  perfcclion,  calculde  sous  la  direction  de  M.  Eu- 
ler par  M.  N.  Fuss.  Ouvrage  separe.  St.-Petersb. 
1774.  4. 
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730.  48.  Recherche*  sur  les  tdlescopes  a rilflexion  et  les  moyena 
de  les  perfectionner.  Mem.  de  Berlin.  XV III.  1702. 
p.  143. 

731  4».  Recherche*  sur  une  autre  constraclion  des  tdlesropes  k rrf-. 
flexion.  Mem.  de  Berlin.  XVIII.  1762.  p.  185. 

P H Y S I Q U E. 

732.  l.  fnquisitio  physica  in  causam  fluxus  et  reiluxus  maris.  Rec- 

d.  p.  cour.  de  Parti.  IV.  1740. 

733.  a.  De  statu  aequilibrii  maris  a viribus  solis  et  lunae  sollici- 

tati.  A.  IV  L 1780.  p.  132. 

734.  s.  Tentamen  explicationis  phacnomenorum  aeris.  Cornm.  II. 

1720.  p.  347. 

735.  4.  Conjectura  circa  naluram  aeris,  pro  explirandis  phaenome- 

nis  in  atmosphaera  obscrvatis.  A.  III.  I.  1779.  p.  162. 

6.  Recherche*  physiques  sur  la  cause  de  la  queue  des  co- 
metes,  de  la  lumiere  bo reale  es  de  la  lumiere  zodiacale. 
Mem.  de  Berlin.  II.  1746.  p.  1 17.  (V.  664). 

736.  6.  Determinatio  caloris  et  frigoris  graduum  pro  singulis  ter- 

rae. locis  ac  temporibus.  Comm.  XI.  1750.  p.  82. 

737.  7.  Dissertatio  de  igne , in  qua  ejus  natura  et  proprietates 

explicantur.  Rec.  d.  p.  cour.  de  Paris.  IV.  1738. 

738.  8.  Dissertatio  de  magnete.  Op.  var.  arg.  III.  1751.  p.  1. 

Rec.  d.  p.  cour.  de  Paris.  V.  1744. 

739.  9.  De  observationei  inclinalionis  magneticae  dissertatio.  Rec. 

d.  p.  cour.  de.  Parti.  V.  1743. 

740.  io.  Rerherches  sur  la  d&linaison  de  l’aiguille  aimantee.  Mem. 

de  Berlin.  XIII.  1757.  p.  175. 

741.  11.  Corrections  necessaires  pour  la  thdorie  de  la  derlinaison 

magndtique  proposde  dans  lc  memoire  prdrddenL  Mem. 
de  Berlin.  XXII.  1766.  p.  213. 
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PHILOSOPHIE. 

742.  t.  ©ebonfen  t'O»  ben  (Elementen  ber  jiorper.  Ouvrage  separe. 

Berlin.  1746.  4. 

* i • , 

743.  a.  Recherches  physique«  sur  la  natnre  des  moindres  parties 

de  la  maliere.  Op.  vor.  arg.  /.  1746.  p.  287. 

744.  s.  Sur  la  nature  des  moindres  parlirules  de  la  maticre.  Mem. 

de  Berlin.  I.  1745.  p.  28.  //. 

745.  4.  Enodalio  quaestionis : Ulrum  materiae  facultas  cogitandi 

tribui  poss.it  nec  ne?  ex  principiis  meckaniris  petita.  Op. 
var.  arg.  I.  1746.  p.  277. 

746.  s.  Rdflexions  sur  l’cspace  et  le  temps.  Mem.  de  Berlin.  IV. 

1748.  p.  324. 

747.  «.  Kettung  btr  Offenbarung  gegen  bie  (Einmürfe  ber  Srepgciflcr.  Ou- 

vrage separe.  Berlin.  1747.  8. 

AGRONOMIE. 

748.  i.  Slacfuirfjt  oon  einem  neuen  -Kittel  jur  2Jtrmtf)rung  M ©etreibed. 

2lbb*  ber  ©t.  ^letereb.  ofon.  ©efeüfd).  VI.  1767.  p.  109. 

OUVRAGES  QUl  TRAITENT  DE  DIFFERENTES 

MAXIERES. 

•{  • i > 

1.  Opuscula  varii  argumenti.  Ouvrage  separe.  Berlin. 
1746  — 1751.  3 voil.  4. 

a.  Opuscula  analytica.  Ouvrage  separe.  St.-Petcrsbourg. 
1783  — 1785.  2 voll.  4. 

Lea  mdmoires  reufermds  dans  ces  deux  ouvrages,  ainsi 
que  ceux  qui  fonncjil  le  4 volume  de  la  2 Edition  de« 
Instilutiones  Ca/c.  integr.  snnt  enregislrds  dans  les  cald- 
go  ies  ei-dessus,  rbacun  ä sa  place  respeelive,  avec  ren- 
voi  4 ces  ouvrages. 
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749.  *.  Lettre»  k une  prinresse  d’Allemagne  sur  quelques  Sujet*  de 

physique  et  de  philosophie.  O uv  rage  sipari.  St.-Pe- 
tersbowg.  1768  — 1772.  3 voll.  8. 

750.  «.*  XCIV  Letlres  k Chr.  Goldbach  sur  different»  sujets  des 

malhdmatiques  pures  et  appiiqudes  avec  les  rdponscs  de 
Goldbach).  Foment  le  1 volume  de  rette  Corrcspon- 
dance  rrtathematique  et  physique. 

I 

B)  PIECES  INEDITES. 

a)  Marque'es  dans  V Eloge  parmi  les  inanuscrlts. 

751.  i.  Solutio  problemalis  diflicillimi  ex  metbodo  tangentium  in- 

versa.  (1774  mai  12).  - : • . . , 

752.  *.  De  motu  sanguinis  per  arterias.  (1775  ddoembre  21.  Le 

comnienrement  de  re  memoire,  dcrit  de  la  main  de  Fuss, 
manque).  . . . ; : . i 

753.  S.  Construrtio  manomelri,  densitatein  aeris  quovis  tempore 
. i acrurate  monstrantis.  1781  mars  22). 

754.  4.  Aerberrbes  sur  deux  problemcs  de  lanalyse  de  Diophante. 

(1781  mars  i\ 

755.  6.  Supplement  au  prnblctne  de  quatre  nombres.  dont  la  somme 

de  deux  fasse  toujours  un  nombre  carre.  ( 1781  avril  23). 

b ) Non  contenue  dans  1’ Eloge, 

756.  i.*  Astronomia  merhanira.  Manusrrit  in-  4to  avcr  quatre  plan- 

rhes,  d’une  dcriture  tr&s  serree  de  la  propre  main  d’Euler,* 
91  feuillets  de  texte. 

I 

C o n t e n u: 

Cap.  I.  De  viribus,  quihus  Corpora  coclestia  sollicitantur.  gl  — 60. 
feuillel  1. 

Cap.  II.  De  motu  duorum  corporum  sphacricorum  sc  mutuo  altra- 
hentinm.  g 61  — 10».  f.  17. 

Cap.  III.  Aliae  invesligaliones  molus  duorum  corporum  sphaerirorum. 
g 110-  127.  f.  30. 
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Cap.  IV.  De  mot«  duorum  corporum,  quorum  allerum  taiilum  cst 
sphacricum.  §§  128  — 119.  f.  36. 

Cap.  V.  Delrriniiiatio  motus  corporis,  quando  inter  rires,  quibus 
sollicilatur,  una,  ad  puiicluin  fixuiu  tendens,  qiiadrato  di- 
stantiae  ab  eo  est  reciproce  proportionale,  reliquae  vero 
vires  prae  illa  sunt  valde  parvac.  §§  180  — 179.  f.  41. 

Cap.  VI.  De  motu  trium  corporum  spbaericoruin  ae  niutuo  attra- 
hentium  in  gencrc.  §jj  180  —r  197.  f.  61. 

Cap.  VII.  De  perturbalione  motus  momentanea  a vi  quacunquc  sol- 
- licitante  oriunda.  §§  198  — 219.  f.  72. 

Digressio,  qua  cflTcclus  cometac  A.  1789  expcctati  in  motu  terrae 
perturbando  iuvestigatur.  f.  80. 


C)  P I E C E S, 

marqudes  dans  la  liste  des  inauuscrits  de  \'Eloge,  mais  qui  ne 
' se  sout  trouvees  ni  aux  archives  de  l’Acaddmie,  ui  dans 
aucuu  Rccueil  publik  apres  la  mort  d'Euler. 

l.  a.  1775.*)  Metliodus  mntum  corpontm  tarn  perfecte  flexibilium 
quam  utrunque  elasticorum  non  in  eodem  plano  sitorum 
deterininand i.  (Deux  mduioires.  Lea  protocoles  de  1775 
ne  fonl  aucune  mention  de  res  mdmoires). 

S.  1776.  De  quadratis  magicis.  (Ortobre  21). 

4.  1777.  Evolutio  fonnulae  analvlirae,  rui  theoria  astronomiae  po- 

tissimum  innilitur.  >Septembre  4). 

5.  1778.  Enodatio  insignis  paraduxi  in  delemiinalione  perturba- 

tionum  motus  planctarum  orruiTenlis.  (I,es  protocoles  de 
1778  ne  font  point  mention  de  re  mdmoire). 
a.  1778.  Additamentum  ad  dissertationem  Tom.  XI.  Nov.  Comm. 

insertam.  (Ae  se  trouve  par  sous  ce  titre  dans  les  pro- 
tocoles de  1778). 

Ce  indmoire  se  troure  cit<5  dans  uue  notice  derite  de  la  main 
de  Nicolas  Fuss  et  inlituUe : Indikation  du  contenu  de  quel- 


*)  Les  dates  sout  d&iuitcs  de  l’cudroit  qu'oceupcut  ces  titres  dans  la  liste 
de  I 'Eloge,  dans  la  confection  de  laquelle  on  s'est  evidemmeut  couforin«  i 
l’ordre  chronologique. 
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qu'S  mimnires  d'  Euler  dont  le  titre  est  trop  glniral,  (3fn;tig* 
b«$  ö einiger  ffu !« c ' fcber  abbanblungtn , tmn  Siful  ju  aügcRKin 
(inb).  II  y est  dit  que  ce  memoire  contient  des  remarques  sur  lcs 
demiferes  parties  des  diviseurs  des  nombres  contenus  da  ns  la 
forme  m-r'-j-ny'*.  Ceci  pourrait  faire  supposer  que  ce  memoire 
est  identique  avec  celui  qui  porte  le  titre:  De  divisoribus  nume- 
ronun  in  forma  m x1  -j-  n y*  contentorum.  (Memoires  T.  V.  p.  3) 
et  qui  mauque  dans  la  liste  de  V Eloge,  si  seulemeut,  dans  cette 
piice , il  y avait  le  raoindre  reuvoi  au  tome  XI  des  Novi  Com- 
mentarii,  ou  si  ce  deruier  volume  reofcrmait  un  memoire  quel- 
conque  dont  celui -ci  pourrait  passer  pour  Supplement.  Or  le 
tome  XIV  des  Commentarii  contient  effectivement  une  piece 
inscrite:  Thcoremata  circa  divisores  numrrorum  in  hac  forma 
pat-^qb1  contentorum  et  ä laquelle  pourrait  bien  se  rapporter 
le  memoire  De  divisoribus  etc.  citd  ci-dessus.  Aussi  ces  deux 
memoires  se  suivent-iis  dans  notre  liste;  ils  portent  les  uumdros 
13  et  14. 

7.  1779.  Methodus  facilis  invcniendi  radium  osculi  pro  curvis  non 

in  eodem  plano  sitis.  (Janvier  11.  Fail  peut-etre  partie  des 
deux  mdmoires  mtitulds:  Metbodua  facilis  omnia  sympto- 
mata  curvarum  non  in  eodem  plano  silarum  investigandi 
N.  A.  FL.  I.  p.  19.  37.  (V.  cette  liste  NN.  WM.  W)2). 
Ces  deux  mdmoires,  comme  on  le  voh  par  l’astdrisquo, 
manquent  dans  la  liste  de  1 ‘Eloge), 

8.  1780.  De  momentis  virium  respectu  axis  cujuscunque  invenien- 

dis;  ubi  plura  insignia  symptomata  circa  binas  rectas  non 
in  eodem  plano  sitas  explicantur.  (Aoüt  14). 

8.  1780.  Methodus  facilis  omnium  Yirium  momenta  respectu  a\is  ' 

cujuscunque  determinandi.  (Aoüt  14). 


Le  nombre  des  piices  imprim&s,  mais  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  la 
liste  de  V Eloge  s’ilivc  k 21. 
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LETTRE  I. 

ElllF.R  ä G O I,  D B 4 C II 


SommaiüE.  Interpolation  ries  scrie«  a lot  variable.  Premiere  appliration  des  calculs 
cüfTfrentiel  et  integral  a la  doctrine  des  *£ritn. 


Vir  Celeberrime.  Petropo|i  d.  ,s  ücobr.  k m». 

Cum  nupcr  in  nonnuila  ineidissem,  <]uae  ad  interpolandas 
series,  legem,  uti  appellare  «(des , variabilem  habente«,  facere 
viaa  »unt,  ea  acouratiu*  eontemplatus  «um,  et  multa,  quae 
huc  attinent,  detexi.  Quae,  quia  Tibi,  Vir  Celcberrime , 
plaeitura  e««e  milii  «igniticavit  Clarissimus  Bernoulli,  Tibi 
»er iliere , Tuoque  »ubmitterc  judirio  «tatui.  Hujus  seriei 
1,  2,  6,  2k,  120,  etc.,  quam  a Te  multum  tractatam  esse  vidi, 
hunc  inveni  terminum  generalem 

I *1 m jjWi  ^ | — m /’i  j — m ^ m 

1 4 -m  2-f-m  ’ 3 -\- m $4-m 

ex  infinito  faetorum  numcro  eonstantcin , qui  terminum 
ordine  m®"“  exprimit.  f«  qtiidem  in  nullo  casu  abruinpitur, 
et  acque  si  m e*t  numcrus  integer,  tantum  ad  verum  magi« 

» 
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magisquc  accedit,  ac  si  m fuerit  fraetus.  Sed  tarnen  per  cum 
admodum  prupu  qtieinque  terminuni  invenire  licet,  idque  eo 
faeilius,  quo  minus  assumatur  m.  Si  autem  aliquot  solum,  uti 
Visum  sit,  factoribus,  tcrmino  generali  eonunodior  induri 
putest  forma:  ut  si  duobus  prioribus  factoribus  contcnti  esse 

velinius,  habebitur  , .■  3'"  pro  termino  ordiue  m.  Sin 

autem  generaliter  n faetores  eapiantur,  sequentihus*  reliquis 
neglectis,  erit  terminus  generalis — — — - , (n-j-  1)"', 

qui,  quo  major  aecipitur  numerus  n,  eo  propius  ad  verum 
accedet.  Communieavi  hacc  cum  Clar.  Bernoulli,  qui  pecu- 
liari  modo  eundem  fere  postreinum  eruit  terminum,  in  hoc 
a meo  diversuni,  quod  aliam  potestatem  loco  («+  *r  ad 
hibeat,  in  qua  determinanda  fortasse  factoruni  ncgleetorum 
rationem  habuit.  Credo  ipsum  Tibi  nuper  inde  deduetum 
numerum  termino  seriei,  cujus  index  est  IJ,  proximum  mi- 
sisse.  Potest  hie  terminus  generalis  praeterea  alium  habere 
usum  in  inveniendis  facti»  ex  inlinito  factorum  numero  con- 
stantibus,  quae  »int  aequalia  numero  finito:  ut  posito  m — 2, 

habebitur  factum  y • y • ^ etc.  quod  aequaie  est  2. 

Similiter  posito  m 3,  erit -y  de*  — 6-  Terminum 

hune  generalem  ex  eo  inveni  fundamento,  quod  hacc  serics 
1,  2,  6,  2k,  etc.  in  infinitum  continuata  tandem  evadit  geo- 
metrica.  Et  hujusmodi  terminos  generales  etiam  pro  aliis 
seriehus,  quae  in  intinitum  cum  geometricis  confunduntur, 
exhibere  in  promtu  est.  Sed  cum  hoc  modo  termini  inter- 
medii  non  nisi  veris  proximi  inveniantur,  omissa  hac  scrie- 
rum  tractandarum  ratione,  aliter  in  hac  re  versari  coepi, 
in  id  intentus,  ut  terminos  intermedios  non  tantum  veris 
proximos,  sed  ipsos  veros,  si  fieri  posset,  invenirem.  Ad  id 
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vero  inveniendum,  cum  aeriei  terminum  generalem  haberi 
oportere  visum  *it,  quem  vero  peculiarem  et  ab  adhuc  usi- 
tatig  longe  diversam  habiturum  formam  praevidi.  Obtulit  se 
igitur  nova  quaedam  terniinorum  generalium  forma,  quae 
quidem  ad  omnes  prorsus  geries  potegt  accomodari  jam 
cognitag,  ged  longe  ea  ! atins  patet,  quippe  infinitarum  serie- 
rum  legem  variabilcm  habentium,  qtiarumquc  adhuc  me- 
thodig  conguetig  nulli  termini  generaleg  inveniri  potuerunt, 
determinare  pogguni  tcrminog  generaleg.  Hi  autem  gunt  ejua- 
inodi,  ut  termini  quivig,  give  eorum  exponenteg  aint  numeri 
integri  give  fraeti,  inde  exaete  inveniri  queant,  quatenug 
scilicet  rei  natura  permittit.  Evenire  enim  golet,  ut  inventio 
terniinorum  intermediorum  a quadratura  cireuli  pendeat,  vel 
a logaritbmig,  vel  aliug  eujugpiam  curvae  quadratura.  Neque 
vero  termini  generaleg,  qui  adhuc  in  ugu  fuerunt,  hisce  de 
quibug  loquor,  praeatant,  verum  utriusque  generia  aeque 

119  4 I 

facilig  eat  uaua.  Pro  hac  quidem  aerie  1.2. 6.2V.  120  etc. 
terminum  generalem  nondum  inveni,  ged  pro  innumerabilihtta 
aliis  similibus;  unde  id  tarnen  aasecutua  »um,  ut  terminoa 

intermedioa,  quorum  exponentea  sunt  y,  1-^,  2^-  etc.  reipaa 

poaaim  determinare.  Terminus  autem  exponentis  aequalia 

invcntus  est  huic  ( V — 1 ./ — I),  aeu  quod  huic  aequale 

eat,  lateri  quadrati  aequalia  circulo,  eujua  diameter  — 1.  Ex 
qiio  perspicuum  egt,  naturam  rei  non  permittere,  ut  is  nu- 
meria  exprimatur.  Sed  ex  rationc  radii  ad  peripheriam  quaai 

data,  terminum,  eujua  exponena  est^>  inveni  hunc  0,8862269. 

Qui  gi  multiplicetur  per  habebitur  terminua  cujus  exponens 

hie  1,3293V03.  Porro  hie  duetua  in-^dabit  terminum  cujus 
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exponens  est  — et  ita  porro.  Huaaiim  etiam  dare  eoa  termi- 

nos,  quorum  exponente*  *unt  etc.  Tum  ex 

his.  quoruip  exponente»  »unt  ~ etr.  Sed  horum  de- 

terminatio  ab  altioribus  pendet  quadraturi».  Ex  regula  prin- 
cipio  data  quaesivi  quoque  terminum  exponenti»  et  su- 

mendis  15  factoribu*  eum  inveni  0,8932,  qui  aliquanto  major 
eat  vero.  Seriermn  jam,  quarum  habeo  termino»  generale», 
quatdam  hie  appouam,  quo  judicare  po»»i»,  Vir  Celeberrime, 
quam  late  patcat  mea  methodus.  Primum  huju»  »eriei: 

i » S 4 

7 7.»  7.4. 6 2. 4. 6. 8 . t , , 

— , — - — — , - - etc.  mventum  habeo  terminum  ge- 

neralem,  ex  quo  termino»  exponentium  , ly,  2-y  etc,  in- 
veni utique  sequuntur.  Signifiect  p : d rationem  peripberiae 

i*  t'i  t Ä 

ad  diametrum,  quo  posito  erit  etc. 

Aliae  series , quarum  termino»  generales  reperi , sunt 

1 7.4  3.6.9  *.8,17.16  5.10.15.20.25  1 1.2  1.2.3 

2 ’ 3 5 ’ 4.2.10’  5.9.13.12’  6.11 .16.21  .26  ß C'  et  2 ' 3.4’  076* 

*.2.3.4  , . 3 11  50  224  1264  TT  . 

r^*etc-  nec  non  *’T’  T’  24’  120’  wöetc-  Harum  duae 
priore»  quam  teneant  legem,  ex  inspeetione  intelligetur,  tertia 
vero,  cujus  lex  miau»  rlare  apparet,  est  »ummatoria  pro- 

gres»ioni*  harmonicae  1,  — , y,  ~ etc.  Ex  eju»,  quem  ha- 
beo, termino  generali,  inveni  terminum  cujus  indcx  e»t i- 

bunc  — 2/2.  Terminus  vero  cuju»  exponens  ~>e*t  2 — 2/2. 
t 2 

I»  cuju»  exponens  1 — , e»t  2 -j-  — — 2/2,  tum  ille  cuju»  ex- 

I 2 2 

ponens  2-- , est  2 — j — ^ ^ 2/2,  et  ita  porro.  Significet 


Digitized  by  Google 


-=  «f  - 


vero  1 2 logarithmum  hyperbolicum  binarii  qui  e$t  = 
0,6931  V7 18056.  Quae  cum  ita  *e  habeant , ut  termini 
generale«  tot  quadratura«  comprehendere  debeant,  intelligitur 
eorum  inventionem  a calculo  infinitesimali  peti  oportere.  Id 
ergo  hac  in  re  praestiti,  ut  calculum  differentialem  et  inte- 
gralem «eriebu*  tractandis  accomodaverim.  Quem  usum  no- 
vum,  et»i  ob  tempori«  brevitatem  nondum  mag»  excolere 
potui,  «pero  adbuc  ampliorem  fore.  Tu  igitur.  Vir  Geleber- 
rime,  qui  hanc  de  scriebus  doctrinam  jam  tot  tantisque 
inventi*  auxisti,  judiqab»,  quäl  a novo  J»oc  circa  »erie«  ver- 
sandi  modo  ampliiis  expectandtim  Bit.  Maxima  vero  certe 
utilita»  atque  perfqcfip  aoquiretuf,  »t  lp»e,  quomodo  quam 
commodi*«ime  calculo  differentiali  hac  in  re  uti  conveniat, 
inquirere  dignaberi«.  Hoc  enim  adhuc  mea  mcthodu*  laborat 
incominodq,  quod  id  npn  invenire  possim,  quod  vplp^  «cd 
id  veile  dubuam,  quod  invenio.  ■ > - 

Vale  et  fave  Tui  ob«ervanti**imo 

Eulero. 

. , 

■ / 

• ■ * ■ 

•.  I 
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LETTRE  II. 

Goldbach  ä Euler. 

SoMMAinc.  Demonstration  des  termes  ^n^raui  de»  suite»  de  la  lettre  prec4dente. 
Ce  que  c'est  que  les  Iogarithmes  hyperboliques  ? Tbeur£n»c  de  Fermat. 


Vir  Clarissime,  Moscuae  I Decembr.  1720. 

Ad  cpistolam  Tuam,  quae  mihi  gratissima  fuit,  gcneratim 

respondeo  me  in  termini«  mediis  serierum  inveniendis  satis 
habuisse.  si  quos  in  numeros  rationales  cogere  non  possem, 
eosdem  per  series  infinitas  numerorum  rationalium  utcunque 
exprimerem,  quodsi  deinde  ostendi  possit  seriem  hujusmodi, 
qua  valor  termini  medii  quaesiti  continetur,  vel  ad  numeros 
irrationales  vel  ad  logarithmos,  vel  denique  ad  curvarum 
quadraturas  nondum  invcntas  pertinere,  id  minime  contem- 
nendum  puto,  nam  si  alii  operam  dederunt  ut  incognitam 
rationem  diametri  ad  circulum  per  seriem  infinitam  deter- 
minarent,  e contrario  summam  seriei  nondum  cognitam  per 
quadraturam  circuli  explicare  licebit.  hac  tarnen  notabili  dif- 
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ferentia,  quod  numeros  irrationales  ad  rationales  redigi  non 
posse  farile  demonstretur,  quadraturam  vero  circuli  numeris 
rationalibus  definiri  non  posse  nemo,  quod  sciam,  evicerit. 

Termin  um  generalem  seriei  I -+*  2 -(-  6 -f-  2fc-|-  etc  , quem 
pro  exponente  quocunque  m faris 

| •yn  21  —m . 3rn  31—  m — m t^m 

i -f-  m 2 *4-  ni  3 4-  rn  4 4-  m 
sic  demonstro:  Sit  x exponens  factoris  cujuscunque,  erit  for- 

mula  generalis  factorum > et  productum  om- 

nium  factorum  a primo  usque  ad  ultimum  cujus  exponens 

est  x,  inclusive,  (x+ 1 )m : (tJ  ^ • • • ( )•  Ex. 

gratia  si  ni—  2,  fiet  productum  factorum  ad  datum  quem- 

cunque  factorem  (cujus  exponens  est  x) 

adeoque  productum  omnium  in  infinitum  2.  Si  m — 3, 
erit  simile  productum  ad  datum  quemcunque  factorem 

6 (x  -j-  1)*  : (—5—)  (~~)  adeoque  productum  omnium 

in  infinitum  — 6,  et  sic  porro.  Sed  observasti  sine  dubio 
series  algebraicas  omnes,  quarum  termini  consueto  more  per 
signum  -f-  conjungi  solent,  etiam  in  hujusmodi  factores  con- 
verti  posse,  erunt  enim  hic  producta  factorum,  quac  illic 
sunt  aggregata  terminorum. 

Fateor  me  non  satis  perspectam  habere  naturam  loga- 
rithmorum  hyperbolicorum,  quin  et  CI.  Wollius,  ubi  de 
logarithmis  agit,  hyperbolicorum  mentionem  nullatn  facit. 

In  reliquarum  serierum,  quas  commemoras,  terminis  ge- 
neralibus,  Tuo  more  per  factores  exprimendis  non  magnam 
video  difficultatem , nam  seriei 

1 r*  , 3.6  9 . 4.8.  n.  16 

T“*  .O 


4.7.10  5.9.13.17 


etc. 
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} 


3t 

i+T 


a* 

2*  + i 


fff  . donec  m 
erunt  factore*  nu- 


terminus  generalis  e#t 
fiat  — x,  quod  si  nusquam  contingat 
mero  infiniti ; sic  terminus  rcspondcns  cxponcnti  ^ 


fit 


12  3 4 

T * T * X ’ T * etc- 
3 4 5 6 


2(2« + 3) 

3(2«  t2) 
1 . 1.2 


2.4.6  , 2. 4. 6. 8 


Scriei 


1 3.5.2  1 3.5.2  9 
4(2«  + 5)  6(2«  + 2)  8(2«-+-9) 
5(2«  f4)"2f2n  + 6)*9(2»+8>‘ 
, 1 2.3  . 1.2. 3. 4 


-f-  etc.  terminus  generalis  est 


etc. 


3.4  ' 4.5  6 1 5. 6. 2. 8 


+-  etc.  terminus  generalis  est 


1 y 2(4« +2)  3(4n-f6)  4(4«-fl0)  5(4«+14)  % 

~2  \ 6(«-fl)  * 10(n+2)  ' 14  («-t- 3)  18(n-f-4)  ’ C P*  * 

neque  adeo  difficile  est  assumere  numeros  quadratnrain  eir- 
güli  exprimentes,  aliunde  jam  cognitos  et  pro  iisdcm  serics 
eoncinnare , quarum  terminus  medios  hi  numeri  constituant, 
cujus  artificii  mihi  probe  gnarus  videris. 

Caetcrum  egregias  plane  judico  methodos,  quarum  speci- 
mina  mecum  communicasti , neque  dubito  quin  iisdcm  vcsti- 
giis  progrediens  multa  nova  et  praeclara  in  hoc  gcnere 
repcrturus  sis ; misi  ego  quoque  nuper  ad  CI.  Bernoullium 
nostruiu  theorema,  quu  methodum  summandi  serics  ad  cal- 
<ulum  quem  vocant  integralem  accomodavi.  Vale. 

Goldbach. 


P.  S.  Notane  Tibi  est  Fermatii  observatio  omnes  numeros 

hujus  formulae  2 -|-  1 . nempe  3,5,17,  etc.  esse 

primos . quam  tarnen  ipse  fatebatur  se  demonst rare  non 
posse,  et  post  eum  nemo,  quod  sciam,  demonstravit. 
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LETTRE  III. 

Ehe  k h G n d b n u. 


boM  Maire  Uwf€  du  caJeul  integral  «Jans  Ja  recherche  des  tcrme»  gi'iidraui  de# 

suitcs.  Üigression  sur  la  tlifforic  des  log.u'ithnics  et  Jcs  logarithmes  hyper- 
boliques.  Sur  le  th^oremc  de  Fermat  de  la  lettre  pr&ldente. 


^ 

Vir  Ccleberrime,  Petropoli  d , Januar  IM0 

4£uae  nupcr  de  metbodo  mea  progressionum  terminos  me- 
dio» ex  quadraturis  inveniendi  scripsi,  ea  non  ope  »crieruin 
intinitarum  termino»  illos  exprimentium  perficio,  maximc 
enim  arduuin  esse  arbitror  de  quaque  »erie  infinita,  ad  quam 
pertineat  quadraturam,  pronuneiare;  quanquam  non  negem, 
me  primo  ex  »erie  termiiium  generalem  progre»«ioni» 
fl  — 52  -J—  6 — 1—  24  — etc.  exhibente,  quam  Tibi,  Vir  Celeber- 

rime,  pcrsrripsi,  conrlusisse  terminum  ordine  -i-  a quadratura 

circuli  pendere.  Deiude  autem  eodem  modo  circa  alias  pro- 
gressiones  versari  diffiden»  id  meditatus  sum,  quomodo  alia 
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via  eodem  per  venire  possem,  quae  non  seriebus  dignoscendis 
contineatur.  In  aliam  igitur  atque  novam  incidi  rationem 
progressionum  terminis  generalibus  denotandarum.  Ea  in  hot: 
consistit , ut  formulas  integrales  in  terminos  generales  reci- 
piam.  Ad  hoc  autem  adductus  sum  considerans  ad  ea,  quae 
a communi  algebra  perfici  non  possent,  analysin  infinitorum 
plerumque  facilem  praebere  aditum.  Sed  termini  hujusmodi 
generales  toties  consuetam  induunt  formam,  quotics  for- 
mulae  illae  integrales  algebraice  exprimi  possunt,  quibus  in 
easibus  progressionis  omnes  termini,  sive  exponentes  sint 
numeri  fracti,  sive  integri,  algebraice  exhibentur.  Quando 
vero  illae  formulae  integrationem  universaliter  non  admit- 
tunt,  omnes  termini  algebraice  exponi  nequeunt,  sed  qui- 
dam  a quadraturis  curvarum  pendebunt,  quae  inde  cognos 
euntur.  Gum  igitur  in  nonnullis  seriebus  observassem  ter- 
minos quosdam  medios  a quadratura  cireuli  pendere,  in 
earum  terminis  generalibus  necessario  formulae  integrales 
inesse  debere  visae  sunt.  Sequenti  autem  modo  hujusmodi 
formulis  integralibus  utor.  Quando  dieo  seriei  cujtispiam 
terminum  generalem  esse  fPdx,  intelligi  oportet  ex  eo  ter- 
minum  quemeunque  indicis  n inveniri  posse.  Indicat  vero 
hie  P functionein  quandam  ex  * et  constantibus  quantititi- 
bus  una  cum  n indice  compositum;  refero  scilicet  n ad  con- 
stanles,  ut  unica  variabilis  x adsit.  Jam  fPdx  hoc  modo 
dat  terminum  nn'um.  Integretur  fPdx  vel  reipsa,  si  fieri 
polest,  vel  ad  quadraturam  curvae  convenientis  referatur; 
tanta  autem  constans  adjiciatur , ut  totum  evaneseat  positu 
x — 0.  Deinde  ponatur  x — constanti  cuidam  quantitati  ( in 
sequentihus  semper  pono  x—  1),  habebitur  functio  quaedam 
quantitatum  constaulium  et  indicis  n,  quae  erit  ipse  termi- 
nus  n""".  Fieri  nunc  polest , praecipuc  si  n in  exponentes 
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ingrcdiatur,  ut  positis  loco  n certis  numcris,  formula  inte- 

grari  possit,  secus  vero  si  alii  suhstituanlur.  Quo  fit,  ut  alii 

termini  algebraice  tcu  in  numeris  exprimi  queunt,  alii  a 

quadraturit  pcndcant.  Ut  terminum  generalem  reperi  hune 

2/i  + S/,  ..  . . . 4.  2 . 1.4  .'  2.4.6  ‘ , 

— ~ — fd.r(  1 — x)  V ; x prcgrestionit  istiusy-1-.j—  +— — -|-etr. 

Qui  quomodo  congruat,  ut  appareat,  tit  n~  2,  habcliitur 

Jdx  (I  — x)*  Vx  =:  -^-x^ — ponatur  x — I , 

nrictur  terminus  tccundut  — V +•  t Idem  hie 

terminut  generalis  omnet  terminot  medios  suppeditat,  ut  tit 
«=y>  crit  2 \fdxV(x  - xx)  terminut  quaetitut.  Sed 
2 fdxV'{x  — xx)  exliibet  tegmentum  eirculi,  cujut  sagitta 
ett  x,  radio  existente  seu  diametro  t.  Ponatur  x zz  I , 

erit  terminut  ordine  * aequalis  areae  cireuli,  cujus  diametcr  1. 

Similiter  alii  termini  medii  determinantur.  Ilujusmodi  ter- 
minos  generales  omnium  earum  progressionum,  quarum  men- 
tionem  feci,  aliarumque  inKnitarum  sinn I in m darc  postum. 
Quousque  autem  haec  metliodus  pateat  ut  possit  cognoscere. 
Vir  Celeberrime,  gencraliora  hic  adjungo.  Fundamcnli  loco 
milii  fere  fuit  haec  progressio  t -(-  1 .2  4- i .2.3 -J- etc. , cu- 
jus terminus  generalis  milii  inventus  est  Jdx( — lx)n.  Ni- 
mirutn  sumto  integrali  positoque  x~  I , prodit  terminus 

cujus  iudex  est  Denotat  autem  Ix  logarithnuim  hyperbo- 

licum  ipsius  x.  Antequam  vero  ostendam , quomodo  haec 
formula  progressioni  satisfaciat,  explicabo,  quod  Te  non  satis 
pcrspiccre  innuix,  quo  di  Hera  nt  logaritbmi  hyperbolici  ab 
ordiuariit.  Si  constituatur  progressio  geometrica 
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~ A ■ : f , n,  a*,  n*t  n4,  a*,  etc. 

eique  *tibs<  ribatur  arithmeti«  a 

. B...b,  b- j-c,  &-|-2o,  A-|-3c,  b-\-hc , 6-|-5c,  etc. 

Iiabcbit  quilibet  terminus  progrcgsionis  d sive  eorum  qui  ad- 
,sunt,  sive  in terpolatorum  rcspondentem  in  progrcggione  B. 
Hi  termini  progressionis  B regpondentium  torminorum  in 
progressione  A vocantur  logarithmi.  Jam  cum  innnnicrabilcg 
progrcgsioneg  arithmeticae  subgcribi  possint,  pcrspicuum  est 
innumembilia  dari  systemata  logarithmorum.  In  vulgari  sy- 
gtemate,  quorum  tabulac  a Briggio  et  Vlacquio  computatae 
habentur,  loco  geriei  geometrieae  A poguerunt  1,10, 100, 1000 
etc.  et  loco  arithmeticae  sumserunt  hanc  0,  1,  2,  3,  4 etc. 
ita  ut  logarithmus  «nitat»  sit  0,  denarii  1 et»-.  Ex  hoc  in- 
telligitur,  ad  svstema  quodpiarn  logarithmorum  condendum, 
duorum  quorundam  numerorum  logarithmog  pro  lubitu  ac- 
cipi  posse,  e quibus  deinde  omni  um  ntimerorum  logarithmi 
determinantur.  Ita  in  sygteniate  logarithmorum  hyperbolicorum 
etiam  pro  logaritbmo  uni  tätig  ponitur  0,  et  pro  nnmero  qui 
unitatem  quantitate  infinite  parva  superat,  nt  1 -f  di  assu- 
nütur  logarithmus  hoc  ipgum  dz.  Vd  seriös  A est 

1,  (14 -dz),  (1  -A-dt)*,  (td-rf*)*  de. 
et  series  B logarifhmos  continens  est 

0,  dz,  2 dz,  3 dz  etc.' 

Logarithmi  ex  hac  positione  deducti  sunt  ii  qui  vocantur 
hyperbolici,  eo  quod  iidem  sint,  ac  illi  qui  ex  quadratura 
hyperbolae  eruuntur.  In  hoc  systemate  est  logarithmus  binarii 
0,693147180559945  et  logarithmus  denarii  est 
2,302585092994045  ut  ipse  calculo  atiquoties  rcpetito  inveni. 
Sin  autem  acciderit,  ut  logarithmus  hyperbolicig  uti  oporteat. 
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mm  quidem  necesse  e*t  tabniam  eflhim  ad  manu*  habere, 
aed  Viacqunni  in  tisum  voran  posaunt  du m modo  singuli 
logarithmi  per  2,302585  etc.  multipliccntur.  Semper  autem, 
quando  in  cairulo  intinitesimali  de  logarithmis  sermo  est, 
Üyperboliei  intelliguntur.  Et  hane  ob  rem  in  termino  gcne-' 
►ati  fdx{ — ix y,  l designat  lugarithnmm  hyperbolicun».  Üt 
nunc  appäreat,  quomodo  haee  forrnula  quemvis  terminum 
praebcat,  sit  n — 3,  habebitur fdx{—lx)i  — — x(/x)k 
3 — ßa/i-f-Gir;  constantis  adiHtione  opns  mm 
est.  Ponatur  ergo  x — t : proveniet  terminus  tcrtius  ~ 6. 
Omnes  enim  termini  in  quibus  e»t  Ix  evaneseent,  quia/l~0. 
Simili  modo  omnes  termini  numferua  integroa  habentes  crunn- 
tur.  Sed  qtii  vaior  sit  eorum,  quorum  indices  sunt  nurneri 
fraeti , id  difficilius  cruitur.  Dedurit  enim  ad  quadraturas 

* * * * ^ * | 

curvariun  transcendentium,  «t  terminus  ordine  — determina- 

to»  M «paadrrttura  cnrvae,  ad  quam  etX  yy  -\-  Ix  0,  t um 
Damen  eundein  amte  a quadralnra  cirruli  pendefe  deprefien- 
derrm.  Veram  tarnen  atia  mihi  insupcr  est  methodus  eosdem 
Dermin«»*  ad  ctnrvnrum  alg«d»raicartrm  qnadraturas  redueendi, 
quae  hoc  theoremate  continetur:  Terminus,  cujus  index  est 
p : q , acqualis  est 

P P P 

^/dx(x  — xx)*){fdx(xx  - **)*)'••(  /dx(xy—‘ — x?)v^ J 

P_ 

qtla«  express»®  aequivalet  huie  fdx(—lx)f.  Ponatur  ex.  gr. 
P—i  et  <7  — 2 ut  terminus  ordine y in veniatur,  abibit  for- 
ma generalis  in  V i.2fdx\r{x-~  xx);  sed  jam  ostensum 
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est  2fdxV(x  — xx)  dar«  aream  ripculi  diaraetri  I,  qua  re 
in  serie  4 -f-  t . 2 -f-  1.2. 3 -4-  1.2.3.V  -4-  etc.  terminus  cujus 

index  est  -y  aequalis  est  radici  quadratae  ex  circulo  cujus 

diamcter  est  1.  Gum  igitur  fdx(-  Ix)”  sit  terminus  generalis, 
seu  terminus  ordine  n hujus  seriei,  habco  fdx( — Ix)"  1.2.3...R, 

quod  in  serierum  hanc  ineludentium  terminis  generalibus 
inveniendis  magni  est  momenti.  Nee  minus  hoc 


m.m 


-7—7  i fdx(-lx)m+n  ..  . 

+ ;r  • Maxime 


univer- 


• fdx{-lx)' 

sale  et  latissime  patens  est  hoc  theorema 
unde  facile  fluit  hoc: 


(/+g)  (/+ W-  • -If+ng)  + -*)” 

(A-4-  k)  (A  + 2A). . . .(A+nA)  *»+  i tf+(n+t)g)/x':  Ux  (1  - *)» 

Ex  hoc  theoremate  facile  est  invenire  omnium  hujusmodi  se- 
rierum, quarum  termini  sunt  (acta,  in  quae  ingrediuntur 
quantitates  in  arithmetica  progressione  progredientes,  termi- 
nos  generales.  Ut  proposita  sit  haec  progressio,  de  qua  nuper 

, . 1 . 2.4  . 5.6.9 

mentionem  feci,  — -f  etc. 

Hujus  terminus  ordine  n est 

a.2n.3n. . .nn 

(n+0(2«-}-l)  (3n-f.l)...(nn-f-l>* 

Hunc  comparo  cum 

(f+s)<J+1g)<J+*K)...if+ng) 

<*+*)  (A  + 2A)(A+3A)..  .(A  + nA) 

quae  formula  ut  in  illam  transmutetur,  oportet  sit  /—  0 , 
g ~n  et  /j~  1 , k ~ n.  His  valoribus  substitutis  prodit 

n.tn.Sn. . . . nn (t+n+nn)fx7‘dx  (t-j)" 

(n4-1)(2n+*)C3l»+1) («it-pl)”“  (n»q-n)rf/xCl  — rl" 
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id  quod  «st  terminus  generali»  progression»  propoaitae . Eat  au- 

tem  dx  (1  — x)n  integrabile,  integrale  enim  e»t  C—  - — — • 
Constans  C debet  eaae  ~ , ut  posito  * zz.  0,  totum  eva- 

n — p 1 1 

neaeat.  Ponatur  nune  I,  ut  principio  monui,  prodibit  C 
seu  — X|>  eat  igitur  (nn  -\-  n)/dx  (!  — *)"  ~n,  et  ideo  ter* 
-minus  generalis  seriei  propositae  hanc  habet  formam 

(— .+— — )•• 


Sit  n tz  3,  ut  terminus  tertius 


3.6.9 

'«.7.10 


prodeat ; habebilur 


y fx^dx(t  - x)sz=.  ^xi  — 

ponatur  xzz  i , hai»ebitur  — — — — — t — — rz  ter- 

mino  tertio.  Quaero  terminum  ordine  ^ ; fiat  ergo  n — y> 


habebitur 
1 


y/xx  dx(  \ — *)*  zz  C — — (1  —«)*-(-  — (1  — a:)* — (I  — x) • 
Ergo  C estzz-^  — Ponatur  x — 1 , restabit  soluin  C, 


seu  ^ 1 — Algebraice  ergo  hic  terminus  ordine 

dari  polest,  nec  non  ii,  quorum  indices  sunt  y»  y etc. 

omnes  numeris  exprimi  possunt;  qui  autem  quanti  sint,  alio 
modo  vix  fortasse  inveniri  poxset.  Hic  autem  observo  hune 

terminum  ordine  ~ aequalem  esse  termino  ordine  2,  et 

generaliter  terminus  ordine  ~ aequalis  est  termino  ordine  n. 

Haec  feie  constituunt  ununi  gcnus  progression uin,  ad  quod 
mea  methodus  dcduxit;  multa  quoque  ejus  ope  in  scriebus 
summandis  detexi,  et  praecipue  terminis  summatoriis  inve- 

Corr.  math  et  phys  T.  /.  O 
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niendig  omnium  earum  progreggionum,  in  quarum  termini« 
goneralibus  exponcng  vel  index  in  denominatorem  ingreditur, 
ut  in  progreggione  harmonica.  Sed  de  hig  alio  tempore,  gi 
plaruerit,  geriptumg  gum. 

Nihil  prorgug  invenire  potni,  quod  ad  Fermatianam  ob- 
gervationem  gpeetaret.  Sed  nondum  prorgug  perguasug  gum, 
quomodo  sola  inductione  id  inferre  legitime  potuerit,  cum 

X 

certug  gim  ipgum  numerig  in  formula  2*  loco  x gubgtituen- 
dig  nec  ad  genarium  quidem  perveniggo.  — TIae<‘  igitur  be- 
nevole  accipias  enixe  rogo  <>t  favere  pergag.  Vir  Gelobe rrime. 
Tibi  ohgtrictiggimo 

Eu  lero. 


l**\  *1||»l| 
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LETTRE  IV. 


Goldbuh  ä Euler. 


Som  maire.  Sur  la  melhode  d’ Euler  pour  trouver  les  termes  g&ilraux  des 
suites.  Sur  le  th<k>rcn»c  de  Ferinat. 


Moscuae  22  Mail  1730 

Egregia  Teque  auctore  digna  judico  quae  seeundis  litteris 
mecum  de  terminis  generalibus  serierum  communirasti;  hoc 
tantum  in  methodo  Tua  cavendum  mihi  videtur,  ne  assumta 
integralis  fPdx  utrovis  modo,  hoc  est,  tarn  positä  ac~0, 
quam  posita  x~i,  in  nihilum  aheat.  Deinde  sponte  moneo, 

terminuni  generalem  serici  y -J-  3*  -f-  ? -|-  etc.,  quem 

pro  exponentibus  non  integris  dederam,  non  quadrare,  faten- 
dum  tarnen  est  terminum  generalem  ejusmodi 

—+--fdx(  I — x)"Vx, 

ut  intclligibilis  flat  in  scriem  inflnitam  eonsueto  more  resulvi 

* 
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debere,  cuju«  singuli  terraini  integrati  tandem  exhibebunt 
terminum  generalem  indeünitum,  quem  etiam  sine  usu  arith- 
meticae  dilFerentialis  infinitis  modis  produci  posse  eonstat. 

Quod  ad  Fermatii  observationem  attinet,  Tecum  sentio, 
non  credibile  videri,  eum  ad  sex  terminos  illius  suac  serici 
exprimendos  progressum  fuisse,  neque  tanto  labore  opus  est 
ad  verisimiiitudinem  illius  observationis;  faeile  euim  experi- 
mur,  divisore  quoeunque  aecepto,  residua  ex  terminis  ordine, 
quo  sequuntur,  divisis  in  eireulum  rcdire;  sie  v.  gr.  terminus 

2**-[-t,  2,  divisus  per  7 relinquit  3,  ergo  termi- 

nus  »equens  relinquit  idein  residuum , quod  reiinquitur  ex 
divisione  nuineri  (3  — l)*-(-l  per  1,  nempe  residuum  5; 
terminus  hune  sequens  idem  residuum  dabit,  quod  reiinqui- 
tur ex  divisione  nuineri  (5  -!)*-(-  t per  7 divisi,  nempe 
3;  ergo  omnia  residua  possibilia  omnium  terminorum  seriei 
divisorum  per  7 fubi  seil,  quotiens  sit  > Oj  sunt  vel  3 vel  5. 
Simili  ratione  faeile  apparet  nulluni  terminum  seriei  Ferina- 
tianae  dividi  posse  per  numerum  < 100;  sed  quidquid  sit 
de  Fermatii  observatione , hoc  certum  est,  omnem  numerum 
2;'  -f-  1 , ubi  p non  sit  — alicui  numero  2"  (in  quo  n est 
numerus  integer  aftirmativus).  esse  non  primum,  rujus  qui- 
dem  divisores  faeillime  invemuntur.  Sic  numeri  2M  -f-  1 di- 
visor  est  17,  numeri  21'*4  I divisor  est  257  etc-  Vale. 

Goldbaclt. 


ft  > >v 
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LETTRE  V. 

Euleb  ä Goldbach. 

Sokmaike.  Hecherche*  ultdrieure»  iw  Ir  theoremc  de  Kfrnnt.  Kormulc  qui  ei- 
priine  I«  nombrv  de»  4ivueurt  d*un  n<>iul>rc  d>»nn<.  CHaqut  nornWc  est  l.i 
sotiime  de  quitrr  qiurrd».  Formulc  pnur  h quid  rat  uro  du  cercle  de  Grd« 
goire  a Sl.-Vinceut 


Ptlropoli  die  4 Junii  1730 

Poatquam  ultima»  ad  Te  miaiasem  litteraa,  de  theoremate 
Fermatiano  diligentiu»  rogitare  coepi,  idque  non  tarn  levi 
nixum  fundamento , quam  primum  putaveram,  perapexi. 
Quotiea  enim  in  2"-f-l  non  eat  n numerus  ex  progreaaione 
geometrica  1,  2,  fc,  8,  etc.,  diviaorea  aemper,  ut  ipae,  Vir 
CeLuberrimc,  in  poatremia  litteria  monuiati,  aaaignari  poaaunt. 
Nam  ai  n eat  numerus  impar,  binomium  vel  etiam 

gencraliua  a"  -j-  b"  poterit  di  vidi  per  a~\-  b.  Si  praeterea 
fuerit  n multipium  quodpiam  numeri  impar ia,  uti  ai  n—ki, 
denotante  i numerum  quemeunque  imparem,  diviaor  erit 
ak  -}-  Ir.  Quamobrem , cum  aolae  binarii  potentiae  hanc  ba- 
bcant  proprietatem , ut  per  nullum  numerum  imparem  di  vidi 
poasint,  praeter  unitateni,  aequitur  tum  solum  binomii  an-\~b" 
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ex  hoc  fönte  divisorein  assignari  non  possc,  quando  n est 
potentia  quaedam  binarii.  Hoc  quidcm  multum  ad  evincen- 
dam  theorematis  veritatem,  sed  tarnen  non  est  prorsus  snf- 
iiciens.  Quanquam  enim  pro  n assumitur  dignitas  quaedam 
binarii,  tarnen  ex  eo  inferre  non  licet  a" -j-  b"  nullos  habere 
divisores;  ut  si  a sit  — . et  b ~ 3,  etiamsi  ponatur  n — 2, 
potest  IG  — j—  9 di  vidi  per  5.  Conducit  ergo  investigare  easus, 
quibus  nihilominus  divisores  locum  babent.  Perspicuum  est 
primum,  si  a et  b fuerint  numeri  inter  se  compositi,  ut  cf 
et  dj , binomium  c"fn  -(-  d"j"  habere  divisorem  J ".  Heinde 
si  a et  b utrumque  fuerit  numerus  impar,  di  vidi  semper 
poterit  per  2.  Denique  ut  hos  casus  universalius  evolvamus, 
sit  o — me  -f-  a,  et  b — mc  -(-  ß,  erit 

a"  — a”  na"~‘mc  a"~  * m*  c*  -(-  etc., 

. et  6’  = ß'+ nfl—'mc + ßm~- etc., 

, ergo  a"  + 6"  = («"  + /*")  -|- n m c (a  " - * + /Jn  ~ ‘) -f- 

”(/t~  -»)  + etc. 

Ex  hoc  apparet  singulos  progressionis  terminos  praeter  pri- 
mum  dividi  possc  per  mc.  Quoties  igitur  an ß"  et  mc 
communem  babent  divisorem,  per  eundem  etu"-|-^"  dividi 
poterit.  In  bis  igitur  aliisque,  si  qui  forte  hic  non  eontinen- 
tur,  casibus,  quibus  a" b"  non  fit  numerus  primus,  si 
non  comprehenditur  casus  Fermatii,  quo  azz.  2 et  bzzl, 
tuto  concludi  potest  2”  -j-  * semper  esse  numerum  primum. 
Sed  forte  et  alia  hujusmodi  theoremata  invenire  licet,  ut 
3 " 2”,  si  n fuerit  dignitas  binarii,  semper  numeros  primos 

mihi  dare  videtur.  Caeterum  theorema  hoc  non  tarn  saepc, 
si  unquam  fallit,  mihi  fallerc  videtur,  quam  quac  de  difi'e- 
rentiis  potentiarum  enunciant,  cujusmodi  est  hoc:  2”  — 1 
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semper  dare  numerum  prim  um  si  n sit  numerus  primus. 

Nam  si  ponatur  n~ll,  2“ — 1,  vel  20^7,  habet  divisorem  23, 
similitcr  W metitur  21* — 1,  et  223  hoc  2*1  — I.  Occurrit 
mihi  hic  terminu»  generalis,  quem  aliquando  inveni,  vel 
functio  quaedam  ipsius  x,  quae  hanc  habet  proprictatem , 
nt  quicunque  numerus  loco  x ponatur,  ca  dct  numerum 
divisorum  ejusdem  numeri ; in  divisorihus  vcro  habeo  et 
unitatcm  et  numerum  ipsum,  ita  ut  numeri  primi  duos  tan- 
tiim  haheant  divisores.  Est  itaque  hacc  mea  formula  termi- 
nus  generalis  hujus  seriei 

I,  2,  2,  3,  2,  k,  2.  k,  3,  V,  2,  6, 

«,  2,  3,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  It,  12, 

cujus  quilihet  terminus  indicat,  quot  iudex  suhseriptus  ha- 
beat  divisores,  ut  6 habet  quatuor  f,  2,  3,  fi.  Signifieet 
nunc  x numerum  quemeunque , erit  numerus  divisorum 
ipsius  x hic 

*+<-«)*  4 i-K-i)''-»-! + (-*)"  + 1 -j- (— 1 -j- 

3 

Designant  vero  A terminum  generalem  seriei  1 , 1 , V , 7 , 
13,  22,  etc.,  cujus  quivis  terminus  summa  est  duoriim  prar 
cedentium  et  2;  U terminum  generalem  seriei  t,  1,  !,  6, 
11,  21,  M,  etc.,  cujus  quilihet  terminus  est  summa  tri  um 
praccedentium  -J-  3;  C terminum  generalem  seriei  1,  1,  1,  I, 
8,  15,  29,  57,  etc.,  cujus  quivis  terminus  est  summa  qua- 
tuor praccedentium  -}-  Similis  ratio  est  rcliquarum  litte- 
rarum  D,  E,  etc.  Quaeratur  hinc  numerus  divisorum  se- 
narii , erit  x m 6 , A ~ 22 , B ~ 21,  C “ 1 5 , D zz.  1 0 , 
E~  1,  F~  1,  et  reliquae  onmes  erunt  1.  Ilis  positis  erit 
numerus  divisorum  senarii  ~ 

■ (-t)-f  * ( — 1 ) + *-K- 1 ) 4- 1 + (-*!)  + ' + (-')  + 1 -f(— t)  Cic. 


* 
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quia  autem  — . 1 elevatum  ad  numerum  parem  dat  -f-  t et 
ad  numerum  imparem  — 1 , erit  numerus  divisorum 

3-+-I  + — 1 V — 1 •+*  t -f- 1 -4-  1 -14-1  — 1 . 

— 2 — ** 
qui  »unt  1,  2,  3,  6.  Si  igitur  quis  potuerit,  formula  illa 
posita  ~ 2,  eruere  quid  sit  x,  haberetur  terminus  generalis 
pro  Serie  numerorum  primorum;  sed  istbuc  pertingere  non 
spero.  Incidi  nuper,  opera  Fermatii  legens,  in  aliud  quoddam 
non  inelegans  theorema:  Numerum  quemeunque  esse  summam 
quatuor  quadralorum,  seu  semper  inveniri  posse  quatuor 
numeros  quadratos,  quoriim  summa  aequalis  sit  numero 
dato,  ut  7~l-|-t-|-|-|-V  Sed  tria  quadrata  nunquam 
invenientur,  quorum  summa  sit  7.  Ad  hoc  theorema  de- 
monstrandum requirijur,  ut  generaliter  quatuor  quadrata 
inveniantur  »*,  y%,  x *,  e*  quorum  summa  aequalis  sit  sum- 
mae  quinque  datorum  I a%  -|-  6*  -j-  c*  -|-  d*.  Alia  ibi  ha- 
bentur  theoremata  de  resolutione  cujus  vis  numeri  in  trigo- 
nales, pentagonales , cubos  etc.,  quorum  demonstratio  mag- 
num  afferret  incrementum  analysi.  Ut  pagina  haec  impleatur 
transcribam  quadraturam  quandam  circuli,  quam  ex  propo- 
sitione  aliqua  Gregorii  a St.  Vincentio  elicui,  cujus  falsitatem 
nemo  adhuc  ostendit.  Ea  haec  est:  Si  peripheria  sit  p et 

diameter  d,  erit  + ^ est  vero  A — (^) 

ubi  /lt  : 5 denotat  logarithmum  fractionis  ~ et  l ■ 203  : 53 
logarithmum  hujus  — • Haec  expressio  prope  ad  — accedit, 

et  si  vera  esset,  magnum  sane  esset  inventum. 

Vale  et  favere  perge.  Vir  Celeb.,  Tui  observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE  VI 


GoLOBtcu  k Euler. 


Sou  HAihE  Reflexion*  ult^ncures  sur  Ic  thloreme  de  Fermat  c»  rlpcm«  it  U 
lettre  pr^dente. 


<» 

Moscuac  d Junii  1730. 

Etiamsi  vcra  non  esset  Fermatii  propositio,  tarnen  laude 
digna  mihi  videtur  propterea  quod,  cum  ejus  demonstratio- 
nem  invcstigamus , in  alia  incidimus  theoremata  quorum 
veritas  solidis  argumentis  evinci  potcst,  quäle  est  illud  quod 
de  numero  a"  -j-  b”  divisihili  per  a b,  si  n fuerit  numerus 
impar,  observasti. 

Praeterea  1)  si  a,  b,  n sint  numeri  integri,  et  zu  signi- 
ficet  aequationem  impossibilem,  posito  =n  b , sequitur 

o*4-l  esse  numerum  primum ; id  quod  demonstrari  potest 
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Sufficit  autem  pro  n seligere  numero»  qui  n*  -{-  1 faciunt 
primos,  videlicet  2,  V,  6,  10,  IV,  etc.  (sunt  enim  2*  -f  1 , 
V*-}-*»  6*  — J—  1 » etc.  numeri  primi),  »ic  verbi  gratia  quo- 

niam  illico  patet  numero»  — ==-  et  — non  e»»e  mtegro», 
»equitur  numerum  20*-(-lzzVÖl  e»»e  primum. 

2)  Verisimile  e*t  divisorem  minimum  (unitatem  et  nu- 
merum ipsum  hic  pro  divisoribus  non  habeo)  cujuscunque 
numeri  a * — f—  1 c**e  huju»  formae  n1  -f  1 , »cd  hoc  quia 
nondum  »ati»  examinavi,  affirmare  non  possum,  nisi  de  unico 
casu,  ubi  x~  1,  qui  facile  demonstratur.  Caetcrum  »i  ve- 
rum e*»ct  quod  verisimile  dixi,  ex  eo  demonstraretur  tbeo- 
rcma  Fermatianum,  nam  v.  gr.  posito  a — 2,  n non  possct 
sumi  n;  1 (quoniam  n*  -fl  fieret  numeru»  par,  atquc  adeo 
dividere  non  possct  numerum  imparcm),  neque  n — 2 (quo- 

X X 

niam  divisor  n*  -J-  1 fieret  — ipsi  dividendo),  ergo  2*  -ft 
non  haberet  ullum  divisorem. 

Utrum  numeri  (3"  -f  2")  (ubi  n significat  dignitatem 
aliquam  binarii)  primi  sint,  non  dixcrim;  si  conjectare  Iüh‘1 
fortasse  etiam  (2.3)*  -fl  sunt  numeri  primi,  furtasse  et 

X 

(2  p)1  -fl,  si  p est  primus;  sed  qui»  unquam  affirmavit 
numeros  (2"  — 1)  esse  primos,  si  n sit  primus? 

Quae  de  termino  generali  numerorum  primorum  inve- 
niendo  ex  formula,  numerum  divisorum  dati  cujusvis  nu- 
meri  exprimente,  disscris,  ingeniöse  meditata  agnosco,  etsi 
in  usum  dcduci,  ut  ipse  animadvertis,  vix  possint. 

Fermatii  et  Gregorii  a S.  Vincentio  opera  me  non  legisse 
doleo.  Quod  ex  Fermatio  refers  theorema:  Numerum  quem- 
cumjue  esse  summam  quatuor  quadrutorum,  demonstratum 

videre  cupio,  facile  iitinc  infertur  Numerum  quetneurufur.  esse 


t 1 
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summam  tot  quadratorum  (3n  -(-  1)  quot  nnmerus  pro  arbitrio 
sumtus  n continet  unitates.  Sunt  mihi  complura  ejusmodi 
theoremata  in  promtu , quorum  demonstrationeg  neque 
exercitatissimus  Mathematicus , nisi  forte  fortuna,  inveniat, 
etsi  sua  natura  facillimae  siut;  v.  gr.  nulluni  numerum 
triangulärem  si  ei  addatur  ri , habere  radicem  rationalem 
octavae  vel  decimae  potestatis,  scu  quod  idem  est,  positis 

. . . . r «/»-4-/1-1-8  9 -1-  1 

a et  n numens  mtegris  tore  Ly— 5 — i o • 

De  quadratura  circuli  per  logarithmos  numerorum,  quos 
in  litteris  Tuis  commcmoras,  expressa,  veliemcnter  dubito, 
etsi  ad  verum  prope  accedat.  Sunt  etiam  numeri  surdi  sim 
plices  qui  parum  a vero  aberrant,  ut  si  data  diametro  ~ 1, 

peripheriam  dicamus  3 -| — hic  numerus  ne  quidcm  iQOQOO 

a vero  deficit;  ita  ut  non  putem  ullam  methodum  excogibi- 
tarn  esse  quae  rationem  diametri  ad  peripheriam  terminis 
tarn  prope  veris  geomctrice  definiat  quam  haec  ipsa;  quid 
enim  facilius  est  quam  diagonalem  quadrati  circumscripti 
dividere  in  partes  decem  et  unam  dccimam  addere  ad  triplum 
diametri?  Vale  et  fave  Tuo 

Goldbach. 
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LETTRE  VII. 


Euler  ä Gold u ach 


äoHAiHME  Reclimhcs  uhöricure.s  lur  le»  norobre»  et  l«>  diviseurs. 


Fetropoli  die  a6  Junii  17.10. 

Th  eorematis  Fermatiani  veriLis  quotidie  mihi  magis  elucere 
videtur,  sed  Limen  - d emo  nstrationem  ejus  nondum  suni 
nattus.  Sunt  mihi  autem  nonnuliae  ejus  inventae  proprie- 
tates,  quae  fortasse  ad  demonstrationem  conficicndam  uti- 
le* esse  posseilt.  Fiat  series  cujus  ter minus  generalis  est 

2,X  * -(-  I sequens  3,  5,  17,  257,  etc.,  cujus  singuli  ter- 
mini  secundum  Fermatiuni  sunt  numeri  primi.  Demonstrare 
autem  possum  nullum  terminum  per  quemquam  praeceden- 
tium  dividi  posse,  et  praeterea  si  quis  terminus  haheret  di- 
visoreni,  sequentium  nullum  per  eundem  dividi  posse,  sed 
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semper  residuum  fore  2.  Certura  igitur  ex  hoc  est , omnes 
ejus  progressionis  terminos  inter  se  esse  primus,  vel  duos 
reperiri  non  posse,  qui  communem  habcant  divisorem. 

Quod  a a -f-  1 sit  numerus  primus , quoties  in 

nullus  uumerus  inveniri  potest,  qui  pro  n suhstitutus  fraetio- 
nem  mutet  in  nuincrum  integrum , demonstrare  ctiam  pos- 
snm  hoc  modo:  Investigo  Casus,  quihus  aa- f b fpono  autem 
b *C  2a I)  fit  nuinerus  primus  Fict  hoc  si  nullos  habet 
divisores;  si  liaberet  autem  divisores,  ii  esse  hnjus  formae 
a -f-  m et  a — n,  quia  igitur  aa  -f-  b ~ (a  -}-  m)  (a  — n),  erit 

ma  — b m*  — b , au— ..  , , 

— ■ — nm j — — a ; Ouotics  ergo  nullus 

a in  a-J-m  a-J-m  D 

numerus  inveniri  potest,  qui  loro  m suhstitutus,  vel  * 

vel  vel  faciet  numerum  integrum,  toties  au  X b 

u-j-m  a-\m  n ' 

non  habet  divisores,  et  propterea  est  numerus  primus. 

Dicis  deinde.  Vir  Celeberrime,  divisorem  minimum  ip- 

sius  aa  1 , si  quos  habet  divisores,  esse  hujiis  formae 

nn  -+-  I.  Sed  puto  unitatem  pro  divisore  minimo  habere  op- 

portcrc;  nam  hoc  nisi  esset,  theorema  verum  non  esset.  Si 

enim  est  a — 3k,  erit  flu  4-1=:  1157,  cujus  minimus  divi- 

sor  est  13.  Si  a = 76,  erit  aa  4-1  = 5777,  cujus  minimus 

divisor  est  53.  Quanquam  autem  hi  divisores  minimi  non 

quidem  unitate  excedant  quadratum , tarnen  sunt  fortasse 

omnes  summac  duorum  quadratorum. 

An  tj1  -(-  1 sit  numerus  primiu,  neque  affirmare  ncque 

X 

negare  possum.  De  generali  formula  vero  (2 /))*  -f-  1 nego, 
etiamsi  p fucrit  numerus  primus  Nam  si  p ~ 5,  x — 2, 
habebitur  10001,  qui  non  est  primus,  sed  divisorem  habet 

X X 

73.  Neque  etiain,  quod  suspicatus  cram,  3*  +2*  est  nu- 
merus primus:  si  enim  x~  3,  di  vidi  potest  3*  2®  per  17. 
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Fateor  ine  nuilum  librum  nominare  posse,  in  quo  in- 
venerim  2" — 1 esse  numerum  priimnn,  si  n est  numerus 
primus.  Tarnen  bene  memini,  in  inveniendis  numeris  per- 
fectis  hoc  tbeorema  vulgo  in  usum  vocari.  Requiritur  enim 
ad  eos  inveniendos,  ut  omnei  habeantur  easus,  quibus  2”— 1 
est  numerus  primu*. 

Tbeorema,  quod  quieunque  numeru«  sit  summa  quatuor 
quadratorum,  demonstrare  non  postum,  neque  ipse  Fermatius 
demonstrare  se  posse  affirmat.  Tarnen  rem  ad  hanc  quaest je- 
nem reduxi,  ut  xx  -)-  7 in  quatuor  quadrata  resolvatur. 

Quadraturam  eireuli  Gregorii  a St.  Vincentio  examinavi 
eainque  ex  falso  lemmati  deduetam  esse  deprehendi.  Utique 
si  vera  non  est,  etiamsi  adhuc  centics  propius  ad  veram 
accederet,  tarnen  prorsus  nihil i est  aestimanda.  Sed  si  vera 
esset,  egregium  sine  dubio  esset  inventum.  Approximationem 
Tuam,  Vir  (^eleb. , ad  rationem  peripheriae  ad  diametrum, 
utilissimam  esse  in  praxi  existimo. 

De  theoremate  Tuo,  quod  nullus  numerus  triangularis 
k""'°  auetus  habeat  radicem  rationalem  8™  vel  I0mj'  digni- 
tatis,  eogitans,  seriom  numerorum  triangularium  investigavi, 
qui  quaternario  aucti  faciant  quadrata,  atque  inveni  radices 
numerorum  eorum  trigonalium  sequentem  constituere  pro- 
gressionem:  — 7,  0,  9,  56,  329  etc.,  quae  hanc  habet  pro- 
prietalem,  ut  quivis  terminus  puta  n“B*  acqualis  sit  6 (n — t)mo 
— (n  — 2)“°  2.  Similem  legem  habet  series  numerorum, 

quorum  quadrata  sunt  numeri  trigonales,  quae  haec  est: 
0,  t,  6,  35,  20k,  etc.,  cujus  quivis  terminus  est  septuplum 
praecedentis,  demta  summa  duorum  praecedentium.  His  ve- 
stigiis  insistens,  universaliter  seriem  numerorum  integrorura 
dare  possum,  qui  loco  x substituti  faciunt  ax'  ßx y 
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quadratum,  notus  autein  esse*  (Idiot  unus  casus,  quo  ul  lil 
quadratum. 

Cum  mihi  nuper  theorema  Fermatianum,  quod  nullus  nu- 
morus  trigonalis  sit  hiquadratum  praeter  1 , ooourreret,  inqui- 

rore  ooepi  an  "rx-~^  prorsus  non  possit  esse  hiquadratum,  nisi 

»it  a:=l  vcl  0.  Posui  primo  — — /i*x*,  oritque  x — — 

et  V*X^  X — ö — - — * Ut  autem  fiat  hiquadratum,  de- 

1 lpp—i  2 n ’ 

hehit  denuo  esse  quadratum.  Quadratum  ergo  esse 

liehet  2/j*  — p.  Ponatur  p ~ q i , hahehitur  2 q * + 6 77 

t 5 

— |—  5<7  — J—  1.  Radix  hujus  sumatur  1 -(-  — q erit  2 q*  4-  6 qq 

*15  1 9 32 

~-^q*.  Ergo  q — —t  p~  — et  x — — • Quamobrem  nu- 


32 

merus  trigonalis,  oujus  radix  est  — »erit  hiquadratum  radiois 

— • Ex  hoo  oasu  jam  cognito  infiniti  alii  inveniri  possuni 

Hoc  autem  veritatem  theorematis  non  infirmat,  cum  Fer- 
matius  id  tantum  de  numeris  integris  intclligi  velit.  — 
Rogatus  sinn  Tihi  nomine  CI.  Bcrnoullii  salutem  dicere. 
Vale  et  fave.  Vir  Celeb. , Tui  ohsorvantissimo 
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LETTRE  VIII. 

Goldbach  ä EuLek 

SoMNAiHfi  »ur  !es  meines  sujeis. 


Muscu.te  Jjj  Julii  173© 

cfam  diu  animadvurti  numerum  2*  ubi  x ct  p »int 

X 

numeri  integri , divisuin  per  2*  -(-  fl , relinquere  2,  prop- 
terea  quod  (2*  -)-  1)  (2*  — I)  e»t  — 2*  — i,  rursu» 

(2*  H~' — I)  (2*  + -(-  1)  = 2*  + — 1 , et  sic  porro,  donec 
perveniatur  ad  2*  — 1,  qui  minier  us  binar  io  minor  cst 

quam  2*  ex  eo  quidem  certe  »equitur  omne*  nu- 

meros  »eriei  Fermatianae  e*#e  inter  »e  primos,  ut  dicis;  at 
quantulum  hoc  esl  ad  demonstrandum  omne»  illos  numeros 
esse  absolute  prinios? 
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Quod  affirmavcram,  divisorem  minimuni  numeri  — |- 1 cm« 
hujus  formae  n*-f- 1,  nullo  fundamento  niti  agnoseo,  quando- 
quidem  exemplo  numeri  a~3V  refelli  potcst.  Haecerronea  hy- 
pothesis  aliam  nihilo  meliorem  peperit:  numerum  a*-4-  i esse 

primuni,  si  non  possit  fieri  integer,  quae  cum  facto  a:z:3%, 

satis  refutetur,  non  digna  erat  nova,  qua  eandem  ornaati.  de- 
monstratione.  Ob  hoc  ipsum  exemplum  a Te  allatum,  magis 
quam  antea  dubito  de  veritate  theorematis  Fermatiani;  fieri 

enim  potcst  ut  minimus  divisor  alicujus  numeri  2*  -f-  f sit 
centum,  vel  centies  mille  notarum.  quem  usque  ad  finem 
mundi  nemo  inveniat 

Haud  satis  intelligo,  cur  Fermatius  affirmavit  numerum 
quemcunque  esse  summam  quatuor  quadratorum , nisi  me- 
thodum  aiiquam  tenuit  datum  numerum  in  quatuor  quadra- 
tos  dividendi,  quae  methodus  si  pro l»a  fuit,  ad  demonstra- 
tionem  theorematis  satis  fuit. 

*2  • 

In  superioribus  litteris  meis  pro  — — — seribendum  erat 

• lUtH/Uv 

2 

quod  velim  corrigas.  Gacterum  de  fallacia  Iemmatis 

Gregoriani  a Te  deprehenaa  Tibi  gratulor;  haud  dubie  is  est 
fons  crroris  quem  et  Cartesium  vix  triduo  immoratum  Gre- 
goriano  volumiui  notasse  scribit  Lipstorpius  in  Specim.  Pbiios. 
Gartes.  par.  1 — 2,  p.  87.  Sane  si  facilitatem  legis,  qua  pro- 
greditur  approximatio , spectes,  nibil  puto  de  quadratura 
circuli  exeogitatum  esse  quam  Leibnitii  seriem;  sin  modum 
quam  citissime  approximandi  requiramus,  eum  quem  secutus 
est  D.  Lagnius  (in  Comment.  Acad.  Paris.  A.  1719)  rcliquis 
praestantiorem  ex  admirabili  quod  protulis  specimine  judicare 
licet  ; occultavit  ille  quidem  tum  temporis  artiticium  quo 
usus  est,  neque  scio  an  deinde  explicaverit;  posterioruni 

Corresp.  math.  et  phys.  Ti.  ^ 
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enim  annorum  eommentarios  non  inemini  me  vidisse.  Si 
quid  Tibi  de  ejus  metliodo  constat,  rogo  ut  ad  me  persoribaa. 

Demonstrationem  meam  theoremstis:  nullum  numerum 
trigonalem,  praeter  1,  esse  quadrato- quadratum  communi- 
cavi  cum  Gl.  Bernoullio  nogtro  litten*  Moscua  datis,  quas, 
si  ad  manum  sunt.  Tibi  facile  concedet;  ex  ea  demonstratione 
perspicies  non  soliun  nullum  numerum  sed  ne  qui- 

dem  ullum  n 1 (praeter  1 et  36)  rcperiri  in  trigonalium  or- 
dine,  tantum  abest  ut  onmes  quadrati  radicum  0/  1,  6,  35, 
20i,  etc.,  quarum  progressionem  in  litteris  descripsisti , »int 
trigonales. 

Incidi  aliquando  in  solutionem  hujus  problematis:  Nu- 
mero cuicunque  integro  quantumvis  magno  fl,  cujus  tantum 
duae  postmnac  notae  dantur,  addere  alium  numerum  in- 
tegrum b hac  lege,  ut  aggregatum  non  habcat  radicem  ra- 
tionalem ullius  potestatis.  Sit  v.  gr.  nuraerus  5Y3664-,  cujus 
tantum  duas  ultimas  notas  nempe  6%  mihi  cognitas  Hugo, 
reliquis  5^36  (vel  quibuscunque  aliis)  occultatis,  liuic  si 
addatur  2,  ita  ut  fiat  5^3666,  is  numerus  nullam  habet 
radicem  rationalem.  Vereor  ne  totum  problema  simplicitate 
sxia  vilescat,  si  methodum  solvendi  et  demonstrationem  simul 
addam,  quapropter  easdem  in  futuram  cpistolam  differo. 

Vale  et  fave 

’ G o 1 d b a c b . 
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LETTRE  IX. 


Eulkr  h Goldbach. 

Sommaibe.  Theoreme  de  la  rdsolubilitd  de  rhaque  norribrc  f nt  irr  en  quatre 
quarrt?*.  S^rie  de  Mayer,  tr£s  ronvergente # pour  U valcur  de  vt  Sdri*  d«4 
nombres  dont  les  quarrt»  sont  des  noiubre*  trigonaux.  Probleme  de  Pell. 
Sur  le  problcme  proposd  par  G.  dam  la  lettre  prlcddente.  Probleme  de| 
lunules  quarraltlei. 


Pettopoli  die  10  August!  1750 

Quantum  mihi  constat  de  theoroniate  Fcrmatiano,  ommm 
numci’uin  esse  summain  quatuor  quadratorum,  ipse  Ferma- 
tius  neque  demonstrationem  ejtis  habuissc  videtur,  aequo 
moduin  generalem  numeri  cujusque  in  quatuor  quadrata 
distrihucndi , sed  id  potius  videtur  tantum  observasse  et 
proptcrea  enunciasse,  quia  nullum  cxemplum  contrarium  ab 
eo  fuit  deprcliensum.  Etiauisi  autcm  hacc  propositio  vera 
sit,  tarnen  difficillima  mihi  esse  videtur  demonstrationis  in- 
ventio;  nullam  enim  legem  observare  potui  in  divisiune  dif- 
fictHintorum  numerorum  hu  jus  formae  »n-(-7,  atque  reau- 
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lutio  in  quatuor  quadrata  semper  Fortuna  tantum  sueecdere 
videtur,  neque  ulla  prorsus  regula  eontineri.  Commentarii 
Academiae  Parisinae  ad  A.  1719  et  sequentes  non  adsunt 
hie  in  Bibliothcea  et  liane  oh  rem  de  methodo  D Lagnii 
nihil  eommemorare  possum.  Quod  autem  ad  aptam  et  faci- 
lem  approximationein  ad  arcam  eirculi  attinet,  memini  Maye- 
mm  nostrum  b.  d.  hahuissc  seriem  vehementer  convergen- 
tem,  cujus  tres  vel  quatuor  termini  tantum  sumti  darent 
maximos  Ludolphi  a Ceulen  numeros.  Serie*,  quam  nuper 
Tecum  eommunieavi  0,  1,  6,  35,  20V,  etc.,  hane  haltet  pro- 
prietatem,  ut  cujus  vis  termini  quadratum  sit  numerus  tri- 
gonalis, neque  haec  proprieta*  ad  0,  1 et  6 tantum  pertineL 
Nam  v.  g.  quadratum  termini  35  est  1225,  qui  e*t  numerus 
trigonalis  radieis  V9.  Univcrsaliter  vero,  cum  illius  progres- 

• . ..  (.i-t-aVa)"-» -(3-3/3)"-»  . 

sionis  terminus  generalis  sit  — — . - » nu- 

ju*  quadratum  est  numerus  trigonalis  radieis 

(3-f3i  2)"-l  + (3-3v 3)n-‘-3 

{ * 

Ex  ea  igitur  serie  quam  dedi  inveniuntur  innumerabiles 
numcri  integri  qui  simul  sunt  quadrati  et  trigonales.  Fun- 
damentum  ejus  sequcnti  generali  theoreinate  nititur:  Si  for- 
mula  az*  -\-bz- }- c fit  quadratum  casu,  quo  ponitur  z~p, 
fiat  ea  quoque  quadratum  casu,  quo 

z — -)- p / (1  -(-  aXÄ)  -{-XV (ap1  + bp  + c), 

oportet  autem  pro  X numerum  accipere  qui  1 -j-aXX  faeiat 
quadratum.  Si  igitur  unicus  innotescit  Casus,  quo  az%  -\-bz-\~c 
fit  quadratum,  ex  hac  forma  statim  invenientur  innumera- 
hiles,  idque  in  intcgris  numeris,  siquidem  X ita  aceipiatur 

ut  ~ b + aX*'>  gat  numeru8  integer.  Omnes  autem  nu- 
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hieri  hoc  modo  inventi  constituunt  seriem  ex  duanus  geo- 
metriris  conflatam.  Agitata  sunt  hujusmodi  problemata  de 
numeris  integris  inveniendis  inter  Wallisium  et  Fermatium. 
Exemplum  maxiine  diftirilc  erat:  invcnire  numeros  integros, 
qui  loco  x poaiti  efticiant  fonnulam  I09xx-j-t  quadratuni. 
Pro  hujusmodi  quaestionibus  solvendis  excogitavit  D.  Pell 
Anglus  peculiarem  mctliodum  in  Wallisii  operibus  expositam. 
Eaque  ad  mcum  institutum  opus  habco,  ut  1 -(-«/./.  Hat 
quadratum.  Ea  vero  methodus  tantuin  ad  exempla  prorsus 
numcrira  patet,  neque  ejus  est  usus  in  formulis  arbitrarios 
coefficientes  habentibus  resolvcndis,  ciijusiuodi  est  mens  Casus 
a t*  -\-  bz  c.  Conatus  suin  similem  methodimi  pro  formulis, 
in  quibus  indcterminata  tres  habet  dimensiones,  invenirel 
Idem  vero  non  aeque  ac  in  quadraticis  praestare  pötui;  sed 
tarnen  ea  sufficit  ad  ornncs  nuineros  integros  inveniendos, 
legem  vero,  qua  ii  progrediuntur , non  praebet.  Exempla  ad 
hoc  illustrandum  sint  haec:  Invenire  numeros  pyramidales 
trigonales  integros,  qui  sint  quadrati,  vel  qui  sint  trian- 
guläres plani. 

Solutionem  Tuam,  Vir  Gelel».,  problematis  quod  per- 
scripsisti,  ad  propositum  numerum  alium  addere,  ita  ut 
summa  non  habeat  radicem  rationalem  ullius  potostatis,  ex 
hoc  prinripio  durtam  esse  statim  animadverti,  quod  nullus 
mumerus  ullius  dignitatis  per  solum  binarium  di  vidi  possit, 
vel  quod  nulla  potentia  sit  numerus  impariter  par.  Ex  dua- 
bus  autem  postremis  notis  cujusque  numeri  rognoscitur, 
utrum  per  4 di  vidi  possit  an  secus.  Quamobrem  si  talis  nu- 
merus adjiciatur,  qui  offioiat  sununam  per  2 sed  non  per  fc 
divisihitem,  habetur  quod  desideratur.  Idem  adhuc  pluribus 
modis  potest  effici,  vel  fariendo  ut  ultima  nota  sit  0,  penul- 
tima  non;  vel  ut  duae  postremae  notae  sint  05,  15,  35,  V5, 
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55,  65,  85,  95;  hujnsmodi  enim  terminatinnes  nullac  habent 
dignitatcs  Similiter  apparet,  qualis  mnnerns  ad  pfopositum 
quantumvis  magnum,  rujus  notartim  summa  tantum  datur, 
addi  dcbeat , ut  quod  prodit  nulla  sit  potentia.  Nitnirum 
talis  dcbet  addi,  qui  ad  summam  notarum  additus  reddat 
eam  per  3,  sed  non  per  9 divisibilcm 

Metbodum  Tuam  lunulas  quadrabiles  inveniendi  vidi» 
eaque  mihi  magnopere  placnit  propter  summam  ejus  et  fa- 
cilitatem  et  brevitatcm.  Persccutus  sum  idem  probleraa  jam 
diu,  prorsus  analytice,  sequenti  modo:  Sit  (Fig.  1.)  semilunula 
quaecunque  A BD , et  ex  D in  AB  productam  demittatur  per- 
peudiculum  DC,  arcuum  AD,  BD  sinus.  Sit  DC^zy , ra- 
dius  arcus  ADzzza,  r ad  ins  arcus  BD  — b;  erit  intcgratione 
per  logarithmos  absoluta  area  ACD~ 

<uiV  — t , y + V(jry  — <*«)  y v O«  -yy) 

2 aY  — i 2 ’ 

et  area  BCD  zz. 

bb  V — I ,/+  V (yy — bb)  yV.bb—yy) 

2 bY-t  % 

Ex  bis  erit  semilunulae  area  AD  Bz zz 

««•'  -i  / y + ^ (yy  — ««)  46 V — t ; y + / C yy  — k,b) 

2 «l-t  3 bV-i 

yV  (aa  — yy)  -j -y  V (66  — yy) 

2 

Ergo  perspieuum  est  quoties  in  hac  expressione  quantitates 
logarithmkae  evanescunt,  toties  lunulam  esse  quadrabilem, 

erit  enim  ADB  zzz  ■£-*  — ^•r-»  Qutunobran 

ad  lunulas  quadrabiles  inveniendas  oportet  ut  sit 

I‘<‘  V — » ■ y > (yy  — «<0.  bbV  — 1 . y ■j-V'  ( yy  — bb) 

‘2  nY  — I “ 1 6|/— 1 
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vel  sumtis  numcris 

(y  + VCrX  — äa)\au  /£+  V (jry-  bb)\bb 

V aV  — 1 ) \ f>Y  — 1 / 

Ex  hac  aequatione,  data  relatione  inter  a et  b,  determinabitur 
y,  »eu  semichorda  lunulam  quadrabilem  subtendens.  Quan- 
quam  in  aequatione  inventa  insunt  quantitates  imaginariae, 
tarnen  in  reduetione  eae  ex  calculo  abeunt,  proditurque  pro 
y valor  realis.  Solutio  haec  cum  Tua,  Vir  Celeb. , congruit, 
utraque  enim  omne*  dat  casus,  qui  exi&tunt.  Vale  et  fave 
Vir  Celeb.,  Tibi  observantissimo 

Leonh.  Eulero 
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LETTRE  X. 


Goldbacii  ä Eller. 


S OM  MAI  HE  RdfMHlM  a la  Iclirc  |»rccctlcnle  Probleme  de  ^'omtlri« 


Momum  d.  9 Oct  1730 

Numero»,  qni  di  vidi  possunt  in  tot  quadrata  quot  a continet 
Imitate»,  animadverti  po»»e  etiarn  dividi  in  quotcunque  plura 
quam  a,  hoc  e*t  in  quadrata  a -j-  n,  ubi  n denotet  numerum 
integrum  affirmativutn  quemeunque.  Si  igitur  verum  e*t 
numerum  quemeunque  dividi  posse  in  quadrato»  quatuor, 
theorema  generaliu»  enunciari  poterit:  Numerum  quemeunque 
rationalem  dividi  posse  in  quadratos  quotcunque  plures  quam  3. 
Omni»  vero  numerus  qui  neque  duorum  neque  trium  qua- 
dratoruin  summa  sit.  »emper  dividi  posse  videtur  non  soium 
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in  quatuor  quadratos , sed  etiam  in  1 et  tres  quadratos, 
sie  v.  gr. 

7 = 1 + 1 + »-*-*;  23=l+V  + 9+9;  39  — 1 + 1 + 1+36; 
15  = l + l+V  + 9;  28=1+9  + 9+9;  V7  = l + 1+9+36; 

etc. 

neque  uilum  exemplum  contra  adferre  poteris;  sed  hujus- 
modi  theoremata  non  facile  demonstrari  cum  Fermatio  fateor. 

Serie*  illa  Mayeri,  quae  tribu*  quatuorve  terminis  nu- 
meros  Ludolphinos  exhibuit,  magni  momenti  videtur,  si  isti 
tre*  quatuorve  termini  breviore  tempore  et  de»cribi  et  in 
summam  colligi  posaunt,  quam  quo  tempore  opus  est  ad 
eosdem  numeros  methodo  Ludolphi  determinandos,  nisi  enim 
id  demonstratur , nihil  in  ejusmodi  serie  magnopere  admi- 
randum  est,  cum  vel  ipsa  series  Leibnitiana  pro  lubitu  in 
magis  convergentem  transmutari  possit,  si  v.  gr.  millenos 
quosque  terminos  ejusdem  pro  singulis  terminis  alterius 
seric i sumamus,  sed  hujusmodi  compendio,  ut  dixi,  nihil 
proficimus,  quoniam  ad  duos  terminos  seriei  magis  conver- 
gentis  describcndos  et  addendos  tantum  temporis  requiritur 
quantuni  ad  colligendam  summam  bis  mille  terminorum 
seriei  minus  convergentis. 

Innumeros  esse  quadratos  trigonales  satis  ostendisti  et 
hanc  ob  causam  multo  magis  memorahile  est  Fermatii  effa- 
tum:  nullum  numerum  trigonalem,  praeter  1,  esse  qua- 
drato  - quadratum. 

Numerum  qui,  divisus  per  9,  relinquit  3 vel  6 non 
habere  radicem  rationalem,  quemadmodum  observasti,  jam 
ante  plus  quam  12  annos  ad  ainirum  scripseram.  Locus  ex 
epistola  excerptus  in  Supplem.  Actor.  Lips.  legitur. 

Qtiod  mea  solutio  problematis  de  quadrandis  lunulis  Tibi 
probetur  pergratuni  est  , quamquam  mihi  ipsi  displicere 
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coepit,  postqnam  non  novam,  sed  a CI.  Dan.  Bernoullio  in 
Exercitat.  Mathemat.  multo  ante  expositam  vidi.  Tua  solutio 
mihi  imprimis  afridet,  quod  aequatinnem  ad  expressionos 
definitas  reducis,  quae  sanc  plus  hahent  elcgantiae  quam 
series  indefinitae.  Caeterum  quaecunque  hujus  prohLematis 
solutione*  exrogitentnr,  totum  negotium  in  eo  est,  ut  ab 
exprrssione,  quae  dotenninat  aream  lunulae,  removeantur 
quantitates  a cimili  quadratura  pendentes:  igitur  jam  ante 
7 annos , nun  pritnum  hujus  problematis  mentionem  in 
litteris  faeeret  Nicol.  Bernoullius  p.  m hanc  ei  solutionem 
rnisi: 

Sint  (Fig.  2.)  duo  circuli  sese  intersecantes  in  A et  C; 
arculus  AGC  =.  a\  AHC'zz.ß-,  pars  cireuii  ADCE  =:  y ; 

ADCE^z^;  triang.  AEC  — b ; ACF  — c;  erit  segm. 

A I)  C — - — bi  A B C “ — ~ c;  adeoque  lunula 
P 9 

A B CG  zz:  a — - -f  ^ — c ; öt  Ponen^o  « — ~ — 

~ — 0 (ut  scilicet  destruantur  quantitates  quadraturam  cir- 
culi  involventes)  erit  eadem  lunula  AD  CG  ~ b -f-  c. 

Occasione  problematis  Kepleriani  de  semicirculo  C H U 
(Fig.  3.1  ex  dato  puncto  E ita  dividendo,  ut  trilineum  CHE 
»it  ad  aream  semicirculi  in  ratione  data . in  alius  proble- 
matis solutionem  incidi: 

1.  dato  radio  AC  — i, 

2.  ratione  diametri  ad*  peripheriam : t ad  p , 

3.  arcus  dati  ad  sinum  rectum:  — ad  e, 

n 

■t.  areae  trilinei  CHE  ad  aream  semicirculi  CHD.  1 ad  n. 
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detemiinare  distantiam  puncti  E a centro  A seu  lineani 
A E m c infinitis  modis,  ita  ut  sinn«  H I exprimatur  per 
quantitates  p,  n,  c;  postulatur  autem  soiutio,  quae  dcter- 
ininet  iincas  AE  et  Hl  non  per  «eries,  »cd  per  expressiones 
definitas. 

Solatio.  Sit  m nurnerus  arbitrarius,  AE~c  = 

lp (t  — m)  V — i 

n [(y'(t-e*)4-e  / - l)m  - {Y (1  - e1)  -«✓-!)]"'  ’ 
erit 

nc 
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LETTRE  XI 


Edler  ä Goldbach. 


So  MM  Al  RE»  Theoreme»  de  la  throne  de*  nombres  Fomaule»  pour  la  valeur  de  n. 
Integration  de  formules  irrationelle«. 


Petropoli  die  17  Octobr.  17.>0. 


Quod  omni*  numcrus,  qui  in  tot  quadrata,  qnot  a continet 
unitatcs,  di  vidi  potest,  etiain  in  piura  possit  dividi,  ex  eo 
facile  intelligitur,  quod  qnadratu*  numeru*  quicunque  in 
diios  pluresve  quadrato*  possit  distribui.  Hoc  ergo  modo 
numerus  quadratoruni , qui  junctim  sumti  numcrum  datum 
eflir  iunt,  quousque  libuerit  potest  augeri,  non  vero  ditninui. 
Observavi  atqne  demonstrare  possum  nullum  numcrum  hac 
forma  contentum  m m k v -f-  3)  in  duo  dividi  posse  qua- 
drata;  neque  ullum  hu  jus  formae  esse  sum- 

mam  trium  quadratorum.  An  vero  omnes  reliqui  in  tria 
pauciorave  dividi  possint,  non  dixerim;  neque  an  omnes 
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numeri  in  ea  formiila  contenti  in  qnatuor  quadrata  possint 
di  vidi.  Saltem  nullum  exemplum  deprehendere  potui.  Atta- 
men  si  verum  est  aliud  thcorema  cjusdcm  Fermatii,  omnem 
numerum  esse  summarn  trium  numcrorum  trigonalium , et 
hoc  inde  sequitur  omnem  numerum  esse  sum- 

mam  quatuor  quadratorum.  Vi  enim  illius  theorematis  om- 
nes  numeri  romprehenduntnr  in  ista  formula  -j-  — -j- 

Propterea  hu  jus  octuplum  kaa  -f-  ba  -}-  bbb  -j-  Kb  -f- 
4cc-|-4c  eomplectitur  omnia  multipla  oetonarii,  seu  omnes 
numeros  hujus  formae  8 x.  Gonsequenter  haec  formula 
(2a  -J-  1)*  -|-  (2b-\-  l)4  -j-  (2c  -j-  1)*  continet  omnes  nume- 
ros hujus  formae  8 cc  — (—  3.  Quoeirca  omnes  numeri  8*-j-3 
sunt  summae  trium  quadratorum.  Hane  ob  rem  omnes  numeri 
formae  8x-f-k  vel  hujus  8x~f-7  sunt  in  quatuor  quadrata 
resolubiles.  Porroque  et  hi  mm(8a;-j-^)  atque  mm  (8x-}-7). 
Formula  mm(8x-\-k)  aequivalet  huic  mm(2x-|-l).  Ex 
hae  formula  excluduntur  omnes  numeri  impariter  pares, 
iique  soli:  i.  e.  numeri  formae  istius  kx-{-2.  Etiamsi  ergo 
verum  esset  Fermatii  theorema  de  numeris  trigonal  ibus, 
tarnen  ad  veritatem  nostri  ostendendam  necesse  insuper  est 
denionstrare  omnes  numeros  kx-\-2  in  quatuor  quadrata 
esse  resolubiles.  Quod  attinet  ad  observationem , omnem  nu- 
merum in  quatuor  saltem  quadrata  divisibilem  di  vidi  posse 
in  unitatem  et  tria  quadrata,  sive  quod  eodem  redit,  si  a 
tali  numero  unitas  auferatur,  residuum  semper  in  tria  qua- 
drata distribui  posset.  Haec  proprietas  utique  in  omnibus 
numeris  eentenario  minoribus  locum  habet,  sed  numerorum 
majorum  innumerabiiia  exempla  in  contrarium  aiferre  pos- 
sum,  cujusmodi  est  112,  qui  numerus  quanquam  in  pau- 
eiora  quam  k quadrata  dividi  nequit,  tarnen  effiei  non  potest, 
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ul  unita»  in  illi»  quatuor  quadrati*  reperiatur.  Nan»  Ui 
nunquam  in  tria  quadrata  dividetur.  Eandem  proprietatem 
habent  omne»  numeri  bar  forma  eontenti  16  n « (8*  -f-  7), 
neque  rnim  hi  neque  unitate  mulctati  in  Iria  vel  pauciora 
quadrata  poaaunt  dividi.  Numeri»  autem  t6nn  (8a: -+•  7)  in 
quatuor  quadrata  dividcndi»,  non  »olum  effiri  non  pote*t, 

Ut  unita»  »ed  neque  ut  hujus  formae  (2  m t)*  "Jj  quadra- 

tum  locum  in  ilii»  quatuor  quadratis  expieat.  Denotat  hit  d 
uumerum  dividentem  n.  ~ De  altera  quarstionc,  quomodo 
quam  facillime  maximi  numeri  Ludolphi  a Genien  quadra- 
turam  circuli  dante»  inveniri  queant,  «cribaro  quaa  ipse  me- 
ditatu»  »tun,  cum  manuacripta  Mayeri  amplius  inapicere  nun 
liccat.  Sit  diameter  circuIi  b , chorda  quaecunque  = ac  et 
arcu*  reaponden*  ^ S,  erit 


i xs  | 1.3.**  . i.i-t.x? 

2.3  t»  ' TÄb.b*  2.4.6.  Tt« 


Ilaec  Serie«  eo  magia  convergit  quo  rninor  accipitur  Sed 
ut  ratio  peripheriae  ad  radiurn  iude  possit  inveniri,  oportet 
ut  S cum  tota  pexipheria  ex  x cum  diametro  «t  commeu- 
aurabilis.  Ad  hoq  rninor  chorda  rationalis  non  adhuc  e*t  in- 

venta , quam  ea  «reu»  60  gradutim , quae  e»t  zz:~  b.  Cum. 

autem  hör  caau  »cries  nequaquam  aatia  eonvergat , in  id 
cogitandum  e»t , quomodo  cxpreasio  finita  inveniatur  ei 

quam  proxime  aequalis.  Prope  arcedit  haec  S ~ > 

propnis  eham  ha  er  S = * + t20bb(nbb nec  non 

1 89 

S ~ x 4-  (for  j t'{-  \rt — -YU-  Sed  hae  <*mne*,  rim  x mi- 

1 Kbb  vWO  hb  — 311  xx  J 
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verum  aeeedunt;  propterea  maxi  ine  eonsultum  erit  minorum 
peripheriae  partium  chordas,  etsi  irrationales  assumere.  Ha- 
beo  praetcrea  aliam  formulam,  qua  pcriphcriam  circuli  de- 
terminare  possum.  Si  diameter  ponatur  — t , erit  peripheria 
16.36.64.100. . .4n/i  8/t  + 2 


vel  accuratius 


9.25.49.81.  . .(ln  — 1 ;»  2/i/i  + n 


peripheria  — (1  + - n) 


4.16.36.  . Ann 


V72" 


+ 2 


9. 25. 49... (2/1+1)»  2n  + 3 


quae  posterior  expressio  semper  est  justo  major;  hic  quo 
major  aeeipitur  n , eo  vero  propior  prodibit  peripheria.  — 
Vidi  Clarissimum  Bernoullium  nostrmn  in  litteris  ad  Tc, 
Vir  Celeberrime,  datis  mentionem  feeissc  theorematis  cujus- 


dam  mei,  haue  formulam 


ll/x 


semper  posse  in  ratio- 


Y(b  + cxm) 

nalem  transmutari  et  propterea  integrari.  Significavit  is  mihi 
Te  eam  formulam  multis  modis  universaliorem  reddidisse. 
Celeberrimus  Bernoullius  Pater  quoque  simile  effeeit;  non 
solum  enim  eam,  sed  hanc ad  rationalitatem 

V (di"’+ii") 

reduxit.  Haec  videns  eogitare  coepi , an  non  omnes  plane 

formulae  hoc  modo  integrari  possint,  admissis  saltem  loga- 

dx 

rithmis.  Nain  quia  --  in  x"‘dx  eontinetur,  quae  beneficio 
logarithniorum  integrari  possunt,  ea  pro  absolute  integrabf- 
libus  haberi  debent.  Nullo  autem  modo  haue  formam 
V >’  *luae  expr'm'f  elementuin  curvae  elasticae  rectan- 
guiae,  integrare  pot,ui  ncque  eUipsin  rectificare,  etiamsi  lo- 
garithmi  admittantur.  Ncseio  autem,  an  in  uulla  Tuarum 
formularuni  et  hae  oomprehendantnr.  Vale  et  fave.  Vir 
(ieleb.,  Tibi  obstrirtissimo 

Eu  lero. 
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LETTRE  XII. 

Goldrach  ä Euler. 


Som  maire.  Rdponse  a U demiere  partir  de  I«  lettre  prtcldente,  Mir  rintitgribiliti 
de«  forinule«  irrationelle«. 


Moscuae  6 Nov.  1730. 

In  ultima  cpistola  Tua  miror  diligcntiam.  quam  ad  inda- 
ganda  numerorum  mysteria  adhibcs.  Revidi  quae  ad  Celeb. 
Bernoullium  de  fortnula  difierentiali  cujus  mentionem  facis 
seripseram,  atque  illico  animadvcrti  casus  illos  rationales 
multo  brevius  quam  putaram  expediri  posse.  Praemonendum 

autem  duco  formulam  A... — r nihilo  generaliorem 

(xm  + i"  /* 
dv 

esse  formula  B.  . —————ft  cum  per  solam  Substitutionen» 
(»">+  i)«" 

m 

x.—  i/m-"  ex  A producatur  B,  quod  etiam  agnovit  dar. 
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Daniel  Bernoullius.  Considerabo  jam  differentialem  hujus 

formae  C...(t  -\- x”)p  dx  (ubi  p sit  numeru*  rationalis  non 
integer),  quam  dieo  rationalem  fieri  si  n sit  numeru*  integer 
quicunque;  ponatur  enim  x — (z — i)n,  mutabitur  C in 
D...n(z  - \)”~l  zpdz,  quam  apparet  fieri  rationalem  »i  n sit 
numeru*  quicunque  integer.  Si  vero  ponatur  z—v{v — i)  *, 
migrabit  D in  E... — n(v — \)~n~p~ 1 vpdv , quae  ad  ter- 
minos  rationales  redigi  potest,  si  — n — p sit  numeru*  in- 
teger quicunque.*  Memorabilis  haee  est  convenientia  casuum 
integrabilium  et  rationabiliutn  (ut  sic  loquar),  illi  enim  nu- 
merum  n vel  — n — p integrum  affirmativum,  hi  saltem  in- 
tegrum postulant.  Vale. 

Goldbach. 


dx 


N"te.  marginale  d 
(fc-f  fl*»-“)*  = *.- 


'Euler:  m fit  rationale,  si  ponatur 

V (l>rm  + ax”) 
dx 

m r est  integrabile,  si  u — t dividi  potest 

J'/’y  (l  + r~rf) 


per  n. 


Contu)  nmth  tt  /‘hin.  ’/  i. 
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LETTRE  XIII. 


Euler  ä Golubach. 

Sommaipf..  IWduetion  des  formules  differentielles  irrationelles  a la  rationalitl 
Th^urirac  gln^rat  potir  l’intlgration  des  formules  rationelles. 


Petropoli  die  9 Novernbris  &.  1780. 

Omni»  formula  differentiali»  rationalis  hanc  habet  proprio- 
tatem,  ut  ejti»  integratio  reduci  possit  ad  integrationem  huju« 
x"'dx.  Quam  ob  rem  si  x"‘dx  pro  absolute  integrabili  ha- 
bemu»,  enunciare  possumus,  omnes  formula»  rationale»  e»»e 
integrabile*.  Gum  autem,  »i  m~  — i,  integrale  ipsiu»  x~ *dx 
»it  Ix,  cujusmodi  expressiones  in  algebraici»  non  habemus; 
si  ca»  tantum  formula*  integrabile*  e**c  eenscamu»,  quae 
dant  integralia  algebraiea,  oportet  »uperiorem  propositionem 
quodammodo  re»tringi,  hoeque  modo  enunciari,  ut  omnes 
formulae  differentiale»,  quae  in  rationales  transmutari  po*- 
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8U nt,  integrabileg  esse  dicantur,  iis  exceptig,  quae  a logarilh- 
mis  pendent.  Atque  ex  hoc  ortum  suum  habet  magna  ea 
convcnientia  casuum  integrabilium  et  rationalium,  quam  in 
pogtremi*  litterig  annotagti.  Neaeio  autem,  cur  eag  formulaa, 
quae  a logarit innig  pendent,  non  pro  integrabilibug  habere 
velimug.  Haee  ratio  gane  non  gufficit,  quod  aeque  difficile 
git  dicere  quod  sit  Ix  atque  dx : X.  Similig  mihi  videtur 
differentia,  quae  egt  inter  f2xdx  et  x*.  Dcinde  demomtra- 
tum  eat  quantitatibug  logarithmicig  aequalcs  algebraicaa  dari 
non  pogge;  et  propterca  ad  quagque  quantitateg  exprimendas 
logarithmi  aeque  gunt  neeeggarii  ac  algebrairae  quantitateg, 
et  gi  formulam  integrando  ad  logarithmog  perduxerimus  aeque 
contenti  egge  debemug , ac  gi  ad  algebraicag  egget  reducta. 
Admiggig  igitur  logarithmis  tanquam  quantitatibug  in  fx'"dx 
contentig,  omneg  formulac  differentialeg  rationaleg  gunt  in- 
tegrabileg,  omnegque  irrationaleg,  quae  in  rationaleg  trans- 
mutari  poggunt.  Maximam  ergo  habet  utilitatem  cura  et  gtu- 
dium,  quod  ponitur  in  reducendia  formulis  irrationalibug 
ad  rationaleg.  Ex  eo  autem,  quod  omneg  formulae  rationaleg 
ad  xmdx  poggunt  reduci,  forte  gugpicari  licet,  omneg  pror- 
sug  formulag  differential  eg  eo  reduci  pogge,  vel  omneg  pror- 
gug  formulag  irrationaleg  in  rationaleg  tranamutari  pogge. 
Magnam  hujua  deaiderati  inveniendi  haberem  gpem,  gi  quia 

hanc  tantum  expreggionem  ^ ad  ratio nalitatem  redu- 

cere  doceret.  Formula  Tua,  V.  G-,  (1  x")pdx,  quae  ra- 
tional» redditur,  gi  vel  n vel  n-\-p  fuerit  numerus  integer, 
latigaime  patet ; deprehendi  enim  complureg  formulag,  quag 

dx  . dx 

non  putaggem,  ut  et  in  ea  compre- 

hendi.  Aequivaletque  Tuum  hoc  theorema  sequenti  meo. 
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quanquam  universalius  videatur:  — — — ad  rationalitateni 

v (*/>  + *») 

roduci  potost  quotios  vel  ~v  ~ vel  est  numerus 

rationalis.  Ad  integrandas  autom  quasrunquo  formulas  ratio- 
nalos  theorema  sequens  invoni: 


rfx(a  — x)  (6  — x)  >c  X)  etc.  (a-|-a)(n-|-fe)  (a-fc)  etc. 

v“ +x)  03 + x) (7-f  x)  elc.  (ß  — a)(y  — a)  ( S — a ) etc. 


(P+ *)(/•+*)(  -f c)  «*<:•  i f_+  ß i (?+“) (y-H)(r-H)etc- 

(a—ß)(y— ß)(8  — ß)rtc.  ß ' («— 7)(ß—  7 (®—  7)eic. 


. , Äi*  . Cx* 

— ± — ^ eto. 


/ 1±1  _L 
a 1 

/— -f  etc. 
7 


Horum  posteriorum  terminorum  algebraioorum  nullus  adest, 
si  (posito  numoro  faetorum  numeratoris  a — x,  b — x, 
c — x oto.  m,  et  numero  fartorum  donominatoris  n\  n~m 
vol  m < n.  Primus  tantiim  Ir  loctim  habet,  si  m r»  -j-  1 . 

ß x2 

Duo  voro  Ax  ot  — — sunt  adjiciendi  si  m — n-(-  2;  tres, 

si  m ~ n -(-  3,  et  ita  porro.  Signorum  ambiguorum  sumcntur 
superiora,  si  n est  numerus  par,  at  inferiora,  si  n est  nu- 
merus impar.  l.itterae  voro  majusrulae , quae  valent  si 
ni>n,  soquentes  liabent  valoros:  A signilicat  summaui  om- 
nium  faetorum  quae  constant  ex  tot  litteris  litterarurn  u,  ß, 
y,  J,  etc.  et  a,  b,  c,  d,  eto.  quot  m — n oontinet  unitates; 
B significat  summam  omnium  faetorum  tot  habentium  faeto- 
res  ex  iis  litteris  desumtos,  quot  m — n — 1 continet  uni- 
tates; C summam  omnium  faetorum,  quae  habent  m — n — 2 
facto  res  etc.  Excluduntur  autom  omnia  ea  facta  in  quibus 
quaepiam  latina  littera  plurcs  quam  unam  habet  dimensio- 
nos.  Complectitur  autom  baec  generalis  formula  integrata 
oitines  formulas  diirerontiales  rationales.  Numerus  enim  fae- 
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torum,  quam  in  numeratorc  tarn  in  denominatorc,  egt  arbi- 
trariua.  Quod  autcm  in  omnibug  factoribua  x uniug  tantuin 
*it  dimensionia,  id  univeraalitati  non  nocet,  omnea  enim 
formulae  algebraicae,  in  quibus  x plnres  habet  dimcnaionea, 
aunt  diviaibilcs  in  hiijuamodi  factoreg  simplicea.  Denique 
facile  perapicitur  id  univeraalitati  non  obesse,  quod  * alios 
roefficicntes  niai  -(-1  et  — 1 non  habcat.  Vale,  V.  C.,  et 
fave  Tui  observantissirno 


Eu  lero. 


i 
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LETTRE  XIV. 


Goldbach  ä Eulek. 


So  m m \ i t,  r.  Mcmct  vijct».  Rdponse  a U lettre  prtfccdentc. 


Moscuae  d.  Nov.  1731. 

«Jam  in  littcrii  Gal.  Jun.  1730  ad  Gl.  Bernoullium  dati* 
mon  ucram  form  u las 


dx 


J. 


, B- 


u^du 


,*  C. 


di 


(x°+0B  („«+,/)* 

pro  iisdem  haberi  posse,  et  propterea  me  uti  veile  formnla 
A,  in  qua  duae  tantum  exponentes  arbitrariae  insunt,  cum 
in  bini«  reliquis  formulis  tres  exponentes  reperiantur. 


In  formula  Tua,  quam  pro  fdx ^ 


(a  — x)  ( b — x)  ctc. 


adsignas, 


(a-J-x)  (/J-px)  ctc. 

non  video  quid  fiat  denominatore  = 0 in  expressione 

(o-J-a)(o4-4)  ctc.  . u , 

— » « ß — a,  vel  y~a  etc. 

(ß-a)(y-a)e  tc.  ' ' 

Quod  attinet  ad  f{  1 — x”)pdx  non  facile  puto  inventum 
iri  integralem  praeter  casus,  quos  jam  in  praecedentc  cpistola 
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mea  expressi,  si  scilicet  per  easus  integrahiles  eos  tantum 
intelligemus,  qui  vulgo  diei  solcnt,  quodsi  vero  magis  ad 
naturam  rei  quam  ad  usuin,  qui  inter  Mathcmaticos  ohtinuit, 
respiciamus,  apparebit  sane  eodcm  jure,  quo  hujiis  differen- 

tialis  (1  — xj^dx  integralis  genuina  statuitur  — -?-(•  — a;)^> 

i 

posse  etiam  (1 — x ")pdx  quovis  alio  casu  integrari;  nain 
rum  f{\  — xn)rdx,  ut  notum  est,  resolvi  possit  in 
x ß x~"~  f etc. ) ( t — 


vel  i 


in 


/?...(■ 

'fl 


„ nr~  1 „ | «-1  n *1  ..  1 

x -Ax  " 4-  — --  H. r " — etc. i ( 1 -*VM 

1 p4-n  — l ' pX-n—1  ' >'  ’ 


VH 

vel  in 
(••••x- 


pn 


n+t 

X » 4 


p.p-l.n 


n+* 

X " 


pp—  1 .p  — 1.n 


n+S 


* " 4 etc. 


n+l~  1 l.n-j-2  1 a.n-f-3 

ad  inveniendatn  integralem  nihil  aliud  requiritur,  quam  ul 
determinetur  formula  generalis  summarum  hujiis  seriei 


—r^x"  1 4-  * " + etc. 

p- f-i  ' pA-n  t ' 

per  expressionem  quae  finita  maneat,  posito  pro  n numero 
quocunque  non  integro:  qua  ratione  autem  hujusmodi  for- 
mula designari  possit,  in  dissertatione  mea  dixi,  sola  difi'e- 
rentia,  quae  inter  integrales  has  novas  et  alias  jam  eognitas 
irrationales  (v.  gr.  (I  — x)  intercedit,  haec  est  quod  illae 
a Matliematicis  nondum  receptae,  hae  longo  usu  jam  con- 
firmatae  sunt. 

Caeterum  aequatio  (l  — xn)pdx  — dy  faefle  reducitur 
ad  hanc  d z — [p  1)  z d v -j-  n (1  — z)  v—l  dv , in  qua 
exponentes  prioris  n et  p coeffii  ientium  locum  tenent.  Vale 
mihique  fave. 

Goldbach. 
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LETTRE  XV 


Eulek  ä Goldbach.  , 

Sommaikk.  Ddv eloppc ment  ultdrieur  du  ÜMtoreine  prdc^dent.  Substitution  pour  la 
resolut ion  de  IVquation  Riccati.  Cas  oü  1n — 1 c»t  ua  nonibre  tomposc, 
quand  meine  n »erait  premicr. 


Pctropoli  die  26  Novembris  A.  1761. 


• x)  (c  — x)  elc. 

0J  + 'r)(r4  •r)cic 


utique 


In  integrali  huiiu  formulae.  dx 

difiieulter  apparct.  quid  fiat,  »i  littcrarum  a,  ft,  y,  etc.  ali 
quot  fuerint  acqualcs.  Dcnominatores  in  aliquot  intcgralis 
mei  termini*  tum  evanescunt,  et  propterea  ipsum  integrale 
infinitum  fieri  videtur.  Verum  si  ad  aigna  terminorum  isto- 
rum  aitendimus,  videbuntur  ii  *e  potius  destruere,  atque  in 
niliiluin  abire.  Horum  autem  neutrum  recte  *e  habet;  nam 
termini  illi  in  infinitum  rresrente*  junctim  sumti  dabunt 
valoreni  determinatum  finituni  quem  »equenti  modo  inve- 
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stigo.  Sit  fl  — a,  erit  difficultas  in  duobus  integral»  ter 
mini»  istis 

fa-f-«)  Ca-j-c)  etc  , j-f-a  Ql  + a)  (ft-f-ft)  (jS-f-c)  etc.  . x+_/t 

<ß  — “)  (7  — «)(*  — «)  etc  a (a—  /3)  (7  — 0)  (#  — /J)  etc.  0 

posita.  Ad  eorum  verum  valorem  inveniendum  pono  fl  ~ 
a-f-rfa,  rfo  vero  denotat  quantitatem  infinite  parvam,  tantuin- 
dcm  ergo  e*t  ac  »i  posuissetn  fl  ~ a.  Brevitati*  gratia  »eribo 

P loro  (a4°)(“+6)(a+c)et£;,  Sumo  dcinde  huius  fraetionis 
(7  — a)  (9  — a)  etc.  * 

differentiale,  posito  tantum  n variabili,  sit  illud  Qda.  Manife- 
stum e»t  fore  1,1  — P-\-Qda.  Est  vero  etiain 

(7  — ß)  (*  — ß)etc.  1 * 

fl  — a — da  et  a — fl  — — da  et  ~ /x+“+rfa  — 

' ß a-f-rfa 

~ ‘ • Hi*  substituti»,  duo  illi  termini  abibunt 


a a(a-J-x) 

P ,x-\-a  P , 

in  -7-1  — - r l 

d 0 


P ,i|a  Px 


. , , t — Ql— — -f-jrr-y  Horum 

da  a ' a(a-J-jr)  ^ a ' 

duo  priores  termini  »ese  tollunt,  et  postremus  prae  reliqui»  eva- 
nescit,  ita  ut  pro  valoreduorum  terminorum  quaesito  habeamus 

«(^pxj — “V“’  ‘n  integrali  eorum  loco  »ubstitui  debet. 

Est  vero,  ut  posui,  P — ’ atque  ex  hoc  erit 


(«+<*)(a+*>)(«+0  etc. 

(7  — o)(ä  — ajetc. 


( — — ( — XfcH — — (~  etc.  d" 

\o-J-a  1 a-J-o  a-f-c 

4-  etc  )* 


+ 


7 — a H — 1 

Notandum  hic  est  in  casu  flzza  non  totam  quantitatem  esse 
transcendentalem,  sed  partem  ejus  esse  algebrairam,  cum 
tarnen  universaliter  ambo  termini  sint  transcendentcs.  Si  jam 
ulterius  fuerit  y — a,  eodem  modo  terminorum  infinitorum 
valor  ponendo  y — a da  determinabitur. 

De  formula  f{  1 — x");‘dx  non  dubito  quin  omnes  inte- 
grabilitatis  rasu»  a Te,  V.  C.,  sint  eruti.  Sed  de  reductione 
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aequationis  (I  — x n)pdx~dy  ad  hanc  dz  — (p  -f-  I)  zdv 
4-n(i — z)  dv : v dubium  habeo,  cum  posterior  acquatio 
nunquam  sit  absolute  integrabilis , siquidcin  adjectionem  con- 
stantis  non  negligamus.  Sumamus  casum  simplicissiinum,  quo 
p—  1 et  n — 1,  erit  dz  — 2zdv  — — Multiplicetur 
haec  per  ely~iy,  seu  quod  idem  est,  per  e~~ ivv  (e  denotat  hin 
numerum,  cujus  logarithmus  hyperbolicus  est  zz  i),  prodibit 
e~lvvdz  — 2e~irzvdv-f-e~*vzdv  — e~*ydv,  quae  integrata 

dat  e~iyvz  — Const. Je~*r  8eu  2 r z -f-  1 —aei¥,  quae 

algcbraica  non  est,  nisi  sit  a =.  0,  et  propterea  ca  ad  hanc 

* j xx  — y b substitutionibus  algebraicis  reduci  non 

potest.  Similis  est  ratio  formulae  generalis,  haec  enim  nullo 
casu  est  integrabilis  ad  aequationem  algebraicam,  nisi  eon- 
stans  addenda  ponatur  ~ 0. 

Casus  nuper  formulae  Hiccatianae  separabiles  considerans, 
sequentem  universalem  detexi  substitutionem , qua  aequatio 


adq  — q^dp — dp  ad  hanc  formam  ady—y*dx — 

i 

reduci  potest.  Ponatur  p—(2n-^i)xln~hi  atque 

a . | 


-5»+l 

p 


— la 


+ ■ 


etc.  etc.  etc. 


1 


— 2(n  — 1)a 


4-  » 


%n 

*»"-♦•»  r 
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Haec  tantum  valet  substitutio  si  n e»t  numerus  affirmativus 
integer,  peculiarcm  habeo  si  e#t  negativus.  Quotie#  in  hac  n 
est  numerus  integer  affirmativus,  toties  haec  fractionum  serie* 
abrumpitur,  et  quid  pro  (f  substitui  debet,  faeile  determinatur. 

— 4 w 

Reciproce  etiam  aequatjonem  ady~y'dx — x%n+ 1 dx  in  hanc 
adq-zztfdp  — dp  transl'ormo  hac  suhstitutione 
et  y (p  : 2n  + »)*"  =_t 

(ln-l)a  | t 

P _ 

(1  n — 3)  a ( y 

P _ 

(2n-b)a 

P 

etc.  etc.  etc. 


7* 


Faeile  hic  cognoscitur,  si  valores  ha  rum  continuarum  fractio- 
num inveniri  possent  si  n denotat  numeros  fractos,  tum 
formulam  ady  — y1dx  — x'n  dx  universaliter  posse  construi. 
Interpolatio  vero  ista  nititur  inventione  termini  generalis  pro 
serie  hujus  proprietatis , si  terminus  *ml“  fuerit  A , ejus  se- 
quens  B debet  terminus  (a;  2)“1"*  esse 

vel  in  numeris  hujus  seriei:  I,  i,  k,  21,  151,  1380,  etc. 


Perpendi  ulterius  etiam  formulam  2"  — 1 , quae  non 
potest  esse  numerus  primus  nisi  sit  n numerus  primus,  et 
eos  investigavi  casus,  quibus  2"  — 1 non  est  numerus  pri 
mus,  quamvis  fuerit  n talis.  Exceptiones  istae  sunt  n — 1 1 , 
n = 23,  n — 83,  reliqui  numeri  primi  omnes  centenario 


Digitized  by  Google 


minores,  loco  n positi , reddunt  2”  — 1 primum*).  I’otest 
vero  2“ — 1 dividi  per  23,  21* — 1 per  VI,  et  28* — 1 
per  167.  Ratio  hu  jus  fundata  est  hoc  theoremate  non  inele- 
ganti:  2"  — 1 semper  potest  dividi  per  n -j-  1 , siquidcm 
n — 1 fuerit  numerus  primus.  Sic  2M  — 1 dividi  potest  per 

n n 

23.  Saepe  etiam  2 * — 1 , nee  non  2 1 — 1 etc.  per  n 1 
dividi  posaunt,  et  ex  hoc  investigatio  casuum,  quibus  2" — 1 
est  numerus  primus,  non  est  diföcilis.  Yale  atque  fave 
Tibi  obstrictissimo 


Leonh.  Eulero. 


*)  Euler  oublie  I«  nonilire  31,  dans  la  lettre  , pagc  33,  il  fait  ol>- 
scrvcr  lui-mime  quc  3*7  — 1 c»t  divuible  par  333 
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LETTRE  XVI. 


Goldrach  ä Eiii.er. 


Sou  mai  ne  Rrrtifiration  »l’une  formule  «I«*  U lettre  IV'mi' 


Motciiac  «1.  Der.  1731. 

Ante  omnia  mihi  emendanda  est  aequatio  in  superioribus 
littcris  meis  male  descripta,  seribendum  enim  erat,  in  quo- 
cunqiie  ra*u  numcroriim  p et  n aequatio  (A)  (1  — v)vdz~ 
In  -)-  p -}-  \)  zvdv  n(\  — z)  dv  est  integrabilis,  eodem  casu 

aequatiouem  ( ß)  ( 1 — x")rdx~dy  esse  integrabilem,  id 
quod  instituto  examine  deprehendea. 

Altera  aequatio  (C)  dx  — y*  dx  ~ dy  simili 

modo  transmutatur  in  (D)  d z — v*dz  ± 2nvz~'dz^zdv. 
Quomodo  vero  separatio  variabilium  in  aequatione  (C)  vel 
(U)  peudeat  a termino  generali  seriei,  eujus  lex  progressio- 
nis  egt  /4-t-(2m-|-l)ß~C,  non  video.  De  reliquis  in 
poxterum.  Vale 

G oldbach. 
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LETTRE  XVII 


Euler  2i  G0LDitr.11. 


So  mm  a IRE.  Recherche»  ulterieures  »ur  la  Separation  et  I* Integration  de  IVquation 
R iccati. 


Domi  d.  8 Januar  1782 

Omni»  aequatio  ex  trihus  eonstans  terminis  faciic  redneitur 
ad  hanc  fonnam  x"'dx  -j-  ay”dx  bdy  — 0 , quae  isla 
substitutione 

l n — 1 m-h  I 

mn  + n«m  mn  -+-n m mn-f-n  — m nui*fn~m 

x — v z et  y — v z 

Iransforinatur  in  scqucntcm  ordinis  secundi  aequalionem 
z'1dk>-\-  (n  — V)vzdz-\-avzdv  a(n — 1)  v*dz  -f  b(m  -f  I )zdv 
— bvdz~  0.  Si  fuerit  n — 2,  habetur  forma  liieeatii 
x'"  dx  \ ay*  dx  -f-  bdy  — 0, 
eui  isla  aequatio  ordinis  serundi  respondet 
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z*dv  - 1-  vzdz-\-  avzdv  -f-  a v'dz  -)-  b{m-\-l)zdv — bvdz~  0, 
pro  qua  mihi  difficilior  videtur  casuum  separabilium  inve- 
stigatio,  quam  pro  ipsa  x'”  dx-\-ay*dx-\-  bdy=. 0.  Sit  n~l, 
erit  acquatio  in  quam  haec  x"‘dx  aydx  4-  b dy  — 0 trans- 
formatur,  ista  z*dv  avzdv  -\-b  (m  i)  zdv — bvdz  — Q, 
in  qua  littera  z unicam  dimensionem  habere  censenda  est. 

-"In 

Quod  aequationis  adyzz.y*d x — x*n'hidx  ad  hanr 
adq  ~ q*dp — dp  reductio  universalis,  n denotante  nume- 
rum  qucmeunque,  prndeat  ab  inventione  termini  generalis 


m m+i  m*f-  * 

hujus  aeriei  A,  ß,  (2m  1)  ß -|-  A,  sic  ostendo:  Reductio 


jn  + l 


illa  perficitur  hac  substitutione  x—(^~^~)  et 
v <—P—\tn—  _L 

; [2n 4-1  ' — (2n- 


l)a 


(2/i  — 3)a,  1 

p ' (2n  — S)a 


+ 


etc.  usque  ad 

l 


ia  i 

7T+?- 

Formula  ista  eontinuarum  fractionum  dat , si  n — 1 , hunc 
t 


valorem 


vel  — r— , 

rT? 


r + 9 

_ r+7 


1 positor—  y'  Si  n — 2,  prodit 


3rl_  _J 3r*4-3ry  + l 

' r~\~9 


• Si  n zz.  3,  fit 


5 r + 


3r-j-  1 


r+q 


1 3r»-f-3ry-f  i 

cr  I r + ? 15r*-f  15r*/y  -|-ßr-|-  </ 

' 3r*-j-3r7-J-  1 


Ponatur,  brevitatis  gratia,  r-\-q  — s,  seu  q~zz.s  — r et  va- 
lore*  inventi  formulae  datae  respondentes  littcrae  n collo- 
centur  in  seriein , prodibit 
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n — \ 2 3 4 

1 s 3rs-J-l  15r»ä  - 5r-J-i 

T*  3rs  » V iSrVf+Sr+j’  1 05r » i+Mr»  + 10ri-j-l’  e C' 
in  qua  Serie  apparct  eujusvis  fractionis  numcratorem  ess< 
praeeedenlis  denominatorem.  Atquc  si  terminus  online  m 
sit  --■»  fore  sequentem  indicis  m -f- 1 — *,'s 

ergo  manifestum  est,  quod  in  praecedentibus  litteris  rom- 
memoravi , ex  termino  generali  Kujus  seriei 


m m 4-1  m4*I 

4,  B,  (2m  + t)B  4-  4 

rognito  hal>eri  foruiulae  Kicratianae  separationem  et  integra- 
tionem  universalem.  In  illa  autem  Serie,  ut  sit  determinata, 
oportet  esse  terminum  primum  ~ 1 et  secundum  — s.  Cog- 
nitis  igitur  ex  termino  generali  4 et  P factoque  n ~m,  erit 


• = l54i)' 


et 


/C 


1m-\- 1 


r 


qua  substitutione  aequatio  ady  zz.y%dx — dx  reduei- 

tur  ad  hane  adq  ~ q*dp — dp,  ideoque  integrabitur  ope 
logarithmorum  universaliter.  Aequatio  vero 


ady~y*dx — x%"‘  , tdx  modo  iriitio  tradito  reducitur  ad 
baue 


z1dv-\-  vzdz  — vzdv — v*dz-\-n  (• 


Im 


Im 


) zd  ¥ — n vdz  — U. 


Ilaee  ergo  reducetur  ad  istam  udq  — q'dp — dp,  substitu- 
tione V —yz rrnjet  Z-  — pr-±T\  ' al<*  rf  fave>  V-  G.,  Tui 

(im-f  1)«  (2  m -f- 1 / A 

observantissimo 


K ii  lero. 


-«»o< 
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LETTRE  XVIII. 


Go  LOH  ACH  a El)LER. 

Som  MAIRE  Hemarquc  sur  Ics  uimnic»  des  s^ries  el  les  integrale*  Solution  d'une 
Iquatinn  du  5 nv  degrl. 


Mojcuae  J|  Januar  1732. 

ln  superioribus  litteris  Tuis  non  animadvertcram  Te  in 
formula  A,  B,  (2m  -f-  i ) ß +-  A sumere  m pro  cxponente 
terminorum  qui  compcrit  termino  A,  quod  ex  postrcmis 
Tuis  nuper  ad  me  datis  nunc  satis  intelligo  videoquc  simili 
modo  /(t  — y")pdy  pendere  a formula  generali  summarum 
seriei,  cujus  lex  progressionis  est  (jp-\-n-\-x)-~-(n±x)^  A~B, 
ubi  per  x intelligo  exponentcm  qui  termino  A respondet, 
per  -r  vero  signum  divisionis  ambiguae,  ita  ut  sumto  ex 
signis  ±:  superiore,  n -f-  x sit  denominator,  sumto  inferiore, 
n — x fiat  nuinerator;  vel  eandem  integralem  pendere  a 

Corresp.  Math,  et  phys.  T L J 
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tcrmino  generali  sumniarmn  seriei,  cujus  lex  progressionis 

est  ~~  ^ ra~^'r  ■ 1 ^ — B ; sed  raro  admodurn  contin- 

*(«+•*) 

göre  arbitror,  ut  ad  terminum  hujusmodi  generalem  expe- 
ditior  quam  ad  ipsain  integralem  quacsitam  via  sit. 

Casu  aliquo  nuper  observavi  ex  aequationibus  quintae 

potestatis,  quae  haue  formani  habeat 

± V(£-  m«))*  - ± V(£  - m'))l  -f  \p) 

quicunqtie  numeri  dentur  pro  m et  p,  radiccm  algebraicam 
erui  posse,  quod  non  contcmnendum  puto,  quotiescunque 

5 ff i 

numerus  p in  aequatione  data  xi  x — n,  per  m et  n 

facile  doterminari  potest.  Vale. 

Goldbach. 
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LETTRE  XIX. 

Ru  L Elt  H Goi.  DU  ACII. 

So  mv  a l RE.  Solution  des  dqualions  par  Approximation  Mlthnile.«  dt  1)  Rer» 
n o u 1 1 i et  Ue  Taylor. 


Petropoli  <1.  •> I Januar.  1732 

Oeeasione  aequationis  ordinis  quinti  x* x — cuju» 
radicem  Te  assignare  posse  gcribig,  quoties  est 

* — ^[C f ±s/^— ,n>  ))*—  (—  f ± ~ m*  '))*+ * p] » 

in  qua  vero  deterniinatio  litterae  p ctiam  ab  inventione  ra- 
dicis  ex  acquatiunc  ordinis  quinti  pendet,  non  incongrimin 
arbitror  communicare,  quac  de  radieibug  aequationum  proxi 
me  inveniendig  obgervavi.  Duos  oinnino  mutlos  ad  boc  ad 
biberi  solere  pergpexi,  quorum  pr iniug  est,  quo  in  pluribus 
aequationis  Iuris  loco  incognitae  x ponitur  quantitas  non 
imiltum  ab  ea  differeng , et  tum  ipsa  x quacritur,  deinde 
hic  pro  x inventug  valor  iterum  in  aliquot  locis  pro  x seri- 
batur,  denuoque  x quacratur.  Ilujus  operationig  opc,  quo 
saepius  repetitur,  eo  propior  babebitur  quantitas  ipsius  x. 


Digitized  by  Google 


I Jt  in  acquatione  20  ponatiir  6 loro  i,  ut  pro- 

drat  na  ec  aequatio  X — — — 0 — > tum  hat  x — .0—7 

• x 3 3 

3 79 

hct  x — G — > porrnque  eodem  modo  x zz.  6 jpj>  tandem- 

que  admodum  exarte  x reperietur.  Generaliter  etiam  , »i 

|>rineipio  ponatiir  x — n , post  unam  operationem  prove- 

niet  x — 3 -|~  —7  post  duas  ,r~  3-| —=^7  P0®*  ^rf“* 

3 4 

1 a 

x— 3-| — — — 7 atque  post  intinitas 


x ~ 3 -4- 


20 


20 


3 + - 


20 


3 + 


20 

etc. 


Hiijns  igitur  eontinuarum  frartionnni  qnantitatis  valor  eog- 
noseitur,  est  nimiruni  m — — • Ilujusmodi  etiam  est  quan- 

titas,  quam  ad  formulam  Riccatianam  construendam  dedi. 
Hoc  etiam  modo  nititur  methodus  CI.  Bernoullii  nostri,  quam 
dedit  ope  serierum  ut  vocat  recurrentitim  radices  aequatio- 
num  admodum  prope  inveniendi.  Ita  autem  hinc  cam  derivo: 
Sit  priiuo  aequatio  quadratica  .r1  — <1  x b,  fiat  ex  ea 
x~a-±-  —7  in  qua  pono  esse  x~ prope,  hoc  substituto 


x—ZlltJlL  propius,  hocque  etiam  pro  x posito  habebitur 

x~a  multo  denuo  propius  etc.  Ex  bis  ipsius 

x valoribus  formatur  facile  haec  series 

p,  q,  aq  -f  bp,  a'q  + abp  4-  bq,  etc. 
hanc  babens  proprictatem  A , B,  a B b A , adeoque  recur- 
rens. Si  igitur  ejus  quivis  terniinus  per  praeeedentem  divi- 
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ditur,  quotus  dabit  valorem  ipsi  x eo  propiorcm,  quo  loii- 
gius  serif*  continuatur.  Idem  quoque  evenit  etiamsi  pro  p 

et  q numeri  quicunque  assumantur,  quo  vero  inagis  — ab 

x differt,  eo  longius  scries  est  continuanda  Si  fuerit  pro- 

posita  aequatio  cubica  x*  — ax1  bx  -\-  c , mutetur  ea  in 
b c 

x ~ a -\ 1 — j*  Ad  hujus  radicem  inveniendam  pro  x 


assumendi  sunt  duo  valores  arbitrarii  hujus  formae  — et— » 

J p n 

ex  quibus  igitur  fiet  prodibit  ergo  x ~ 

Hinc  eniergit  ista  series  n,  p,  q,  aq  -+-  bp  -f-  cn,  etc.  itidein 
recurrens,  et  cujus  quivis  termiuus  per  antecedenteni  divi- 
sus  dat  x proxime.  Simili  modo  ad  aequationis 


a;  — o -I 1 - 

1 x ' r* 


-f  — 
i 


radicem  inveniendam  servit  baec  series 

m,  n,  p,  q,  aq  -f-  bp  -f-  cn  -)-  dm , etc. 
Compendium  hinc  ingcns  nascitur  ex  co,  quod  principio 
pro  x non  unus  sed  plures  valores  assumuntur,  hocquc  ef- 
ficitur  ut  tot  sumendis  potestatibus  non  sit  opus,  ideoque 
series  facile  possit  conti nuari.  Aliis  forte  etiam  idoneis  mo- 
dis  acquationcs  possunt  disponi,  et  eongrui  pro  x valores 
assumi  ut  series  prodeat  simplicior,  ope  cujus  radix  inveniri 
potest.  Alter  modus  appropinquandi  est  maxime  usitatus, 
atque  in  eo  continetur,  ut  primo  divinando  ipsi  x propiu- 
quus  valor  habeatur,  tumque  complementum  ejus  quam 
proxime  investigetur.  Hoc  modo  fit  aequatio  x*  ~ ux  - b, 
in  qua  notum  sit  esse  x~c  prope.  Ponatur  ergo  x — C-\-z, 
iibi  z valde  parvum  erit  respectu  c,  ita  ut  pro  x 1 assumi 
possit  c*-\-2c z,  erit  ergo  c1 -f-2cz  ~ ac~|- as-j- 6,  adeoque 
c _ at  — b ^ a;  — iü*.  Si  igitur  jam  pro  <:  substitua- 


a — 7c 


7c- 
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Mir  prodibit  multo  exactius 


sc 


c*  -}-  6ü>c*  -j-  b a — kalte  -}-a26 


4 c 5 -f*  '»6  c — 6a c * -|-4fl*c  — 2 a 6 — a * 

et  ita  porro.  Hane  methodum  vehementer  amplifieavit  Gl. 
Taylor.  Acquationem,  in  qua  inest  ineognita  x,  reducere  ju- 
bet  ad  nihiluin,  ut  prodeat  hacc  forma  X~0,  ubi  X deno- 
tat  quantitatem  quameunque  ex  x et  cognitis  composita. 
Heinde  assumit  quantitatem  ipsi  x propinquam,  quae  sit  z, 
eamque  in  X pro  x substituit,  prodibit  ergo  quantitas  ex  z 
et  cognitis  composita,  quae  sit  — y,  namque  quia  non  est 
z — x,  etiam  haec  quae  prodit  quantitas  non  esse  potest 
~ 0.  Hoc  facto  sumantur  differentialia  positis  y et  z varia- 
hilibus,  erit  inquit  x ~ q-  P-  quae  non  soluin  pro 

aequationibus  algebraicis , sed  etiam  transcendentibus  valet. 
lit  sit  V^Ix  — xx) — |/(9  -(-  x1)  — 0,  ponatur  x — z;  erit 
|/(7z  — zz)-—  V -4-  z*)  — y,  hineque 

1 dz-'lzdz  zz  dz 


dy  — 


adeoque 


x 


2 VC7i-  zz ) 

ly\  (iz  — ss).y(9-f- *»)2 


(2  - 2i)v'(9+t*)1  - 2t*  ii) 

ut  ponatur  z”  I,  erit  y—V 6—  ViO,  adeoque 

j 12t/100.|-20  V6 18  ✓ 6 — 1 \ <00 

fiv'lOO  — 2^6  5^100  — 2i  6 

Accuratiu»  deinde  idem  pertractat  dicitque  fore  x zz  z -|-  v. 
At  v ex  hac  aequatione  debet  determinari 


Y 4- 

3 ' 1 .dz 


v^ddy 


y&d  *r 


i.l.dz 1.2  “t“  Ct< ^ 

Si  ex  hac  aequatione  deüniri  potest  v accurate , etiam  revera 


foret  x ~ z v.  In  secundis  vero  differentiationibus  dz  pro 
constante  habetur.  Inveni  vero  esse  quam  proxiine 
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, -y 


— r dz 


-y*dzd*jr  r*did*jr  y*dzd*jr 

1 1.23.</r*  1.2  SA.djr*  T 


dj 


»v  y,lly  i r*d*r 

aJ  . i.rfj  _r  i .2.rfy2 


y*tl'y 


-f-  etc. 


1.2.3rfy* 

Si(xa  — «nO,  erit  z* — a—y,  et  dy—2zzdz,  ddyzzüzdz1 
et  «/*  y * hinc  babebitur 


— r 

3 s2 


y*  _|_  ra 


3)z*  - 


3s* 


2Ts* 


2y* 

ü;' 


3z1  — 


V 


3s* 


9z* 


6jz  + ^ 


atque 


a; : 


16s*  + 51ass-|-lla1J*-(-2a* 


36s*-j-36as*-j-9a2s2 

Nimis  quidem  e»t  operosa  haee  methodus,  si  pluric»  eaudum 
repetere  volueri»,  ponendo  iterum  loco  z,  quod  pro  x jam 
erat  inventum,  sed  forte  etiam  compendia  poterunt  excogi- 
tari,  quae  hanc  aeque  commodam  reddunt,  ac  priorem  me- 
thodum.  Ad  ha»  autem  operatione*  continuanda»  requiritur 

n ft+1  #+l 

seric»  hu  jus  proprietati»  x,  P , X , ut  X eodem  modo  dc- 
terminetur  in  P,  quo  P determinatur  in  x.  Nam  pro  hac 
acquationc  xx  — a x -\- b sunt  ipsius  x valores  suecessive 
inventi  hi 

i c» -(- b c*  — 6 6c2 -|-  A2  — b a b c a*  b j d*  -f- b 

2c — 4 c*-\-hbc  — 6uc2 a2‘c — 'lab — a*J  , *ld  — a 

Inveni  autem  quomodocunque  P detur  in  x fore 


y_»  I (P-x)dP 

A — ' + 1 .dx 


(P-  x)*ddP  (P-x)»d*P 

"T"  ( 4 t’  CtC’ 


1 l.dx*  1 1 ,2.3.(/x* 

Hujusmodi  aequatio  etiam  dari  [»otest  pro  curva  cujus  ab- 
scissae  »i  fuerint  i,  2,  3,  4,  etc.  respondentes  applicatae 
sunt  1,  2,  6,.  24>  120,  etc.,  scilicet  in  aequatiune  pro  ea 
iuCrtint  differential  ia  oniniunt  graduum.  Vale  et  fave,  V.  C. 
Tui  observantissiino 

L.  Eulero. 
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LETTRE  XX. 


Euler  ä Golduacii. 


SoNMAlKf.  Probleme  «]c  U i;eoin<tric  de»  cotarbet. 


(Plie  cn  forme  de  Icltrc,  inais  saus  suscriplion  , Signatare  ct  date). 

Problema.  (Fig.  k.)  Si  ex  curva  AMD  curva  A mb  ita  for- 
metur,  ut  rccta  M Am  per  punctum  (ixum  A ducta  perpetuo 
capiatur  ejusdem  longitudinis;  invenirc  Casus,  quibus  liae 
duae  curvae  prodeunt  inter  se  similes  et  aequales,  ad  axes 
AB,  Ab  inter  se  normales  relatac. 

Solutio.  Posita  longitudine  constante  Mm—Dd~AB~2a, 
sit  AP~x,  PM~y,  atque  sumta  nova  variabili  z,  sit  Q 
talis  functio  ipsius  z,  quae  posita  z negativa,  abeat  in  sui 
ipsius  negativam,  cujusmodi  sunt  mz,  mz*  nz,  etc.  Se- 
quenti  modo  per  z coordinatae  x et  y deterininabuntur : 

_ («+»)  ✓ 

l '1  (an  -f-  i z)  ' J y2(aa-f*rl) 
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Eiiminandis  ergo  i et  Q,  infinitae  prodibunt  aequationcs 

inter  x et  y,  ac  proindc  innumerabile«  curvae  AMU  pro- 

blemati  satisfaciente*  Q.  E.  I. 

^ * 

Corollarium  1.  Erit  ergo  V{xx -\- yy)~a -\- z.  Atquc 

x:y  — V{aa  -f-  zz  -4-  2Q):V (aa  -f  zz — 2 Q). 

Corollarium  2.  Sumta  AC  — fiet  CD  — ~ atque 

AD  — a,  punctoque  D in  altera  curva  «ui  hoinologuin  il 
respondebit  in  generatione. 

Exemplum.  Sit  Q — na z,  erit 

xx  :yy  — aa-\-2naz-\-zz:aa  — 2 naz  -j-  zz, 
seu 

je,2aa  + xx+yy-2aV(xx  _ 

N-)-2naa  — 2naV  (xx-\-yy)s 

(2aa-\-xxAryy  — 2aV(xx-\-yy)\, 

— 2 naa  -\-2naV  (xx-\-yy)' 

2a({n+i)xx  + {n—\)yy)V(xx+yy)  — 

2aa(  (n  4-  1)  xx~\-  (n — *)//)  + x* — /*, 
unde  sequens  oritur  aequatio  pro  curva  satisfaciciite 
x*  — 2 x*y*-\-y* — &na*((  n-f-  l)x*-j-(« — *)/*)(*  ^ •+7 /)*-+- 
<fa*((fi-+-i)x*-(-(fi  — 1)/*)  rzO, 
quae  jain  innumerabile«  pracbct  curva«  quaesitas. 
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LETTRE  XXI 


Goldbach  ä Euler. 

S O h m a i r<  L Demonstration  d’un  ihdoreinc  de  g<fometric. 


Petropoli  d.  12  Octobr.  1756. 

Heslcrni  Tui  theorematis  praeterita  nocte  hanc  dcroonstra- 
tioncin  imaginatus  sum,  quam  mane  veram  deprehendi.  Dato 
(Fig.  5.)  rectangulo  quocunque  ADC,  ducatur  indcfinita  AF 
pcrpondiculari*  ipsi  AC,  ex  qua  ahscindatur  AB— AD.  Si 
«x  puncto  C ducatur  quaevi*  CE  — CD  ct  ex  E crigatur 
perpendieularis  occurrens  ipsi  AF  in  F,  dico  esse  EF—BF. 
Sit  ytB-AD  — u,  CD-CE  — b,  AC  — V{a'  + b')=f, 
AF  — e,  AI—x.  Erit 

AF:AI::CE:EI  = ^-,  AF:  FI..CE.C  / - = f-x, 

ergo  c^e^4+gy)(e!>-6,));  crgoFÄ=z/-7+/F- 

T/(e?  + *,H-.7  = V'(«‘  + e*)  = FR  ... 

Ex  quo  patet,  cum  puncta  E et  F slnt  arbitraria.  cimitum 
qtiemcunquc  dtictiun  radio  FE  ad  anguloS  rei  tos  secari  per 
circulum  ductum  radio  CE. 

Goldbgicli. 
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LETTRE  XXII. 


Gold bacii  ;i  Euler. 

buMMAihL.  Solution  d*uii  problcmc  de  ge<ini^lric 


H Vebr.  tlSG. 

JProblcma  mccum  eommunieatum : Datis  in  quadrilutcro 

(Fig.  6.)  AHCV  omnibus  lateribus  et  altera  diagonali  AC, 
invenire  alteram  diagonalem  HD,  sic  solvi  posse  puto:  Sit 
Aß  — a,  BC  — b,  CD  — c,  DA~d,  BD  — y.  Quoniam 
data  diagonali  alterutra  datur  etiam  area  quadrilateri,  quem 

pono— -1, 

2 i 

erit  ( — (aa  — b *)  2.(a*  -p  /;*)  y% — y*)  -p 

( _ (c*  _ d1)*  + 2 (cl  + d*)y*  -~y  * / = e- 
Linde  posilis  — (n1  — b *)  ~ a , -p  2 («*  -p  b'i)  — ti , 
— (c*  — d *)*  — y,  +.  2 (c*  -}-  d*)  = Ö et 
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2c*Ä — («  — y — e*)(p t — 8) — (“  — 7 — c1)*  

— 71  > (/J-SjvqT^*-  — r 

pcrvenitur  ad  duplicem  valorem  y ~ (71  ± V(7T*  -(-  t))1, 
aller»  diagonalem  datam  dC,  altero  quacsitam  HD  expri- 
inente. 

Aliter : Quoniam  datis  quatuor  latcrihus  ct  diagonali 
AC  dantur  etiam  perpcndiculare»  ad  diagonalem  H E — f, 
DF  — g et  intcrcepta  FE~h,  erit  diagonalis  quaesita 

nD=V({f±g)'  + h')- 

Goldbaeh. 
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LETTRE  XXIII. 


Glut«  a G U I.  1)  BACH 
Sommaire  Rerherches  «le  glomltrie  anal ytique. 


Petropoli  die  23  Julii  A.  1737. 

Cum  in  hesternam  formulam,  quam  mecum  communicare 
voluisti,  diügentius  esseui  uieditatus,  inoidi  in  sequentes 
expressiones  non  solum  salis  generales,  sed  etiain  perquam 
eommodas,  ex  quibus  omnes  Tuae  formulae,  V.  C. , expedite 
derivari  ({iicant.  Posita  seilieet  abseissa  communi  zz  x,  sint 
utriusque  curvae  applicatarum  elementa 

dx(VRS±  V(R-\-  l)(S—l)) 
unde  ipsarum  curvarum  elementa  crunt 

d*(  V(/?  + t)S±  VR{S—  !))• 

Quo  igitur  utraque  eurva  fiat  algebraica  pro  R et  S , tales 
ipsius  x accipiendae  erunt  funetiones,  ut  tarn  dxV  RS  quam 


Digitized  by  Google 


78 


d x V(li i)  (S — 1)  Integrationen!  admittant.  Deinde  ut 
a reu  lim  summa  algebraica  exprimi  queat,  hanc  quoque  for- 
mulam  dx  V [R  4-  1)  S oportet  esse  integrabilem.  Hör  autem 
pluribus  modis  facile  praestabitur,  sumendis  pro  R et  S ta- 
libus  functionibus  ut  RS,  (R  -f-  1)  (S — i)  et  S [R -\-  1)  tiant 
quantitates  vel  ex  duobus  vel  ex  uno  termino  constantes, 
quippe  in  quibus  expouentes  ita  accipere  lieet  ut  quaesito 
satisfiat. 

I.  Sit  R — ax"‘  et  S~  —*-*>  fient 
elementa  applicatacum  — dx(^i 

elementa  curvarum — dx(V  (I  -^)  ± |/(t  —axmj)  . 

atque  debcbit  esse  m — denotante  i numerum  quem- 

eunque  affirmativum  integrum. 

II.  Sit  fi  — «*"’  — » et  S — bx",  fient 
elementa  applicatarum 

= dx(y(abx"‘+n— hx”)  ± V(aöxm+n—axm)') 

et  rurvarum  elementa 


m + n 

— dx(x  * Vab  ± V(axm  — i)(6ac"  — <))• 

Quo  autem  tarn  utraque  applicata,  quam  summa  areu um  fiat 
algebraica,  vel  esse  debet  = vel  cliain 

m — atque  n — “V*.  existentibus  i,  k nu- 

mcris  integris  affirmativis. 

III.  Sit  R~—  xm  — — et  S—~xm  -f  t.  fient 

c cc  h 1 

applicatarum  elementa 

— dx  (Vxn‘  (f  ~ v + ax"‘)  ± V ( [aa 


r.  2 1,1 


Ir)) 
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atque  curvarum  elementa 

= dx  (Vx-  («*"  - ± V(b  + CX"')  ( l - £ + f T~)) 

— 1 

«umaturque  m ~ . -• 

IV.  Sit  /?— a1x*"‘4-2aa:'”  ct  S — bxm,  cruiit 
applicatarum  elementa 

— dx(x"V{a%bxm  -\-2ab)  ± (axm  + l)  V(bx"'  - I)) 

et  curvarum  elementa 

— dx  (bxm  (axm  -(-  1)  ± Vxm  (a'x"‘  -f  2a)  (bx"‘  - 1)) 

eritque  vel  m — 4-  vel  m — 2/4-3* 

Hujusmodi  autem  formulae  plurcs  aliac  hinc  possunt  de- 
rivari  per  idoneos  valorcs  loco  R et  S substituendos.  Vale 
et  favcrc  perge,  V.  C.,  Tui  oli8ervanti*»imo 

L.  Eulero.. 
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LETTRE  XXIV. 


Goldiiacii  ä Eulkh. 


Summa  Mir.  Annonce  la  illcouvcrte  du  termc  f^ndrai  d'une  «‘ric  particuliere. 


...  d.  11  üct  1738 

luveni  ego  hodio  manc  l'ormulam  generalem  in  infinitum 
exeurrentem  (»cd  quae  abrumpatur  quotieseunquc  cxponcns 
terminorum  est  integer  aflirmativus)  pro  serie 

1 +T-*"¥+°~  — O+^+öete. 

quae  formula,  si  Tibi,  Vir  Celeberrime,  jam  nota  est,  ego 
invcntoris  serundi  laude  contentus  ero,  sin  minus,  formu- 
lam ipsam  libcnter  Tccuin  communicabo. 

C.  G. 
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LETTRE  XXV. 

Goi.dha.cu  ä Eule« 

So  n M x IM.-  Th^orime  d’analyse 


w 


Liii 

(\n  ! 2lw  ' 


(Pctrop.)  d.  7 >‘ov.  1750 

inventis  Tuis  demonstrari  potest  in  summa  seriei 
i i t t 

| n ^ fi  3 » ' n r^n  I ß n q n g n ! yri  I j | j n 

i _ 1iJL_l_L_lJ ! 1 L 

Ti"  13"  ' 14”  ' 15"  > 16”  n"  18"  19" 

etc. 

quam  contimiare  possum  quousque  libuerit,  si  ponatur 
■zzan",  numerum  a esse  rationalem  et  assignabilem,  si  n sit 
numerus  affirmativus  par;  et  in  casu  n — 1 , totam  seriem 
fieri  ~ U.  Goldbacb. 

P.  S-  Gt  sciri  possit  an  terminus  quicunque  datus  ~n 
exigat  signum  an  signum  — ? dico,  si  x est  numerus 
primus,  locuin  habere  signum  — : si  x productum  ex  duo- 
bus  prirnis.  locum  habere  signum  : si  x productum  ex 
tribus  prirnis,  locum  habere  signum  — , et  ita  porro.  V.  gr. 
~ exigit  signum  — quia  produeitur  ex  tribus  2.3.3;  ^ 
exigit  signum  -j-  quia  produeitur  ex  quatuor  2 . 2 . 2 . 3 et 
ita  porro. 


Corrrsp  math  et  phys  T.  /. 
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LETTRE  XXVI. 


Euler  ä Goldbach. 

k 

Sohn  ai  he.  Comid^rations  sur  Ic  th^oreme  prtfctfdent. 


i2  Nov.  1 7S9  st  v. 

Si  habeatur  serics  quaccunquc  a,  b,  c,  d,  e,  etc.  atquc  ponatur 

P — a -(-  b -f-c  -f-  d e etc. 

Q — o*  -(-  6*  -j-  c*  -f-  d1  -f-  e*  etc. 

R — a*  6*4-  c*  -\-d*  - 1-  e*  -{-  etc. 

S — a*  b*  -|-  c*  -(-  d*  e*  -f-  etc. 

etc. 

ac  practerea  ex  tcrminig  a,  b,  c,  d,  etc.  formentur 

1.  facta  ex  singulis,  quorum  summa  sit  A~P, 

2.  facta  ex  binis,  quorum  summa  sit  — D, 

3.  facta  ex  ternis , quorum  summa  sit  = C , 

A.  facta  ex  quaternis,  quorum  summa  sit  — D, 
etc. 
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His  positis,  gi  numerus,  cujus  iogarithmus  est  zu  1,  deno- 
letur  littera  e (quae  ne  confundatur  cum  termino  e)  erit 
1 _|_  A 4-  B + C + D + etc.  = e p+* <? + * Ä+ i s+ etc- 
sumcndis  vero  terminis  alternis,  erit 
I -f  II etc.  z= 

e^  + i<?+lÄ+i5  + etc.  + e_i>+i<?_4Ä+J5-  etc. 

2 " 

atquc 

tl  + C + £’+G  + /-(-  etc.  = 

e^+£Q+i*+is+ctc._e-/>+4Q-iÄ+is-cic, 

2 ‘ 

Quod  si  nunc  pro  Serie  o-|-6-{-c4£^4'  ctc*  capiatur  series 
potestatis  cujuscunquc  numerorum  primorum,  ita  ut  sit 

r.  i , i , 1 . l i . 

“ — + + CtC. 

r*  1 . 1 . « . « , 1 , 

x — 2*”  ' 32n  62n  * 7*»  > tt*n  * 

R—  + + + T^n  + CtC* 

s — 4 Jüf  4-  + 4 fjü  4-  etc.  - 

etc. 

erit  A ipsa  series  numerorum  primorum  P,  B series  faeto- 
rum  ex  binis,  C series  factorum  ex  ternis  et  ita  porro;  unde 
fiet  1 A B -j-  C 4-  D -f- etc.  series  omnium  numerorum  puta 

1 4"  2«  *t"  3»  4 \n  4 gS  4 gn  4 etc*  — an". 

Quam  ob  rem  erit 

e^+tQ4iÄ-fJJ4ctc._j_|_J__|_4._}._L+etc.  -a7I" 
simili  vero  modo  erit 
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— 8*  — 

,<■+!*+!  ''•H  *+«“•=  i + i„  + i i + «*.=,»»•• 

quae  expressio  per  illam  divisa  dabit 

c-^4*Q-iÄ+^-n’+K-etc  — im 

<* 

unde  demonstrare  potest  egregia  illa  »eries 

i _ 1 | 1 1 J 1 _ 

1 2"  3"  ~T~  4"  S"  ' 6"  2"  et°‘ 

U yj  fl 

ruiu*  »tminiani  Tu,  V.  C. . demonstrasti  ease  ~ • 

•J  a 

Hi»  praemissis  cum  sit  A »erie»  ipsorum  uumerorum  pri- 
morum,  ß »eries  faetorum  ex  birii*  primis,  C ex  tej-nis  et 
ita  porro:  «cilicet 

A _ l l.i.l,  t , 

A — «jTf  ~r  j a -f-  yr  + + jjv>  pt,r. 

B — 4-^s  4-  ^ 4-  + etc- 

r j j l.i.l 

1 — 8n  -+■  n»  4-  18„  + 30„  -I-  27n  -t  eu • 

r»  * i 1 1 , 1 , 1 . . 

° — ii*" + 5^  +etC- 

32”  72"  80"  iÖS77  ^ P ' ' 


«equitur  fore  I A B C D - (-  etc.  n. 

ep4-t<?4-iÄ4-e*c  = an" 
l-i  B + fl  + F+e tc.  = 

e^4-*<?-*-iÄ4-«tc  ■_i_*-*4-iQ-l*+etc.  w „ 

! — - ITT 

2 2 V « / 

4-t-C-f  E • 4-  G -|-  etc.  ~ 

eP4-i<?4-i«-^c  _e-/*+t<?-lÄ4e«c.  , , pv  „ 

- 2 aj  71 
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hincque  1 — A \ B — C D — E F — G etc.  nn> 
quae  e*t  ipsa  »erics  a Te,  V.  G.,  primum  invcnta.  üenique 
ex  hi»  eonstat  fore  mmmam  »eriei  l B -\-  D + F+elv. 
in  qua  insunt  producta  ex  numero  pari  numerorum  primo- 
rum,  ad  summam  seriei  A-\-C-\-E-\-G-\-  etc.,  quae  con- 
tinet  numero»  primo»  ipso»  et  producta  ex  numero  impari 
eorum,  uti  e»t  ad  «* — 'ß>  quae  e»t  proportio,  quam 

hodie  mihi  invenicndam  proposuisti.  Vale,  V.  G.,  mihiquc 
favere  perge. 

Euler. 
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LETTRE  XXVII. 

Goldbach  a Euler. 

Som MAiRfi.  Mciuc  »ujet  Rlpoiuc  ä la  lettre  prtScödenie. 

(Petrop.)  d.  24  Nov.  1750 

Gratissima  mihi  fuerunt  quae  heri  scripsisti ; mea  soiutio 
haec  cst:  Sit 

1 + ^ ^ + etC-  ~ a7r" 

* + 2in-l_3*n_l"4iÄ"f  etc.  ~ ßjl** 

^»  + ^ + gÄ  + + etc-  — m, 

cujus  denominatores,  posita  n 1 , sunt  producta  primorum 
numero  imparium 

t 4*  + jf»  + ;pr  + 75»  + etc' = 

cujus  denominatores,  posita  n “ i , sunt  producta  primorum 
numero  parium. 
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crit  an"  -f-  — - — 2M,  an" — ~2 li.  Sed  nescio,  an 

methodus  Tua  valcat  ad  detcrminandum  v.  gr.  rationem 
inter  tcrrninos  affirmatives  et  negativus  hujns  seriei 

4 4 _l  J L 4.  _L  _ ± _ JL  . etr 

cujus  denuminatores , posita  n — I,  sunt  ninncs  potestates 
numerorum  ct  orania  earum  multipla;  termini  notati  signo 
4-  continent  denuminatores  pruduetos  ex  primis  numero 
paribus,  termini  notati  signo  — , ex  imparibus,  quam  ra- 
tionem tarnen  eruere  potero  si  operae  prctium  visum  fuerit. 


Sed  multo  magis  Tibi,  opinor,  placebit  quod  heri  inveni: 
t -1“  jn  4 4 4n  4"  elc-  — an”,  + 

-ji  -f-  etc.  ~ P (cujus  seriei  denominatorcs  continent  omnes 
numeros  primos)  erit 

Jin  -f  jin  + j in  + 4“  TJrS  4“  — (■ ? ~ * 1 ~ü> 

modo  sit  n>  t.  Vale  et  favc  — 

Goldbach. 


Note  marginale  tf  Euler. 

^ — 1 4^'4^4ti4-^iH-^+^s4^4  ctc- 

-j—  *4'2n4_^4‘^r4_5Ä4_5Ä+^  + ^f4  etc> 

4 terminus  generalis. 

“ l 

Si  p est  numerus  pritnus  ent  — p; 

is  p prod.  ex  duobus  nnmeris  primis  inaequalibus:  -j-^ 

prod.  ex  duobus  numeris  primis  aequalibus : 4 — 
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si  p prod.  ex  tribus  inaequalihu»  abe  erit 

nab 

naa 

si  p prod.  ex  quatuor  inaequalibus  abcd 

nahe 

aabh 


a*  h 
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LETTRE  XXVIII* 


Euler  ä Goldbach. 

Som maire.  Suite  des  reeherche*  prtfcldentes. 


d.  26  Novembr,  1739. 

Considerans  rationem,  quae  intercedit  inter  summani  seriei 
4*  3 in  + + jih  + etc.  et  hanc  expressionem 

deprehendi  seriem  aliquanto  esse  minorem  ac  fore 

(P  — l)1  4-  1 = -T  4-  -jin  + etc. 

-f-  2 . summa  factorum  ex  ternis  \ 

— 2 . summa  factorum  ex  qHaternis  ( ...  ... 

) termnus  maequalibus 
-f-  2 . summa  factorum  ex  quinis  { 

— etc.  / 


Digitized  by  Google 


90 


serici  etc.  Qu°d  »*  autem  duplices  istae 

factorum  ex  ternis,  quaternis  etc.  summac,  quippe  quae  per 
invcnta  T«a  habentur,  substituantur , prodit  aequatio  iden- 
tica;  quod  idem  non  dubito,  quin  interim  ipse  observa- 
veris,  V.  G. 

Incidi  beri  in  hanc  seriem  non  parum  curiosain 

l i t i \ i_  _i  * j | i ^ i ^ | ^ _i 8 | ^ 

* T «jfi  1 i^n  I r^n  T q n 1 <jn  * yh  I g n ' I |j n t" 

etc. 

cujus  numeratores  indicant,  quot  modis  denominatores  rcspon- 
dentes  eint  hujus  seriei  2"  -{-  3"-f- V'-f-5”  -f-  etc.,  vel  tcrmini 
ipsi,  vel  producta  ex  binis,  vel  ternis,  vel  quaternis,  vel  ita 
porro.  Sic  denominator  60”  numeratorem  babebit  11,  quia 
GO  his  undecim  modis  componitur: 

I.  GO.  V.  5.  12. 

II.  2.  30.  VI.  6.  10. 

III.  3.  20.  VII.  2.  2.  15. 

IV.  V 15.  VIII.  2.  3.  10. 

Hujus  serici  summam  casu,  quo  n~  2,  invcni  esse  “ 2; 
atque  initio  arbitratus  sum,  ctiam  reiiquis  casibus  summam 
rationaliter  exhibcri  posse.  Verum  rem  diligentius  scrutatus 
inveni  casu  ri—h-  summam  fore  = 


IX.  2.  5.  6. 

X.  3.  V 5. 

XI.  2.  2.  3.  5. 


Hcnrr 


8rr 


■zrjf)  ubi 


' e*’*  — 1 cn  — e 

est  proxime  en  zz.  23,1407. 

Deinde  omnia  ferc  theoremata,  quae  de  seriebus  nume- 
rorum  primorum  aliisque  hinc  natis  protulisti,  V.  G.,  multo 
latius  patere  observavi.  Si  enim  sit 

A — a — a-\-b-\-c-\-d-\-  etc. 
li  ~ summac  factorum  ex  binis  \ 

C—  „ ex  ternis  lerminis  seriei \ A , ter- 

. } minis  aequaubus  non 
D—  „ ,,  ex  quaternis  j exceptis, 

etc.  / 
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itemque 

/*— sunnnae  factoruni  ex  hinis  \ 

Y—  ,,  „ ex  ternis  f terminis  inacqualibus  se- 

d^Z  „ „ ex  quaternis  J riei  A vel  a. 

etc. 

fueritque 

1 +j4  + ß+C+ö+  /s  etc. — s 
I A +ß  C+lt  fe'+  etc.  / 
hincquc 

f+B+Z^F+etc.:^  l+/*-HH-M-etc.  = ^£ 

A+C-t-E-\-G-\-ctc.=zs~  « + y-f«+»/-l-etc.  = ^ 

item 


eriu 


jl  4-a-h/*4-y-H>' t-etc — y 
1 1 — a+ß—  y -t-  «J — etc.“  — 


(B-/J)  + (C -y)  + (Z>  - d)  + ete.  = 5-y 
{B-ß)-(C-r)  + (I)-d)-clc.=t-± 


(C  - r) + (E- «)  4-  etc.=4(*  - t)  (I  -#4) 

(B  — + — d)  -f-etc.  = y(-*-M)(l  — y) 


Quod  «i  autem  loco  terminorum  a,  b,  c,  d,  etc.  sumantur 
eortun  quadrata  sitquc  A"  — a"  zz.  o*  -f-  b%  -f-  c*  -J-  d*  -f-  etc. , 
bincque  Serien  B" , C” , D" , etc.,  itemque  ß" , y" , d" , etc. 
simili  modo  formentur,  quo  supra  B,  C,  D,  etc.  ß,  y , ö,  etc., 
ex  Serie  A~  a fiet : 


1 + A"  4-  B"  4-  C"  + D"  + etc.  =:  st 
et 


l-«"  + 0"-y"  + d"-etc.=J. 

unde  erit  generaliter 
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I 4 B C-t-  D etc  — t + ^',+  ^"+c"+/)"+eU- 

1 A-\-U  L -f-  U etc.  — ,+  a + c + ü-(-eic. 


fl  -f  a+ß  4 y + etc.)(l  a -(-  ft  — y + etc.)  t= 

1 — a"  -|-  ß"  — y"  4-  «T  — etc. 

Ex  his  nunc,  si  pro  »erie  a b c -\-  d etc.  substituatur 
f»aec  ~ -f-  ~ ij  -f  ~ -f  4-  etc.  »ecundum  nunoero« 
primos  procedens,  acquentur  omnia  omnino  tbeoremata,  quae 
niecum  communicare  voluiati.  Vale,  V.  G. , ac  favere  perge 
Tui  obaervantiaaimo 

L.  Eulero. 
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LETTRE  XXIX. 


Eilek  ä Goldbalh. 


So  mm  ais c Application  du  calcul  integral  a Ja  sorojuatinn  de»  Serie* 


(Sans  date.) 


Seriei , cujus  terminus  eeneralis  est  — — vel 

J bi  x 1 — G4x-)-  15 

JL(-1 *—) 

1 \8.r  — 5 Hx  - 3/ 


summa 


1 /(»*  — z*~)dz  __ 


e8t  — T / 


1 - ;* 


~f- 


zzdz 


i / dz  .1  /-(l  j-ss)  dz 

— — / / v r , ~r  j 81  post  lnte- 

-i*)  iJi-\-zz'iJ  14-s4  v 


J2.,(l  + si)C>  + *4)  i3\  + zz  ' iJ  I -j-  s 

grationem  ponatur  z ~ 1.  At  seriei,  cujus  terminus  gene- 
ralis est  — — ( — I— - — — — \ summa  est  — 

6ixx  — 6ix  + l 1 \Hx  — 7 Hx—  1/ 

rn  I'i—zt)d  z m j(l  z t4-  z *)dz m p dz  | m /(i-^-zz)dz 

üj  t-z»~ — T/(i+is)(i  +i*)  — T/i+T*"’  T J i +-  = * '* 

posito  post  integrationem  z — 1 . V errnn  esl  j-  ^ — — • 

ftipr*  = zh  + th  ,;l 
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/Srr  = I 


Quarr  si  a serie,  cujus  terminus  generali»  est  _ 
subtrahatur  »eric» , cuju»  terminu»  generali«  ^Wj._^”8;r_  jy 
»eriei  rcsultantis  summa  erit  ~ — ^ ™ --  -j-  — • Vel 


16 


8/2 


»eriei,  cujus  terminus  generalis  est  “ 
3 m 1 


summa 


64xx  — 64x-(-l  64xx  — «>4x-|-15 
(m-4-l)jr  , (m  l)jr  . , 

cst  — v t-  — Quare  si  m — 1 , summa 


8/2 


erit  — at  ut  summa  sit  — 0,  oportet  esse 


m 


+ 1 + mV  2 — V^2  — 0 , 


seu  m “ 


V2-  1 


/l+l 
II.  Si  in  serie 


summa  terminoruni  pari- 


x(2x  l)  (4x — 1) 

um  ab  imparibus  subtraliatur,  prodit  serie» 

_! *_  j ! !_  i ctc 

11 .3  2.3.1  r 3.5.11  4.2  15  * ’ 

quae  rcsolvitur  in  bas  tres: 

i.i  i,i  i | , r 

+ l — T4-  yT+T  ~ Y + etc>  — Ji 

+ T — T +T“T  + y — TT  + ctc'  — Jl 


dz 

+ s 

2 dz 


J8 

3 


8^ 8 , 8 

1 11  ' 15 


8 

19 


+ zz 

i 8 rSzzdz 

+ 23  — etc-  — ~ Jl+^ 


et  summa  omnium  cst~/2-j-~ — n V2  -(-  /(i  -f-  V^2), 

unde  non  video  quomodo  summa  possit  esse  — n — kl  2. 

Sin  autem  res  ita  se  haberet , foret  n ~ i(l^+  » + v 2) . 

2/2-J-l 

III.  Serie!  _ 1 -f  i--_ ±)_ (1  _ 1 ctc. 
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summa  est  — / 


I dx(l  — S+IZ  — z*)  

— J r+r*  — 


fdz{  1+ss)  i z dz  fz*dz  __  ff  it  II 

J 1-f  z«  Ji+z*  J t+  z*  TV"?  T "4 

IV.  Si  fuerit  (d  . ^ > erit  utique 

dz — /— — ; ~ — (.x — + — -4-  etc. ) 

xx/l-f-x*  «'  4 ' 7 10  r > 

et 

■ r®  r9 

z ~ C -j-  Ix  — —7  4-  ö o — 7—rx  -j-  etr- 

Consta  ns  autem  C,  si  z deberet  simul  rum  x evanesrere, 
foret  intinita;  sin  autem  C maneat  indefinit»,  tum  casu 
x — t , quantitas  z indcfinitum,  h.  e.  quemcunque  valorem 
obtinebit. 

| 

V.  Sinus  ang.  18°  est  — — - — > et  sin.  ang.  5V°  cst  = 

1 > unde  erit  — —^  = 2,  id  quod  ctiam  tabulae 

4 sm  18°  sin  34®  1 

sinuum  ostendunt : est  enim  -7—-^  — sec.  72°  et  ■.  *„  ~ 
’ sin  18°  sin  54° 

sec.  36°. 


VI.  Serierum  scquentium  sumrnae  sunt 

/_J 1 \ fdz(zz  — i «)  / 

' 8 x — 5 8x  — 3 / 1-s*  7 (l  + is)(l  + s‘) 

__  « ff  ffC/S — 1) 

472  T 8 

/ 1 1 ^ fdz(z*  — »*) f z6dz 

Ux-  1 8x-f  1'  — J 1 — *«  — J (l  + iz)(l-f-s*) 

j rdz:i-\-zz-\-z*) 1 r dz  1 rdz  (1  + si) 

— * 7(1+11)11  + z<) * IJt  + zz  1 J i+z< 

, * " j ff(i+/2) 

6 4 Y 2 8 
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(ß-r  — 5 6x  — 7^  /’ 


pdz (l  — *3)  _ 


. 


= /: 


1+s* 

1 j dz  1 i'Tdi  — zdz 

T JTfz  ' T J t 

1 i Itdi  — dt 

Ö"  J 1 - C-t-M 


' + 

3 /l+i 
/J  . n 

— T "r 


+ t/t= 


dz 

4+;s 


3V3 


VII.  Seriei  1 — ^ a ,*^7  3^,*^  — etc.  jamdudum  quo- 

que  oonjectavi  summani  e*»e  — p{l 2)*n~l,  at  casu  n — 2 
faoile  statim  deprehendi  valorem  ipsins  p nequtdem  rationa- 
liter  exhiberi  po*sc 

Euler. 
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LETTRE  XXX. 

Goldbach  ä Euler. 

Sommaihe.  TMoremes  relatifi  A I»  lommation  des  niites. 


(Petrop.)  d.  0 Dec.  1789. 


Observavi  heri  denominatoribu»  1,  1.2,  1.2.3,  1.2.3.V, 
etc.  innumeris  modig  agsignari  posse  numeratoreg  algebraicos, 
ita  ut  gerieg  tota  fiat  gummabilig,  gic  v.  gr. 

1 , 5 . 11  . 19  29  . 41  . «5  , 

1.2.3'"  1.2. 3. 4 1. . .3  1 . . .6  1...7*i~  1. . .8  1...9_‘'elC* 

2 . 3 I 4 .5.6.7. 

f‘8t  — 1.2.3  ' 1.2.3. 4 ' i. 2.3.4. 5 ' TTTTü  ‘ TTTT? TTTTs 

8 . . 1 

— -fetc.=  T, 

3 4,5  6.7  8.9 

1.2  1.2.3  ' 1.2. 3. 4 1...5  “•  1~.T 6 1...8 


10 


-f  etc.  ~ 1 , 


1 . . .9 

Cor  mp.  rnath.  et  phys.  T.  L 
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quae  quidem  facile  demonstrari  posaunt;  scd  ex  codem  fonte 
alia  multo  abstrusiora  derivantur,  ut  si  haec  scries 

g + i 2a+3  . a g + t . ia+i3  , 

« ^ 1.2«*  ^ 1.2.3.  na  ‘ 1.2.3. 4««  1 elC‘ 

(cujus  terminus  generalis  est  — ~ ßat  — — I , 
posito  pro  <i  numero  quocunque,  dico,  ul  aequationi  satis- 
bat,  suincnilum  esse  n zu  j 

G.  G. 
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LETTRE  XXXI. 


ä Goldbach. 

U lettr«  pr^c^dentf . 


Pttropoli  d.  9 Decembr.  1759. 

Omnes  series,  quae  continentur  in  hac  formula  generali 

— -rt  2 ~5  4 — ~ a3e~ — iiimmari  posaunt  per  quantitates  ex- 

ponentiales  et  algebraicaa  conjunctim.  Quare  si  vel  coeffi- 
cientes  a,  ß,  y , d,  etc.,  vel  numerus  n ita  determinetur, 
ut  exponentialia  evanescant,  obtinebuntur  omnes  series  hu- 
jus  formae,  quae  tummai  algebraicaa  habere  posaunt.  Quod 
ut  clarius  appareat,  per  partes  progrediar 


Edler 

So. HALSE  M*me  >ujn.  fWpont*  a 
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— 1 00  — 


Seriei  cujus  terminus 
generalis  est 


1.2.3.  . . 

x.n* 

ß* 

►O 

x . n* 

yx* 

1.23.  . . 

x ■ n* 

«*» 

1.2.3.  . . 

x.n* 

tx« 

1.2.3.  . . 

x . nx 

Ul 

1.2.3.  . . 

x.n* 

» x% 

1.2.3  . . . 

x.n* 

.vitiMiia  eni  ■ 


P.n  a — « 
1 


•*r(T  + i> 

1 , 15  M 1°  1 , 

* M 7 + -+-^  4- + jr) 

i . 1 • 31  . 90  65  15  1 v 

" + + ^ + ^ + ^ + i?)' 

Lex,  secundum  ijuam  hae  summac  progrediuntur,  ita  est 


* -t- 1 


comparata,  ut  termino  generali  , 73  x~nx  re*P0,1^cat  »um- 
ma  haec 

j /I  , 2*  — 1 . 3*-2.2*  + l . 4*  — 33*4-3.2*  — 1 . 

* ^(7r+T7?-  + — 2 7;»—  + I" 


4.4*  -f-6.3*  — 4.2*-f-  1 


1 . 2.3.4 •«* 


-f-  etc.)- 


Ex  his  igitur  perspicitur  seriei,  cujus  terminus  generalis  est 
12  3°  x'nx  * *u,n,nam  algebraicam  omnino  esse  non  posse. 
Sit  ergo  terminus  generalis  m - erit  ejus  »um- 

111a  — — a,  unde  summa  totics  erit  algebraica, 

eaque  — — a,  quoties  fuerit  an  (i  — 0,  seu  n — — 

Hicqite  continentur  bini  casus  priores  a Te,  V.  C.,  mihi 
perscripti,  quos  quidem  farile  posse  demonstrari  dieis.  Sit 


autem  terminus  generalis 


— 1.3.3...*  a* 


> ent  summa  ~ 


h ' 1 P “f-  y 1 y \ 

' + nV  — «• 
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Summa  igitm  erit  algebraica,  scilieet  m — a,  si  fuerit 
«'»*  4-  (fl  -4-  y)  n 4-  y — o , 


seu 


— ? — y±  y'(.flz  4 Ißy  + y1  — '»<■•/) 


1a 

Hic  conti  nctur  serics  illa  abstrusior 

a -j-  1 


IXA  _L  ~i?  4-  3a+-  _l_  etc 
n ' 1.3. «*  ^ 1.3.3.«»  ^ etC' 

cujus  terminus  generalis  est  > cujus  ob  a:n  1, 

'I i~a  - 1 , y ~ I , summa  est  e" (l  4“  — -| — -)  — i , quac 
ideo  fiet  algebraica  atque  n: — 1,  si  sit  nn4-a^4"*—  0,  seu 


— a±  V(a a — 4) 


Simili  modo  ulterius  progredi  licet,  et 


cum  seriei,  cujus  terminus  generalis  est 

a 4 fl  x 4 4*•r,  4 1 4 1 ** 


1.3. 3. 4. . .x.n* 


summa  sit 

= -«+«*(«  + tt'+'+f+J  + -+?!+_]  Eh“?  + 


+ 


* + io: 


4) 


*+6*4.35; 

„ 3 


baec  summa  algebraica  esse  non  potest,  quin  simul  liatn — a: 
erit  autem  haec.  summan: — et,  si  fuerit  n radix  hujus  aequationis 
an*  -\-(ß  -f  y + ^ * *4“  £) /l*  4"  (y  “I-  3d  -|~  4“  f 5£)n* 

+ (d4-6f-(-250n,+  («4-IOC)h  + C=0. 

Ilac  igitur  methodo  non  solum  innumerabiles  series  istius 

formae  „ . _>  ubi  X functionem  denotat  algcbraieam 

ipsius  x quameunque  rationalem,  exhiberi  possunt  algebraice 
summabiles,  sed  etiam  intelligitur  praeter  has  inventas  alias 
omnino  non  dari.  Vale,  V.  C.,  a,c  fave  Tui  ohservantissiino 

L.  Eulero. 
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LETTRE  XXXII. 

El!  L K h ä Ggldbacii. 

So  M M A IHC>  E.  d6ire  ctre  «Je»  travaux  «Je  g^ogr.iphie. 


tl.  21  August  1710. 

Die  Geographie  ist  mir  fatal.  Ew.  wissen,  dass  ich  dabei 
ein  Aug  eingebüsset  habe;  und  jetzo  wäre  ich  bald  in  glei- 
cher Gefahr  gewesen.  Als  mir  heut  Morgen  eine  Partie 
Charten  um  zu  examiniren  zugesandt  wurde,  habe  ich  so- 
gleich neue  Anstösse  empfunden.  Denn  diese  Arbeit,  da  man 
genöthiget  ist  immer  einen  grossen  Raum  auf  einmal  zu 
übersehen,  greifet  das  Gesicht  weit  heftiger  an,  als  nur  das 
simple  Lesen  oder  Schreiben  allein.  Um  dieser  Ursachen  wil- 
len ersuche  ich  Ew.  gehorsamst,  für  mich  die  Güte  zu  haben, 
und  durch  Dero  kräftige  Vorstellung  den  Herrn  Präsidenten 
dahin  zu  disponiren,  dass  ich  von  dieser  Arbeit,  welche  mich 
nicht  nur  von  meinen  ordentlichen  Functionen  abhält,  son- 
dern auch  leicht  ganz  und  gar  untüchtig  machen  kann,  in 
Gnaden  befreyet  werde.  Der  ich  mit  aller  Hochachtung  und 
vielem  Respect  bin  u.  s.  w.  Leonh.  Euler. 

tjti  Ofrn  > 
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LETTRE  XXXIII. 

Goldbach  ä Euler. 

SuNMAiHk.  IVmarchcs  pour  obtcnir  ä E,  l.i  dispensation  demandde. 

d.  21  August  1740.  In  Eil. 

Sobald  ich  den  Hn.  Etatsraih  von  Brevern  spreche,  will  ich 
nicht  unterlassen,  demselben  die  gehörige  Vorstellung  wegen 
Ew.  kränklichen  Zustandes  zu  thun;  weil  ich  aber  nicht  ge- 
wiss bin,  ob  solches  morgen  oder  erst  üfeer  einige  Tage 
wird  geschehen  können , hingegen  hei  dieser  Sache  peri- 
culum  in  mora  ist,  so  halte  ich  davor,  dass  Ew.  wohl 
thun  werden,  wenn  Sie  ohne  Zeitverlust  den  Hn.  Presi- 
denten und  den  Hn.  Rath  Schumacher  schriftlich  benachrich- 
tigen, dass  sie  ohne  offenbare  Gefahr  Ihrer  Gesundheit  die 
geographischen  Occupations  nicht  fortsetzen  können , sondern 
dieselben,  so  lange  bis  Sie  sich  besser  befinden  werden,  aus- 
setzen müssen.  Indessen  habe  ich  heute  mit  vielem  Vergnü- 
gen von  Hn.  Secr.  Tiederaann  vernommen,  dass  Ew.  sich 
schon  etwas  besser  befinden;  ich  wünsche  herzlich  Sie  ehe- 
stens völlig  restituiret  zu  sehn  und  verbleibe  mit  sonderbarer 
Gonsideration  Ew.  u.  s.  vv.  Goldbaeh. 
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LETTRE  XXXIV 


Goldhach  a Euler 


So  M H Ai  kl.  Premiere  Uttre  adresMfe  a Berlin,  Probleme  de  la  thdnrie  dr%  nmubi es. 
Sur  dcux  anciens  ouvrages  de  la  Bibliotheque  royale  de  Berlin. 


St.  Petersburg  d.  tö  Aug.  1741  st  n. 

— — — Was  halten  Ew.  von  dergl.  pnopnsitionihus: 
(3m  2)  n*  -j-  3 kann  niemals  ein  numerus  quadratus  seyn, 

positis  pro  m et  n numeris  integris  quibuseunque? 

In  den  Zeitungen  von  gelehrten  Sachen  habe  ich  un- 
längst gelesen,  dass  die  beiden  Mönche,  so  Newtoni  Prin- 
cipia  Mathematica  herausgeben,  Ew.  Mechanicain  stark  ge- 
braucht haben. 

Wenn  Sie  auf  die  königl.  Bibliothöque  in  Berlin  gehen 
werden,  lassen  Sie  sich  doch  Joh.  de  Luneschlos  Thesauruni 
Mathemat  um  reseratum  per  algebram  novam,  Patavii  1GV6 
in  fol.  und  Petrum  Bungum  de  numerorum  mysteriis  in 
fcto  zeigen.  Ich  habe  A.  1718  diese  Bücher,  aber  nur 
obenhin,  gesehen,  und  kann  mich  fast  gar  nichts  mehr  von 
derselben  Inhalt  erinnern.  Goldbach. 
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LETTRE  XXXV. 

Euler  ä Goldbach. 

Summa  iul  TlHftireinr»  de  b tlidorie  des  nomhres  et  <lu  c.ilcul  int^nl, 


Berlin  d.  0 September  1741. 

Vor  einigen  Wochen  haben  Ihro  Maj.  die  König!.  Frau 
Mutter  mich  zu  »ich  holen  lassen,  und  des  Tags  darauf 
halte  ich  die  Gnade  bei  Ihro  Maj.  zu  speisen,  und  haben 
sowohl  Ihro  Majestät  als  die  beiden  Königl.  Prinzessinnen 
mich  auf  die  gnädigste  und  eine  recht  leutselige  Art  em- 
pfangen. Ihro  Königl.  Maj.  der  König  hahen  mich  auch  nicht 
nur  durch  den  Hn.  Geh.  Rath  Jordan  Dero  Allerhöchsten 
Gnade  und  Protection  versichern  lassen,  sondern  auch  Ilöchst- 
eigenhändig  nachfolgendes  Schreiben  zuzusenden  die  Gnade 
gehabt: 

„Monsieur  Euler.  J’ai  ete  bien  aise  d’apprendre  que 
vous  ötes  content  de  votre  sort  et  ctablissement  present.  J’ai 
donne  les  ordres  nccessaires  au  grand  Directoire  pour  la 
pension  de  1600  ecu»  que  Je  vous  .ai  accordoe.  S il  y a 
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encore  quelque  chose  dont  von*  aurez  besoin,  vo»»  n'avez 
qu  a attendre  raun  retour  a Berlin.  Je  sui* 

Au  Cam|i  de  Reicbenbaeh  votre  bien  affectionnc  Hoy 

ce  4 sepicmbrc  n4i.  Federic". 

Weilen  Ihro  Maj.  beschlossen  haben  ein  neues  Gebäu  zur 
Akademie  aufzubauen,  so  ist  mir  aufgetragen  worden,  einen 
vollständigen  Riss  von  den  akademischen  Gebäuden  in  St.  Pe- 
tersburg zu  verschaffen.  Weilen  nun  alle  diese  Risse  schon 
wurklich  in  Kupfer  gestochen,  ich  aber  davon  nicht  leicht 
ein  Exemplar  von  dem  Hn.  Schumacher  hoffen  darf,  so 
nehme  die  Freyhcit  Ew.  gehorsamst  zu  ersuchen  ein  Exem- 
plar von  diesen  Rissen  kaufen  und  dem  Hn.  Stahclin  über- 
liefern zu  lassen  .... 

Die  beiden  gemeldten  Bücher  habe  ich  von  der  Biblio- 
tliec  holen  lassen;  aber  in  Petri  ßungi  Mysteriis  numeroruni 
nicht  das  geringste  Merkwürdige  gefunden.  Er  durchgehet 
der  Ordnung  nach  alle  Zahlen  von  1,  2,  3 bis  tausend,  und 
merkt  von  einer  j<“dcn  an,  wo  solche  in  der  Heil.  Schrift 
und  andern  Auctoribus  Vorkommen;  als  !>ei  38  bringt  er 
nichts  anderes  vor,  als  das  Exempel  des  Kranken  beim  Teich 
zu  Betesda,  welcher  38  Jahre  daselbst  gelegen.  Der  Lune- 
schlnss  ist  ein  sehr  schönes  Buch  in  seiner  Art;  ich  habe 
aber  dasselbe  noch  nicht  völlig  durchgegangen. 

Ew.  theorema,  dass  (3  m -)-  2)  n*  -f  3 kein  Quadrat 
seyn  könne,  ist  sehr  artig,  und  kann  ich  die  Richtig- 
keit desselben  auf  folgende  Art  darthun  : Entweder  ist  n 
durch  3 divisihel,  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  n*  divisihel 
durch  9,  und  bekömmt  die  Expression  (3m  -f-  2)  n1  -}-  3 
eilte  solche  Form  9p  -}-  3,  welche  kein  Quadrat  seyn  kann, 
wie  bekannt.  Im  andern  Fall,  wenn  n nicht  durch  3 divi- 
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sibel  ist,  so  ist  n*  eine  solche  Zahl:  3/> -j-  1 und  (3m-|-2)n.*-}-3 
bekömmt  diese  Form  9 mp  -|-  3 m -|-  6p  -f-  5,  das  ist  3q-\-2, 
von  welcher  Form  gleichfalls  bekannt,  dass  solche  niemals 
ein  Quadrat  seyn  kann.  Ich  habe  vor  langer  Zeit  auch  sol- 
che ähnliche  theoremata  gefunden,  als  kmn  — m — 1 kann 
nullo  modo  ein  Quadrat  seyn.  Item  kmn  — m — n kann 
auch  kein  Quadrat  seyn,  positis  m et  n numeris  integris 
affirmativ». 

Von  den  divisoribus  quantitatis  aa  ± mbb , si  a et  b 
sint  numeri  inter  se  primi,  habe  ich  auch  curieuse  proprie- 
tates  entdeckt,  welche  etwas  in  recessu  zu  haben  scheinen, 
als  da  sind: 

Theor.  1.  ütnnes  divisores  primi  formulae  aa  — 2 Ob 
continentur  in  forma  8n  ±:  1. 

Theor.  2.  Omnes  divisores  primi  formulae  aa  — 3 Ob 
sunt  I2n  ± 1. 


Theor.  3.  NuIIus  numerus  primus  potest  esse  divisor 
formae  aa  — 5 bb  nisi  qui  sit  in  hac  forma  i0n±i  content us. 

Von  den  integralibus  formulae  — — j,  habe  ich  auch 

(l  —xnyi 

merkwürdige  proprietates  gefunden,  si  post  inlegrationcm 
ponatur  x~i.  Als  da  sind 

Theor.  Integrale  — se  habet  ad  f — ~ — . uti  ]/2  ad  |, 

(t-*v 

posito  post  utramque  integrationem  * ~ I . 

Theor.  Integrale  f- — — — se  habet  ad  integrale  f — — — i 

(t—  Ii)l  (1-xa:)* 

uti  K3  ad  1 , posito  pariter  post  utramque  integrationem 
ar~l.  Welche  theoremata  um  so  viel  merkwürdiger  schei- 
nen, da  sonsten  nach  der  gewöhnlichen  Art  diese  Integralia 
nicht  mit  einander  compariret  werden  können. 

Euler. 
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LETTRE  XXXVI. 

Golobacii  ä Euler. 

Som  MAIRE  Paradoxes  tir^s  de  l’ouvrage  de  Luneschlo», 


Sl.  Petersburg  d.  7 Nov.  »t.  n.  1741. 

ic  sonderbare  Distinetiou,  mit  welcher  Ew.  in  Berlin  auf- 
genoinmen  wurden,  hat  mir  nicht  ander»  als  erfreulich  sey  n 
können;  insonderheit  habe  ich  das  gnädigste  Schreiben  Ihm 
Königl.  Majestät  an  Ew.  mit  der  grössesten  Veneration  ge- 
lesen und  admiriret.  Es  muss  eine  treffliche  direetio  O aut 
Qi  ad  medium  coeli , oder  dergleichen  eine,  für  Ew.  einge- 
fallen seyn,  welche  ex  post  facto  in  dem  themate  nativ,  sich 

wohl  wird  linden  lassen 

Dass  Sic  in  des  Leuneschlos  Thesauro  etwas  Gutes  ge- 
funden, ist  mir  sehr  lieb.  Ich  habe  schon  A.  1716  in  Kö- 
nigsberg von  demselben  autore  ein  Tractätchen  in  8V0  ge- 
lesen, welches  er  Paradoxa  de  quantitate  nennet.  Das  352le 
heisset:  Si  Deus  auferret  omne  corpus  in  vase  content um 
movendo  vel  annihilaudo,  nee  aliud  ulluin  in  ablati  loeum 
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venire  permittcret  movendo  auf  rreando,  hoc  ip*o  vasis  la- 
tera  forent  contigua,  nec  vel  tantillum  amplius  distarent. 
Da*  473"':  Monstrosa  et  deformia  ctiam  faeiunt  ad  pulcbri- 
tudinem  mundi.  Das  522,e:  Si  luna  esset  roncava,  terra  pe- 
riret  incendio.  Das  9V6tf‘:  Pondera  campanarum  sunt  in  tri- 
plieata  ratione  sonorum.  Verum  rrassities  fidium  longitudine 
et  tensione  aequalium  sunt  in  ratione  duplieata  sonorum. 
Das  589’>':  Cum  semidiameter  gyrorum  aquae  quovis  modo 
pereussae  secundo  horae  minuto  dilatatus  vix  pedem  exae- 
quet,  et  semidiameter  spirarum  in  ailrc  qua  vis  etiam  per- 
russionc  procreatarimi  eodem  tempore  millium  treeentorum 
ae  oetuaginta  pedum  existat,  sequitur  aquam  millibus  tre- 
eentum  et  oetuaginta  (1380)  vicibus  aere  densiorem  atque 
graviorem  esse 

Goldbaeb. 
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LETTRE  XXXVII. 


Euler  ä Goldbacu. 

Sommaire.  Sur  I«»  paradoxe*  de  Lu  ne  »eh  los,  Contmverse  entre  Segner  et 
le»  partisans  de  Wolf.  Valeur  reelle  d’une  expression  imaginaire. 


Berlin  d.  9 December  IM4I. 

Für  die  mir  communicirten  paradoxa  des  Lu- 

ncschlos  bin  gehorsamst  verbunden.  Es  zeigen  einige  da- 
von, als  von  dem  Ton  der  Glocken  und  Saiten,  eine  rich- 
tige Einsicht  in  die  Natur.  Da»  von  den  Glocken  stehet  aber 
schon  in  Stifelii  Anmerkungen  über  die  Goss  Christoff  Ru- 
dolfs. Dasjenige,  welches  Ew.  zuerst  von  der  annihilirten 
Materie  in  einem  Geschirr  geschrieben,  scheinet  auf  diesem 
ratiocinio  zu  beruhen:  Ist  keine  Materie  zwischen  den  Sei- 
ten des  Gefässes,  so  ist  nichts  dazwischen;  ist  aber  nichts 
dazwischen,  so  sind  die  Seiten  aneinander,  ungeacht  das 
Gefass  seine  vorige  Figur  behält.  Ich  halte  aber  dieses  ra- 
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tiocinium  für  ein  blosses  Sophisma  mul  lu?i  weitem  nieht 
hinreichend,  die  impossihilitatem  vacui  in  mundo  zu  erweisen 

Der  Hr.  Geh.  Rath  Wolf,  oder  vielmehr  seine  Anhänger 
haben  neulich  einen  harten  Streit  mit  dem  Hn.  Segner,  Prof, 
math.  in  Göttingen,  bekommen,  indem  dieser  einige  grobe 
Fehler  in  des  Hn.  Wolfs  Elementis  Matheseos  vorgab  gefun- 
den zu  haben.  Es  sind  beiderseits  schon  verschiedene  Schrif- 
ten gewechselt  worden.  Der  Hr.  Segner  aber  hat  Recht, 
und  von  Seiten  des  Hn.  Wolfs  sind  die  Defensionen  so 
schlecht  beschaffen,  dass  daher  der  Wolfianisehen  Philosophie 
wenig  Ehre  zuwächst.  Man  hätte  besser  gethan  die  Fehler 
zu  erkennen,  weil  dieselben  .ganz  offenbar  sind,  und  die- 
selben in  einer  neuen  Ausgabe,  woran  wirklich  gearbeitet 
wird,  zu  verbessern. 

Ich  habe  letztens  auch  ein  merkwürdiges  Paradoxon  ge- 
funden, nehmlich,  dass  der  Werth  von  dieser  Expression 

. to  ... 

— quam  proxtme  gleich  sey  und  dieser 

Bruch  differirt  nur  in  partibus  millionesimis  von  der  Wahr- 
heit. Der  wahre  Werth  aber  dieser  Expression  ist  der  Co- 
sinus diese»  ardis  0,6931571805599,  oder  des  areus  von 
39°,  52',  5 t",  52"',  in  einem  Circiri,  dessen  radius  — 4. 

Ich  habe  auch  noch  verschiedene  wichtige  Decouverten 

‘P  dx 

gemacht  über  Hie  Integration  solcher  Formuln  — — » allwo 
P und  Q functiones  quaecunque  rationales  von  x sind.  Wo- 
von zu  einer  andern  Zeit  die  Ehre  haben  werde  Ew.  aus- 
führlicher zu  schreiben. 

E u l er. 
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LETTRE  XXXVIII. 


Goldbacii  ä Euler. 


So  m m a ifiK.  Rr|>ouif  a la  lettre  pr^c^dente. 


St.  Petersburg  d.  13  Febr.  n.  st.  1749. 

Die  Demonstration  meine*  theorematis,  welche 

Ew.  in  Ihrem  vorigen  Schreiben  gegeben,  i*t  eben  dieselbe, 
die  ich  auch  hatte. 

Da*  theorema  da**  kmn — m — 1 kein  quadratum  seyn 
könne,  gefallet  mir  «ehr,  und  ob  ich  e*  gleich  nicht  de- 
monstriren  kann,  *o  habe  doch  diese  consequentiam  daraus 
gezogen,  das*  nicht  allein,  wie  Ew.  schon  angemerket,  auch 
kmn — m — n kein  numerus  quadratus  sey,  sondern  gene- 
ratim  die  Expression  kmn  — m — n" , allwo  a ein  numerus 
integer  positivus  quicunque  ist,  niemals  ein  quadratum  ge- 
ben könne. 

Bei  der  Observation,  so  Ew.  mir  communiciret,  dass 

2-+V-«-f2-v'-*  io 

“ quam  proxime  gleich  sey  — , ist  mir  ein- 

gefallen, dass  wenn  man  machen  wollte,  dass 
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^_2~,,v  ‘ — 0 

würde,  alsdann  p kleiner  als  3 und  grosser  als  2 seyn 
müsse,  Ich  gestehe,  dass  diese  limites  grosso  modo  angege- 
ben sind,  habe  aber  nicht  die  curiosite  sie  näher  zu  de- 
terminiren. 

In  dem  20,,,n  Briefe  part.  1.  von  Kolben  Beschreibung 
Capitis  bonae  spei  sind  einige  remarques  über  die  dortige 
Ebbe  und  Flutli,  welche  vielleicht  meritircn  von  Ew.  ge- 
lesen zu  werden.  Das  Buch  wird  ohne  Zweifel  auf  der 

Königl.  Bibliothöque  seyn 

Dass  Ew.  anjetzo  Ihre  Zeit  nach  Ihrem  eignen  Belieben 
anwenden  können,  gereichet  mir  zum  grossen  Vergnügen, 
und  ich  möchte  für  das  Aufnchnien  der  Wissenschaften  wün- 
schen, dass  Sie  jederzeit  in  solcher  Situation  verbleiben 
könnten 

Goldbach. 
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LETTRE  XXXIX 


Euler  Jt  Goldrach. 

SomwuhK  TMorimes  de  U thrforie  des  nnmlires 


Berlin  d.  ß Märe  1742 

Das»  kmn — m — I oder  kmn — m — n niemals 

ein  quadratnm  scyn  könne,  konnte  ich  bis  anjetzo  auch 
nicht  rigorose  demonslrircn , sondern  ich  hatte  solches  aus 
einem  theoremate  Fermatiano,  worin  behauptet  wird,  dass 
eine  summa  duorum  quadratorum  oa-\-bb  niemals  per  nu- 
merum  formae  kn — 1 divisibilis  sey,  hergeleitet.  Denn  hat 
dieses  theorema  seine  Richtigkeit,  so  ist  aa-f- 1 — l)in, 

da  ich  Ew.  signum  zu  um  eine  aequationem  impossibilem 
anzuzeigen,  gebrauche.  Dahero  ist  aa  uz  kmn  — m — 1 . F er- 

ner  kann  auch  unmöglich  ein  numerus  integer  seyn, 

oder  es  ist  °'a  zr:  i,  folglich  ist  auch  -I-  1 oder 

4n  — t D 4/i  — I 1 
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a“  oder  -’J1  " zxz  i.  Gleichfalls  kann  4-  n oder 

in  — i 4/2—1  in-  1 * 

6fc-t-4/»/x  . ct-f/i/i.  . . . »II 

— - — oder  ■ kein  numerus  integer  *eyn.  Und  wenn 

man  auf  solche  Art  fortgehet,  so  folget,  dass ziz  m 


und  also  aazszkmn  — ni  — n ",  welches  die  Gonsequenz  ist, 
so  Ew.  aus  diesem  theoremate  gezogen  haben.  Die  Rich- 
tigkeit davon  beruhet  also  auf  der  Wahrheit  dieses  theore- 
matis,  dass  eine  summa  duorum  quadratorum  aa-\-bb  un- 
möglich durch  kn  — 1 getheilt  werden  könne,  wenn  nicht 
aa  und  bb  ein  jedes  für  sich  durch  kn  — 1 divisibile  ist. 
Feh  habe  aber  erst  jetzo  hievon  nachfolgende  Demonstration 
gefunden: 


Prop.  t.  Haec  forma  ( a -|-  b)p  — ap — bf'  semper  est 
divisibiiis  per  p si  fuerit  p numerus  primus.  : 

Dem.  Evolvatur  potestas  (a  -|-  by  eritque 

(a  -I-  bf—  ap—  bp  = pj  ap- 1 b - ap%b%  + 

4.  JL<PJT*>  a'bP-*  -\-L-abP  ' cujus  expressionis  singuli  ter- 

mini  sunt  numeri  integri , singuli  ergo  erunt  divisihiles  per 
p siquidem  p sit  numerus  primus:  nam  si  p foret  numerus 
compositus,  fieri  possit,  ut  in  quodam  termino  factor  quis- 
piarn  ipsius  p per  factorem  denominatoris  tolleretur,  ille- 
que  terminus,  ac  proinde  tota  expressio  cessaret  per  p di- 
visibiiis esse.  Quocirca  si  p est  numerus  primus,  haec  ex- 
pressio (a  -1-  b)P  — up  — bp  semper  erit  divisibiiis  per 
p.Q.E.D.  * 


Coroll.  1.  Positis  ergo  azzzbzzzl  erit  2P — 2 divisibile 
per  numerum  primum  p,  ideoque  nisi  p sit  — 2 erit 
2P~ 1 — 1 per  p divisibile. 
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Coroll.  2.  Sit  a — 2,  6—1,  «*rit  — 1 divisibile 

per  p.  Gum  autcm  2/' — 2 sit  quoque  divisibile  per  p.'erit 
quoque  istarum  forniularum  summa  V — 3 divisibilis  per  p, 
ideoque  nisi  sit  p — 3,  erit  3^  1 1 per  p divisibile. 

Prop.  2.  Si  a p — a fuerit  divisibile  per  p erit  quoque 
— a—  1 per  p divisibile. 

Dem.  Si  in  propositione  1 ponatur  h — 1 , erit  («--f-  1)* 
— up  — 1 per  p divisibile.  Gum  uutein  per  bypothcsin  sit 
ap  — o per  p divisibile,  erit  quoque  suiinna  istarum  for- 
mularum  (<t  -J-  1)^  — o — 1 per  p divisibilis  Q.E.D 

Coroll.  I.  Gum  igitur  I p — f divisibile  sit  per  p,  erit 
quoque  2f‘  — 2 divisibile  per  p,  hincque  porro  progrediendo 
per  p divisibiles  erunt  istae  formulae  3^ — 3,  kp — V , 
5P  — 5,  etc. 

Coroll.  2.  Generaliter  ergo  per  numerum  primum  p di- 
visihilis  erit  ist;»  formula  n p — a quieunque  numerus  inte- 
ger loco  a ponatur.  Nisi  ergo  p sit  divisor  ipsius  a . erit 
quoque  ar  1 — 1 per  p divisibile. 

Coroll.  3.  Quoniam  simili  modo  bfl~'  — 1 per  numerum 
primum  p est  divisibile,  nisi  b sit  miiltiplum  ipsius  p, 
sequitur  fore  a'‘~' — bp~ 1 per  p divisibile.« 

Theorenia.  Summa  duorum  qnadraiorum  ««-f -bb  non 
est  divisibilis  per  numerum  primum  *mi — l . nisl  iitrumque 
quadratuni  seorsim  per  eundem  numerum  primum  sit  di- 
visibile. 

Demonstratio.  Quoniam  per  hyp.  neque  a neque  b divi- 
sibile est  per  kn — 1,  sequitur  haue  formulam  u*"~ * — b*"~ 1 
fore  per  kn  — 1 divisibilem,  unde  per  kn — 1 non  erit 
divisibilis  haee  forma  a*"~ 1 -f-  b*"~~ 1 neque  propterea  ullus 
ejus  faetor.  At  cum  kn  — 2 sit  numerus  impariter  par,  for- 
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mulae  a*"~*  -f-  b,n~t  factor  est  aa  -f-  bb:  quocirca  aa  -(-  bb 
per  numertim  primuni  Kn — 1 dividi  omnino  nequit.  Q.E.D. 

CoroU.  1.  Quoniam  si  Kn — 1 non  est  numerus  primus, 
divisorem  habet  neecssario  numerum  primuni  huju*  formae 
Kn — 1,  »equitur  tummam  diiorum  quadratorum  aa-\-bb 
per  nullum  numerum  hujus  formae  Kn — 1 sive  primum, 
sive  non  primum  dividi  posse. 

CoroU.  2.  Quodsi  ergo  summa  duorum  quadratorum 
aa-\-bb  habeat  divisorem,  is  erit  nccessario  numerus  for- 
mae hujus 

CoroU.  3.  Si  ergo  summa  duorum  quadratorum  aa^bb 
per  alium  numerum  dividi  nequit,  nisi  qui  ipse  sit  duorum 
quadratorum  summa  (quod  demonstrari  posse  confido)  se- 
quitur  omnem  numerum  primum  4n-|-l  in  duo  quadrata 
esse  resolubilem. 

Dass  Ew.  die  curiosite  gehabt  zu  untersuchen,  wann  diese 
Formul  2 1 T-f- 2 ~p* ~l  nihilo  aequalis  werden  könnte, 
hat  mir  Anlass  gegeben  anzumerken,  dass  solches  infmitis 
tnodis  geschehen  könne.  Der  erste  valor  pro  p ist,  wie  Ew. 
observirt,  zwischen  2 und  3,  nehmlich  p = 2,2661802t,  der 

wahre  valor  aber  ist  p — da  ist  71  = 3,14-159265  und 

/2  = 1 — — 7 + etc.  = 0,6931471805,  Alle  fol- 

iw* 

genden  valores  ipsins  p entspringen  aus  diesem,  indem  man 
diesen  mit  3,  5,  7,  9,  etc.  multiplicirt.  — — 

Euler. 
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LETTRE  XL. 


Euleh  ä Goldbach. 

Som  MAIRE  E est  cliarg«?  de  donncr  des  le^on»  de  m->(li^ni>itiqiieN  iux  prince»  de 
Wilrtcnibcrg.  Comete  de  1 742 


Berlin  d.  13  März  1742. 

— — Ich  habe  die  Ehre  gehabt  in  meinem  vorigen 
Schreiben  Ew.  zu  melden,  dass  die  Durchl.  Herzogin  von 
Würtenherg  mir  die  Information  in  der  Mathematic  und 
Physic  über  Dero  Prinzen  aufgetragen , womit  ich  schon  seit 
einigen  Wochen  eontinuire.  Weilen  ich  aber  allhier  noch 
keine  Vorgesetzte  habe,  und  diese  Occupation  ohne  Erlaub- 
nis nicht  wohl  über  nach  nehmen  konnte,  so  habe  des- 
wegen directe  an  Ihro  König!.  Majestät  nach  der  Armee  ge- 
schrieben und  vor  etlichen  Tagen  darauf  die  Allergnädigste 
Permission  durch  ein  Handschreiben  bekommen.  Von  aussen 
war  die  Adresse:  A mon  Projesseur  Euler  und  der  Inhalt 
war  folgender: 
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Aiant  vü  par  Votre  lettre  du  20  du  mois  passe  que  la 
Duchesse  de  Würtenbcrg  vous  demande  des  le^ons 
mathematiques  pour  les  princcs  de  Sa  maison,  Je 
vous  en  accorde  la  permission  avec  bien  du  plaisir, 
etant  au  reste  votre  bien  affcctionne  Roi  Federic. 

Zimtin  ce  1 mars  1743. 

Uebrigens  kann  ich  die  sonderbare  Capacität  des  Erb-Frin- 
zen  und  den  durchdringenden  Verstand  nicht  genugsam  be- 
wundern. Meine  Lection  ist  täglich  von  10  bis  11  Uhr,  da 

dann  die  Mess  angehet.  — 

Ew.  habe  das  letzte  Mal  meine  Demonstration  des  theore- 
matis,  dass  kmn  — m — n niemals  ein  quadratum  seyn  könne, 
zu  überschreiben  die  Ehre  gehabt.  Aus  derselben  folgen  noch 
viel  andere  artige  Speeulatiunen  in  dieser  Materie,  und  ich 
bin  versichert,  dass  Ew.  noch  viel  herrliche  Gonsequenzen 
daraus  hcrleitcn  werden.  Ich  habe  anjetzo  auch  eine  ganz 
andere  Methode  gefunden  die  siimmas  serieruni  potestatum 
reciproearum  zu  linden,  welche  sich  nicht  wie  die  erstcre 
auf  die  radices  intinitas  einer  aequationis  inlinitae  gründet, 
sondern  bloss  allein  aus  den  regulis  dilTcrentiationuin  und 
integrationum  fleusst,  wovon  das  nächste  Mal  ausführlicher 
zu  schreiben  willens  bin. 

Euler. 

P.  S.  Seit  acht  Tagen  hat  man  allhier  einen  Cometcn  wahr- 
genommen, erst  vorgestern  al>er  hat  man  Gelegenheit 
gefunden  denselben  auf  dem  Observatorio  zu  ohscr- 
viren.  Er  erschien  d.  1 1 ,e"  um  Mitternacht  in  ala 
boreali  Cygni,  so  dass  longitudo  war  12°  30'  und 
latitudo  borealis  71°.  Sechs  Stunden  hernach  schien 
er  beynahe  um  2°  in  conscquentia  fortgerückt  seyn. 
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woraus  ich  schliesse,  das*  dieser  Comet  nicht  weit 
von  seinem  Perihelio  scyn  müsse;  oh  er  aber  erst 
dahin  gehe,  oder  schon  daher  komme,  kann  aus  die- 
ser einigen  Observation  nicht  geschlossen  werden. 
Die  letztvergangene  Nacht  war  es  trüb,  dass  man 
nicht  observiren  konnte,  fm  übrigen  schien  der  nu- 
cleus  wie  eine  stella  Vae  inagnitudinis,  hatte  eine  co- 
mam  und  caudam  ungefähr  3°  lang  Was  hierüber  in 
Petersburg  entweder  ohserviret  worden  oder  noch 
wird  ohserviret  werden,  solches  ersuche  Ew.  gchor- 
samst  mir  zu  melden.  Sobald  man  hier  wird  mehrere 
und  accuratere  Observationen  machen  können,  werde 
ich  solche  gleich  der  Akademie  zu  uherschreibcn  die 
Ehre  haben. 
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LETTRE  XLI. 


Goldbach  ä Eclek. 

So  mm  Air.  L Rccherchcs  sur  le»  nombrcs  et  le»  quantitl»  a eaposans  inuginairc». 


St.  Petersburg  d.  tl  April  174tf 

Meine  Demonstration , da*»  wenn  kmn  — m — na  kein  nu- 

meru*  quadratu*  ist,  auch  bmn  — m — ft“+,xo’,  flicssct 

alsofort  aus  der  einigen  Supposition  m ~ Kp — n“,  denn 

hiedurch  wird  \n(kp  — n")  — Kp  zjz  %b% , quae  aequatio 

divisa  per  k,  dat  kpn — p — na  + tzx:bi,  so  dass  in  der 

Aequation  xaz — kpx  — p — a*,  wo  « ein  numerus  integer 

quicunque  ist,  x keinen  valorem  positivum  in  integris  haben 

kann.  Es  folget  auch  ferner,  dass  obgleich  p1  — p — e*  in- 

finitis  modis  ein  quadratum  in  integris  ist,  dennoeh 

p±'Xpt -P  ~ «*) 

1 

niemals  ein  numerus  integer  seyn  kann;  item  dass  die  zu- 
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erst  erwähnte  Fortnul  litm  — m — n"  keinen  mimerum 
triangulärem  gebe,  oder  dass  xa  — \px — p — ^ nie- 
mals eine  radicem  affirmativam  in  integris  haben  kann. 

Gegen  die  mir  communicirte  Demonstration,  wofür  ich 
Ew.  sehr  verbunden  bin,  finde  ich  nichts  zu  erinnern,  viel- 
leicht könnte  man  aber  generaliter  sagen,  dass  ( a-j-b)p — 
ap  — bp  allezeit  per  aliquem  divisorem  ipsius  p divisibile 
ist,  woraus  denn  als  ein  casus  particularis  folget,  dass  wenn 
p ein  numerus  primus  ist,  die  gedachte  Formul  per  ipsum 
numenim  p divisibilis  seyn  müsse  "). 

Bcy  Gelegenheit  dessen,  was  Ew.  von  der  Formul 

2pV-  i _ir2~pV~l  — Q 

schreiben,  habe  ich  observiret,  dass  wenn  n variabilis  ge- 
setzt wird,  alsdann  2npy,~  ‘ -|-  2 -”P^— } — 2 werde,  so 
oft  n ein  numerus  pariter  par  ist,  und  dass  sie  hingegen 
— — 2 werde,  so  oft  n ein  numerus  pariter  impar  ist,  und 
wenn  n ein  numerus  integer,  q aber  ein  numerus  quicun- 
que  rational»  aut  irrational»  ist,  so  wild  allezeit 
2 u."+y )pV—t  _|_  2~  (*n +9) pV—  * — 2 ipV—i.  _|_  2 —qpV—t 

Es  ist  meines  Erachtens  auch  remarquable,  dass  wenn  man 
p durch  diese  Aequation  determiniret  2/,‘/_  ‘ -j-  2" — 3, 
alsdann  2xpV  1 -f  2 xpV ~l  — wird 
r(l-t-y'S)*x+l  - (— t + r(t  + > 

L J |_  J 

so  oft  x ein  numerus  integer  ist. 

Nachdem  ich  diese  Observation  wieder  durchgclesen,  finde 
ich  dieselbe  von  keiner  Wichtigkeit;  man  darf  nur  setzen 

a — 3~"a^5>  so  ist  der  terminus  generalis. 

Goldbach. 

*)  Eincndandum  vid.  iufra.  G **)  V.  la  lettre  suivante. 
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LETTRE  XLII. 

Euler  k Goldbach. 

Som  MAIRE  Meine»  sujets. 

Berlin  <1  8 Mai  1743. 

— r — Die  Corollaria,  welche  Ew.  aus  meinem  theöre- 
mate,  dass  V m n — m — n kein  quadratum  seyn  könne,  her- 
geleitet, sind  sehr  merkwürdig  und  übertreffen  das  theo- 
rema  selbst  weit  an  Wichtigkeit.  Denn  dass  imn — m — n 
auch  kein  numerus  trigonalis  seyn  könnte,  hatte  ich  nicht 
wahrgenommen;  anjetzo  habe  aus  dieser  Anleitung  auch 
befunden,  dass  eben  diese  Formul  Vmn  - m — n auch  kein 
numerus  hcptagonalis  seyn  könne.  Uchcrhaupt  habe  gefun- 
den, dass  alle  Zahlen  welche  nicht  ~kmn  — m — n seyn 
können,  in  dieser  Formul  xx  -j- jy-j-y  enthalten  sind. 
Daher  diese  Expression  kmn  — m — n xx-\ -yy  *4-  y alle 

möglichen  Zahlen  geben  muss,  welches  theorema  einiger- 
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maassen  ähnlich  ist  dem  Fermatiano,  d;i*s  pp  -\-  qq-\-rr  ss 
alle  mögliche  Zahlen  hervorbringe.  I6h  habe  noch  viel  mehr 
dergleichen  theoremata , als  3oa  -j-  2bb  7cc  kann  niemals 
ein  quadratum  seyn-,  item  2aa  4~  6£A  4- 2(  ec  quadratnni 
esse  nequit  und  dergleichen.  Ich  habe  aber  noch  keine  der- 
gleichen formulam  finden  können,  in  welcher  K litterae  a 
se  invicem  non  pendentes  enthalten  wären. 

Dass  im  Ucbrigcn  meine  jüngst  überschickte  Demonstration 
bei  Ew.  Beifall  gefunden,  erfreuet  mich  sehr.  Dass  aber  diese 
Formul  (a  4-  b)p  — ap  — bp  auch  durch  p pder  einen  divi- 
sorem  des  p,  praeter  unitatem,  wenn  p kdn  numerus  pri- 
mus  ist,  divisibilis  seyn  sollte,  kann  durch  meine  Demon- 
stration nicht  nur  nicht  erwiesen  werden,  sondern  es  trifft 
auch  in  vielen  Fällen  nicht  zu.  Als  wenn  a — 1 et  b — 1 , 
et  p—  35,  so  lässt  sich  2**  — 2 weder  durch  5 noch  durch 
7 theilen. 

Wenn  generaliter  apy/~l-\-a  p^~ l — b,  so  ist 

a*pV-t  a -xpV-x  _ vyb-yy 


und  folglich,  wenn  2p^~l  -j-  2 py/  *~3,  so  wird 

+ 2-*^-»  = (*+/*)*  + (3-=^)*=  (2Tti)**  4- 


Somit  kommen  Ew.  Observationen  mit  meinem 


(-VT 

General-theoremate,  dass  a hpi  '4"a  *— 2 cos. Are .pla 

meistentheils  überein,  nur  dass  2“"  1 ^ 2 — i 

nicht  gleich  ist  2vp'/~l  4~2~ vpV—  • j wenn  nicht  entweder 
(2n q)pl2  oder  2npl2  gleich  ist  nm  denotante  I : n ra- 
tionem  diametri  ad  peripheriani. 


Euler. 


Digitized  by  Google 


125 


JL 

>r 


LETTRE  XLIII. 


Goldbacii  k Eulen. 

* * 


Siihu  uiie  Continiution  sur  les  meint'  sojeti.  ßeiu  ih^uremes  d’.inalyie 


• - 

Moscau  d.  7 Juui  11.  st  1742. 

Ohftgeachtet  ich  mich  in  meinem  vorigen  Briefe 

mit  der  partieula  vielleicht  precautionniret,  so  hätte  doch 
nicht  geglaubet,  dass  die  Formul  (a-\-by — ap  — bp  sich 
nicht  allezeit  durch  einen  von  den  divisoribus  numeri  p 
sollte  dividiren  lassen,  wenn  solches  nicht  durch  das  von 
Ew.  angeführte  exemple  deutlich  bestätiget  wurde. 

So  viel  ich  mich  erinnere,  hatte  ich  mir  in  meinem 
letzten  Briefe  die  Formul  2 'rp  1 2~  xf‘^~  » f posito 

2,,y ~ * 4-  2 ~pv  ~~  ‘ — 0,  als  applicata»  einer  curvae  scrpen- 
tiformis,  deren  abseissae  x sind,  vorgestellet , und  welche 
den  axem  so  oft  durchschneidet,  als  die  Formul  ~ 0 wird. 
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so  «lass,  wenn  die  forniula  ip*a  =2  ist,  die  applieata  ma- 
xima  unten  oder  oben  hcrauskommt,  folglich  unzählige  an- 
dere applieatac  unter  sieh  gleich  seyn  müssen;  nichts  desto 
weniger  ist  in  meiner  damaligen  Expression  ein  Fehler  ein- 
geschliehen,  den  Ew.  mit  Recht  angemerket  haben,  und  leicht 
verbessert  werden  kann,  indem  es  heissen  sollen,  dass  wenn 
q ein  numerus  quicunqoa  und  2/'v“‘  -f  — 0 ge- 

setzet  wird,  alsdann  posito  pro  n integro  quocunque,  seyn 
werde  , 

Ew.  haben  gefunden,  dass  alle  Zahlen,  so  nicht  knm— m— n 
seyn  können,  in  dieser  Formul  begriffen  sind  e-f -u%,  und 

ich  finde,  dass  alle  fcmn  — m — /f  zu  dieser  Formul  y*-f  y — x* 
gebracht  werden  können,  so  dass  eine  jede  gegebene  Zahl 
gleich  ist  p1-{-p±q*,  woselbst  p et  q numeros  integro« 
anzeigen,  oder  auch  eine  von  beiden  litteris  0 bedeuten 
kann;  woraus  zu  sehen  ist,  dass  eine  jede  Zahl  aus  einem 

V 

duplo  numeri  triangularis  ± numero  quadrato  bestehet. 
Weil  aber  auch  eine  jede  Zahl  gleich  ist  der  Formul 
a*  -j-  e2-|-  t»4-y*  +y  — **, 


9 J-j 

so  wird,  wenn  man  setzet  u ~ — j-  i , x~  — I , - 

— x1zrz*-f  z,  folglich  jedes  numeri  dati  dimidium 

n_ c1  -f  v -hr2  -j-j  -f  + z 

1 — 2 * 


id  est  trihus  trigonalihus. 


Dass  in  der  formula  polygonalium  — — — — » 

wenn  sie  gleich  werden  soll  kmn  — m — n,  p weder  5 ±2 
noch  5 ± 1 seyn  könne,  sondern  alle  trigonales,  tetrago- 
nales , hexagonales  und  heptagonales  ausgeschlossen  werden, 
folget  ex  iisdem  principiis. 
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Ich  halte  ca  nicht  für  undienlich,  daas  man  auch  dieje- 
nigen propoaitionea  anmerke,  welche  aehr  probabiles  aind, 
ohngeachtct  ea  an  einer  wirklichen  Demonstration  fehlet, 
denn  wenn  aie  auch  nacbmala  falsch  befunden  werden,  ao 
können  sie  doch  zu  Entdeckung  einer  neuen  Wahrheit  Ge- 
legenheit geben.  Des  Fermatii  Einfall,  dass  jeder  numerua 
2*"  ' -(-  1 eine  aeriem  numerorum  primorum  gebe,  kann 

zwar,  wie  Ew.  bereits  gezeiget  haben,  nicht  bestehen;  es 
wäre  aber  schon  was  Sonderliches,  wenn  diese  aeries  lauter 
numeros  unico  modo  in  duo  quadrata  divisibiles  gäbe.  Auf 
solche  W'eise  will  ich  auch  eine  conjecture  bazardiren:  dass 
jede  Zahl,  Welche  aus  zweyen  numcrla  primis  zusammen- 
gesetzt ist,  ein  aggregatum  ao  vieler  numerorum  primonim  , 
aey,  als  man  will  (die  unitatem  mit  dazu  gerechnet),  bis  auf 
die  congeriem  omnium  unitatum*);  zum  Exempel 


0+3 

k=zh  +1+2 


{2  + 3 
l + «+3 

1+1 +1+1 +1 


11  + 5 
1 + 2+3 

1 + 1 + 1 + 3 etc. 

1 + 1 + 1 + I + 2 

1+1 +1 +1 + 1 + 1 


*)  Nachdem  ich  dieses  wieder  durchgelesen,  finde  ich,  dass  sich  die  con- 
jecture in  sammo  rigore  deinonstrircn  hisset  in  casu  n-f-1,  si  successcril  in 
casu  n , et  n -j-  t dividi  possit  in  duos  numeros  primos.  Die  Demonstration 
ist  sehr  leicht.  Es  scheinet  wenigstens,  dass  eine  jede  Zahl,  die  grösser  ist 
als  1 , ein  aggregatum  trium  numerorum  primorum  sey.  G. 
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Hierauf  folgen  ein  Paar  obaervationes,  so  demonstrirct 
werden  können: 

Si  v sit  functio  ipsius  x ejuamodi,  ut  facta  v — c numero 
cuirunque,  determinari  possit  x per  c et  reliquaa  constantea 
in  fnnctione  cxpressaa,  poterit  etiam  determinari  valor  ip- 
aiua  * in  aequatione  — 1) (v  t)"”1. 


Note  marginale  d' Euler: 

l ciivisib.  per  vv  — v — 1 
addalur  (yv  — t> — 1)  (k  -J- 1)  " — 1 
v 1 — 1 divisib.  per  vv  — v — 1. 

Si'  con<  ipiatur  curva  cujua  abacisaa  sit  x,  applicata  vero 

. • Xn  • • 

sit  aumtna  senei  --^i  posita  n pro  exponente  terminorum 

X X*  X*  X* 

hoc  est,  applicata  = 7-jt  + j-j«  + “t“  “h  etc  * dico« 

»i  fuerit  abacisaa  — 

I C=(— i nain  al  haec  applicata  =/,  ) 

1 , applicatam  forc  — — < 3 4 V 

/erit  r = /» . \ 

V 4— x Note  marginale  d Luter  ) 


2 12 

3 2/2 

V vel  major  . . . intinitani. 


G o Id  bar  h. 


/'.  S.  Die  beiden  andern  forniulas  numerorum  non  qua- 
dratoruin,  deren  Ew.  Erwähnung  tliun , habe  ich 
noch  nicht  untersuchet,  ich  glaube  alter,  dass  selbige, 
wenn  man  setzet 
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a — hx-\-k,  b — Ix  m , c ~ nx  -f  p 

»ich  wohl  möchten  unter  nachfolgende  Formul  ran- 
giren  lassen,  allwo  f,  g,  y,  d numeri  integri  affir- 
mativi  sind 

(2/-  \y6)x'  + k(f-  2yd) (2g  - d*)x  + (2 g-d')' 
-ky*  -2/  -2g 

denn  diese  kann  niemals  ein  quadratum  geben 

Positis  m et  p numeris  integri»  affirmativis,  hacc 

• p (ftp -m-)- 3)  . . c • 

expressio  — - — = — ^ — - — non  potest  neri  numerus 

integer. 


l'orr  math  rf  /*Ay»  7 / 


y 
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LETTRE  XLIV 


Euler  ä G o l d b a r.  11 

Sommairf..  Travaui  d’ Euler.  Sommalion  de«  s^rie»  des  puiuame«  r*ci|>rixjue«. 
Foritiule*  a eipOMlli  Iiuaginnircs.  Hcrherrhes  sur  Ics  noniltrcs  cl  «liviseurs 
Nur  Ics  deui  thtforferoe*  de  la  lettre  prdn'dcntc. 


Berlin  d.  SO  Juni  17*12 

— — Ich  werde  nun  bald  wieder  eine  Dissertation  nach 
Paris  schicken  Sur  la  meilleure  maniöre  d'observer  l incli- 
naison  de  l’aiguille  aimantce,  und  da  ich  bei  dieser  Gele- 
genheit auf  die  theoriam  inagnetis  meditirt,  so  habe  ich 
endlich  ein  sehr  simples  und  den  legibus  natura e gemässes 
systema  gefunden,  wodurch  ich  alle  proprictates  und  pliae- 
nomena  magnetis  et  ferri  auf  eine  sehr  leichte  und  deut- 
liche Art  erklären  kann,  über  welche  Materie  ich  künftiges 
Jahr  eine  pifcee  nach  Paris  senden  werde. 

Letztens  habe  ich  wiederum  eine  pitce  nach  Petersburg 
de  os<  illationibus  pcndulorum  flexihilium  geschickt  , und 
nächstens  wird  hier  der  V tomus  Misrellaneortim  zum  Vor- 
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schein  kommen,  darin  ich  eine  ziemliche  Anzahl  Piöcen  ge- 
geben. Einige  davon  handeln  von  einer  neuen  Art  die  sum- 
mas  sorienim  potestatum  reciprocarum  zu  finden.  Erstlich  habe 
ich  eine  Methode  gegeben  alle  forinulas  differentiales  rationales 
zu  integriren,  da  dann  das  integrale,  wenn  dasselbe  nicht 
algehraicum  ist,  entweder  a logarithmis,  oder  a quadratura 
circuli,  oder  von  beiden  zugleich  dependiret.  Hieraus  habe 

jtn  — 1 xn  — m — 1 

ich  das  integrale  dieser  Formul  J — - dx  gene- 

raliter exprimirt  und  dabei  gefunden,  dass  wenn  man  setzt 
x—V,  alsdann  im  intcgrali  sich  die  membra  logarithmica 
destruiren,  und  nur  diejenigen,  so  a quadratura  circuli 
dependiren,  übrigbleiben,  welche  zusainmengcnommen  end- 

m 

TI  ros  — 71 

lioh  auf  diese  Expression  reducirt  werden.  Hierauf 

n sin  — 7i 
n 

- xm—  1 _ x fl  — m — I 

habe  ich  die  Formul  / ■_  dx  per  seriös  inte- 

grirt,  modo  ordinario , und  nachdem  ich  x~\  gesetzet, 
diese  Aequation  gefunden 


m 


n ros — n 

n 


. m 

n sin  — n 

n 


i J , _1 1 

m n — m rn  ln  — m 

etc. 


1 


alwo  1 : n rationem  diametri  ad  peripheriam  bedeutet,  und 
folglich  posito  radio,  seu  sinu  toto  ~ 1,  die  halbe  peripheria 
oder  der  areus  180°  durch  n angedeutet  wird;  und  also 

wird  — n ein  areus  determinatus,  davon  man  den  sinum  und 

n 

cosinum  anzeigen  kann.  Nun  setze  ich  ~zz  x,  so  kommt 

c n 

diese  series  heraus 

«rc<>sir.r__  1 t t I , 1 1 . 

simr.r  * 1 — r 1 + x 1 — x ' S-px-  3 — r ' 
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Setzt  man  x — ^-t  so  wird  r>  x — 4-5°  und  cos  nx~-^> 
4 v 2 

1 4 4 4 4 4 

et  sin  nx—  und  folglich  n = — — y+y— y+y—  etc- 

Hieraus  kann  man  aber  per  diüerentiationem  auf  höhere  po- 
testates  kommen,  denn  sumto  x variabili,  ist  d . cos  nx~ 
— ndx  sin  nx  und  d . sin  jra;  — ndx  cos  jtx;  dahero  wird 

" , ircosff* — irndx(sin  irx")* — rr  n d x (cos  n x)1 — trrrdx 

sin  ttx  (sin  jrx)2  (sin  ,tx)3 

ob  (sin  jr*)1  -f-  (cos  7r  J?)1  :=:  f,  nempe  quadrato  radii.  Also 
wenn  die  series  auch  differentiirt  wird,  so  kommt 


— nrcdx — dx 

(sin  n x)* " 


dx 

'(!-*)* 


dx 


dx 


xx  ( 1 — x)*  (l-h-r)* 

und  durch  — dx  dividirt 

t > i 


dx 


(2-t)*  cm-x) 


4 - etc  , 


rrrr  1 

x x (A 


(suur)1“  » ' (1-x)3  ~r(l-|-x)I-'-(2-.r)*-t-(2  + j:) 


-2  4 Cte. 


Setzt  man  x~  weil  sin-^-jr  — 4-,  so  w ird 

27i7r:=y — ■+  ^ + etc.  oder  — — + 

Man  kann  aber  auch  weiter  differentiiren,  und  solchergestalt 
ad  summas  quarumque  potestatum  gelangen,  denn  es  wird 


d • 


— 2>r  3 dxens  n x — 1f/x 


(sin  n a*)8 


(sin  n x)2 
und  folglich 

«3coäJrx  1 

(sinjrx)3  x: 

Sit  x~-^->  erit  27t8  — *4 


Idx 


(1  - x)3 


Idx 

(l-J-.t) 


,.\3  + etc. 


_J | 1 

(»-*;*  ^ Ci  + c)3 


4 


64  64 


(2-x)3  T (i-fx  3 
64 


— etc. 


1 3»  ~r  Ä2  — Y3  + etc-  Solcher- 

gestalt finde  ich  also  die  summas  oninium  potestatum  und 
noch  viel  generaler  als  durch  die  vorhergebrauchte  Methode, 
weil  ich  hier  loco  x quameunque  fraetkmem  substituiren 
kann.  Diese  Methode  habe  ich  dem  Hn.  Nicolao  Bernoulli 
nach  ßitsel  geschrieben  und  erwarte  darüber  noch  seine 
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Meinung*).  Ich  erinnere  mich  aber,  das»  Ew.  schon  vormals 

angemerkt  haben,  dass  wenn  man  die  Summ  von  dieser 

Serie  wisse  — ^ )-  . — | 4 1-  etc.,  man  daraus  per 

a-j-oar  ‘ b- \-fix  c+7*  1 ’ * 

dilTerentiationem  die  Summ  von  dieser  linden  könne 

an  — l «n—  1 *n  — l 

; — j Tö  ,,  ,-T-cs  4-  r-1 s4-  etc.,  wovon  meine  summatio 

(a-f-n.r)'»  1 (b+ßx)n  1 (c+r-r;"  ' 

hier  ein  casus  ist. 


Generaliter  ist  2p^~x-\-2  p^~  ‘ — 2 cos  A .p/2.  Wenn 
also  2/,v  -j-  %~py  — 1 soll  — 0 seyn,  so  muss  p/2  einem 

solchen  arcui  circuli  gleich  seyn , dessen  Cosinus  ~ 0.  Diese 
Eigenschaft  aber  haben  alle  arcus  in  hac  formula  contenti 
Und  folglich  w ird  p “ • Dahero  posito  p~ 

<±L±.^  oder  — 0,  so  wird  VpV  * +2 -Tpy~x  ~ 

2 cos  A.xpl.2  — 2 cos  A • . Wenn  also  seyn  soll 

21PV- 1 _j_  — 2rpy,~l  2~rp^~x , 


(•i/1  + \)qn 


so  muss 

. (2«  4-  I )rrt  , 

“cos  A • — • Die  cosinus  aber  von 


cos  A 2 - 2 

zvveyen  verschiedenen  arculnis  sind  einander  gleich,  wenn 
entweder  die  summa  oder  diflferentia  areuum  gleich  ist  ei- 
nem multiple  von  der  ganzen  Peripherie  2 n.  Dahero  wird 
(Tn-piJ^T  — 2 mn  und  folglich  q ± r — *™— » 

2*2  07  2n-J-i 

so  dass  seyn  wird 

gl * _j_  g (*"4-T—  v)p^~ i=^2ip*/— * .|_2 — y/n7— 
worin  alles  dasjenige  enthalten  ist,  was  Ew.  von  dieser  Ma- 


terie mir  übersebrieben  haben. 

Nicht  nur  alle  Zahlen  , welche  diese  Formul  \ mn  — 
m — n gibt,  sind  enthalten  in  jy-(-y  — xx,  sondern  gar 
alle  mögliche  Zahlen  , welche  sowohl  in  k mn  — m — n, 
als  nicht  darin  begriffen  sind,  und  also  ist  independenter 


*)  Voir«’  la  i leltie  de  Nie  Bernoulli  dans  le  2''»e  volunie. 
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von  dieaem  theoremate  eine  jede  Zahl  in  dieser  Formul 
uu  — f-  w — v -\-yy  -+-/  — ocx  enthalten.  Hieraus  lässt  sieh 
aber  nichts  ad  resolutionern  nttmeri  cujusque  in  numeros 
trigonales  vel  quadratos  schliessen,  und  da  ein  jeder  Buch- 
stab u , v,  y und  x eine  jegliche  Zahl  andentet,  so  kann 

man  nicht  für  u,  -(-  1,  noch  für  x,  — — 1 setzen. 


weilen  diese  formulae  ± I nicht  mehr  alle  möglichen 

Zahlen  geben,  welche  doch  durch  u und  x angedeutet  wer- 
den. Denn  da  eine  jede  Zahl  sogar  in  dieser  Formul  uu  — xx 
enthalten  ist,  so  musste,  kraft  dieser  Substitution,  auch  eine 
jede  Zahl  in  dieser  zz~ r enthalten,  und  also  ein  nuiuerus 
trigonalis  seyn. 


Wenn  alle  in  dieser  (ormula  2*  -fl  enthaltenen 
Zahlen  nur  unico  modo  in  duo  quadrata  divisihilcs  wären, 
so  müssten  auch  alle  diese  Zahlen  nothwendig  numeri  pnmi 
seyn,  welches  aber  nicht  ist.  Denn  alle  diese  Zahlen  sind 
in  dieser  formida  imf  I enthalten , welche  so  oft  sie  ein 
numerus  primus  ist,  unfehlbar  in  duo  quadrata,  hoeque  unico 
modo,  resolviret  werden  kann.  So  oft  aber  fcm-t-1  kein 
numerus  primus  ist,  so  ist  dieselbe  Zahl  entweder  gar  nicht 
resolubilis  in  duo  quadrata  oder  pluribus  uno  modis.  Dass 
aber  2®*  -f  I , welche  Zahl  kein  numerus  primus  ist,  zum 
wenigsten  duobus  modis  in  duo  quadrata  divisibilis  sev, 
kann  ich  also  zeigen:  1.  Wenn  a und  b in  duo  quadrata 

rcsoluhiles  sind,  so  wird  auch  das  Product  ab  in  duo  qua- 
drata resolubile  seyn;  2.  Si  productum  ab  et  alter  factor  a 
fucrint  numeri  in  duo  quadrata  resolubile«,  tum  qiioque 
alter  factor  b in  duo  quadrata  erit  resolubilis.  Diese  theo- 
remata  können  rigidissime  demnnstriret  werden.  Nun  ist 
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2n  -j-  I,  welch«  Zahl  in  duo  quadrata  est  rcsolubilis,  nempe 
2**  cl  1 , divisibilis  per  64-1  ~ 25*  -j-  4-*.  Dahero  der  andere 
factor,  den  ich  brevi tätig  gratia  b nennen  will,  gewiss  auch 
eine  gununa  duoruin  quadratorum.  Sit  b — pp  -( -qq,  ita  ut 
git  2“ 4- 1 — (25*4-  + <](])>  erit  2J*-{-  * — (25 p — ^ 7)*  -|- 

(25<7  — 4p)*  et  ghnal  2**-{-l~(25p — bq)' (25q -4p)* 
und  fulglich  zum  weniggten  duohug  niodig  eine  summa  duo- 
rum  quadratorum.  Hieraus  kann  man  nun  die  resolutionein 
duplicem  a priori  finden.  Denn  es  wird  p zzi  2556  et  q ~ 4-09 
und  folglich  23*  1 = 65536*  -f  tl  = 62264*  -f  20449*. 

Dass  eine  jegliche  Zahl,  welche  in  zwey  numerog  primos 
resoluhilis  ist,  zugleich  in  quot,  quis  volucrit,  numerog 
primos  zertbeilt  werden  könne,  kann  aus  einer  Observation, 
so  Ew.  vormals  mit  mir  communicirt  haben,  dass  nehmlich 
ein  jeder  numerus  par  eine  summa  duorum  numerorum 
primorum  sey,  illustrirt  und  eontirmirt  werden.  Denn,  ist 
der  numerus  propositus  n par,  go  ist  er  eine  summa  duo- 
rum numerorum  priinorum,  und  da  n — 2 auch  eine  summa 
duorum  numerorum  primorum  ist,  so  ist  n auch  eine  summa 
trium,  und  auch  quatuor  u.  s.  f.  Ist  aber  n ein  numerus 
impar,  so  ist  derselbe  gewiss  eine  summa  trium  numerorum 
primorum,  weil  n— I eine  summa  duorum  ist,  und  kann 
folglich  auch  in  quotvis  plures  resolvirt  werden.  Dass  aller 
ein  jeder  numerus  par  eine  summa  duorum  primorum  sey, 
halte  ich  für  ein  ganz  gewisses  theorema,  ungeachtet  ich 
dasselbe  nicht  demonstriren  kann. — Dass 

m 

nimmer  ein  numerus  integer  werden  könne,  erhellet  daher, 
weilen  wenn  man  diese  Formul  einem  numero  integro 
n gleich  setzt,  herauskommt  p ~ mn  ± ]/  (kinn — 1);  es 
kann  aber  4/nn — 1 kein  quadratum  seyn. 
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Ew.  theorema,  dass  wenn  man  ex  aequatione  v zzz  c, 
existente  v functione  quapiam  ipsius  x,  die  radicem  x fin- 
den kann,  man  auch  ex  hac  aequatione 

v*n+lz=.{2v  f 1)  (o  + !)"-• 

den  valorem  ipsius  * bestimmen  könne,  — hat  mich  zu 
ergründen  viel  Mühe  gekostet,  bis  ich  endlich  gemerket, 
dass  diese  Aequation  o*"  + 1 — (2o  -f  1) (t> -f- i)"~ 1 — 0 di- 
visibilis  sey  per  vv  — v — 1.  Denn  es  ist 

v2n  + l _ (2v  _|_  1)  ((,  t)  — * — _ (V  -f-  1 )")  + 

U 1)  (v  _|_  f)«— ‘ 

und  v*n — (v  -)-  1)"  ist  durch  vv — (t>  i)  divisibilis.  Quic- 
quid  ergo  sit  n,  acquationi  o1”’4’1  — (2o  1)  _|_  i)"— 1 

satisfacit  vv  zz  v i , und  ist  also  v zz  aus  welcher 

Aequation  man  per  hypothesin  die  radicem  x finden  kann. 

Si  concipiatur  curva,  cujus  abscissa  posita  —X,  applicata  sit 
y—  + + etr-  erit  generaliter yzzl~, 

und  folglich  ist  die  curva  eine  logarithmica,  darin  die  appli- 
cata zum  asymtoto  wird,  wenn  xzz  b.  Es  sey  (Fig.  6)  VCB  eine 
logarithmica  ordinaria  asymtoton  Italiens  VD , deren  subtan- 
gens  constans  ATzzi.  Capiatur  applicata  ACzz  1,  et  ducta 
alia  quacunque  PM,  positisque  APzzt,  et  PM  — u , erit 
Izzzlu,  seu  udlzzdu.  Jam  ducatur  applicata  D B zz  k A Czz  b, 
erit  ADzzlb , et  ducta  MQ,  fiet  BQzz  x et  QMzzy  pro 
casu  proposito.  Erit  enint  APzzlzzlb — ycX.PM-zz.u~h, — x, 
unde  ob  l zzz  lu  erit  Ib  — y zzz  l(b  — a:)  et  y ~l  • 
Sonsten  haben  Ew.  pro  summa  seriei  ipsi  y aequalis  casu 
x~  t geschrieben-^-»  da  diese  Summ  ist 

Euler. 
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LETTRE  XLV. 


Goldbacu  ä Euleh. 

Summa  IRL.  Kur  un  p»M.igc  des  oeuvrcs  de  Wallis,  rclaiil  au  derhifirement. 
iWponsc  a la  lettre  pr&4<denle.  Considdratiuns  sur  la  soraination  des  series. 
Thöorenie  de  ^onWtrie. 


Moscau  d.  30.  Juli  n.  St.  17*13. 


Mi  h gratulire  Ew.  zu  der  bevorstehenden  perpetuellcn  Pension 
aus  Paris,  denn  es  scheinet  je  länger  je  mehr,  dass  Ew.  die 
dortige  Academie  des  Sciences  sich  bey  Austheilung  der  Preise 
gänzlich  tributaire  machen  werden  .... 

Ich  erinnere  mich  in  den  von  Wallisio  dcchifrirten  Brie- 
fen einige  Stellen  angemerket  zu  haben,  die  einer  andern 
Interpretation  bedürfen,  wie  es  Ew.,  wenn  sic  nachfolgende 
remarques  mit  den  Briefen  selbst  conferiren  wollen,  ohne 
Zweifel  befinden  werden.  Tom.  III  Op.  p.  666  lin.  fc  hatte 
in  dem  Briefe  gestanden  125.  fcfc.  24.  123.68.28.  Er  setzet 


anstatt  2 V die  Zahl  26  und  lieset 


125.  U.  26.  123.  68.  28, 
co  n d ui  st  v. 
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welche»  kein  französische»  Wort  ist,  da  doch  vielmehr  von 
dem  Copisten  die  zwei  Zahlen  kO  lind  20,  oder  die  eine 
3^8  ausgelassen  worden  und  das  ganze  Wort  heissen  soll 
Conclaviste.  Lin.  10  ibid.  setzet  er  für  128  die  Zahl  138 
und  interpretiret  sie  Hongrois\  es  ist  aber  viel  wahrschein- 
licher dass  128  recht  geschrieben  und  komme  heisst.  Auch 
ist  nicht  zu  sehen,  warum  pag.  GC5  lin.  7 von  unten,  die 
Zahl  380,  welche  er  gar  nicht  in  den  clavem  gesctzet,  pall 
heissen  soll,  da  dieselbe  vielmehr  paye  bedeuten  wird.  Die 
Zahl  136,  welche  er  gar  nicht  interpretirt,  soll  vermuthlich 
heissen  Dame.  Dessen  ohngeachtet  halte  ich  die  von  Wallisio 
bewerkstelligte  Dechifrirung  vor  einen  grossen  effort  de  l’es- 
prit  huniain.  Er  gestehet  aber  aufrichtig,  dass  ihm  unter- 
schiedene chifrirte  Briefe  in  die  Hände  gekommen,  daraus 
er  nichts  linden  können. 

Ich  sehe  wohl,  dass  bey  meinen  Briefen  allezeit  die  Er- 
innerung nöthig  ist:  Omnia  probate,  weil  es  mehrentheils 
an  gehöriger  Attention  fehlet;  indessen  wird  es  mir  doch 
lieb  scyn,  wenn  nur  Etwas  darin  enthalten  ist,  so  Ew.  Ap- 
probation meritiret.  An  die  Observation,  welche  Sie  nur 
schon  längst  communiciret,  dass  die  numeri  km  -(-  1 nur 
auf  cinerley  Art  in  zwey  quadrata  getheilt  werden  können, 
halte  ich  damals,  als  ich  den  letzten  Brief  geschrieben,  nicht 
gedacht.  Dass  alle  Zahlen  in  der  formula  y*  -(-y  — a:*  be- 
griffen sind,  ist  gewiss;  doch  hätte  dieses  meiner  damaligen 
Intention  nichts  gehindert,  wenn  nur  die  suppositiones 

| Und  — 1 aus  zulänglichen  Gründen 

wären  hergcleitet  worden.  Denn  wie  es  in  dieser  Proposition : 
Quilihct  numerus  esl  aequalis  tribus  trigonalihus  uni  affir- 
mativo  et  duobus  negativis.  darauf  nicht  ankommt , dass  in 
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den  tribus  formulis 


*2+*-.r*— r-*1  — * 


f x,  y und  z alle 


nur  mögliche  Zahlen  bedeuten , sondern  vor  x auch  gar 
wohl  gesetzt  werden  kann  2 a1 , wenn  man  nur  erweiset, 
dass  diese  adhibita  suhstitutio  dem  numero  cuiciinque  dato, 
so  aus  der  ganzen  erwähnten  Formul  herauskommen  soll, 
nicht  hinderlich  ist,  so  würde  es  auch  mit  dem  casu,  dass 
jeder  numerus  aus  trilius  trigonalibus  bestehet,  eine  gleiche 

ßewandniss  haben,  wenn  die  suppositio  x — -f-  1 gnug- 

sam  gegründet  wäre. 


Bald  nachdem  ich  meinen  Brief  geschrieben  hatte,  sähe 
ich,  dass  die  Observation  numcro  jn_ 

m 

tegro  von  keiner  Erheblichkeit  ist.  Vielleicht  sind  diese 
etwas  besser:  1 -(-  16a*-(-  16 U1  nunquain  habet  radicem 

hujus  formac  in — 1,  sed  semper  hujus  4-n-f  I.  Numerus 
hx*  -)-  I in  unieo  casu  est  primus,  si  ®~1. 

Gleich  wie  es  aber  series  numerorum  gibt,  welche  ent- 
weder nicht  können  durch  in — 1 dividiret  werden,  oder 
gar  numeri  primi  sind,  so  wären  auch  dergleichen  series 
von  Zahlen  zu  suchen,  die  entweder  numeri  primi  sind, 
oder  durch  in  -)-  1 nicht  können  dividiret  werden,  oder 
wenigstens  den  divisorem  minimum  niemals  hujus  formae 
in  -j~  i haben;  denn  so  oft  es  sich  träfe,  dass  ein  terininus 
ejus  scriei  gleich  würde  ä1  I , könnte  man  demonstriren, 
dass  es  ein  numerus  primus  sey.  In  der  seric  nuineroriim 
trigonalium  unitate  auctorum  sind  gewiss  sehr  wenige  Casus, 
da  der  divisor  minimus  ad  hanc  formain  in  -)-  1 gehöret. 
Einer  von  diesen  casibus  ereignet  sich,  wenn  der  exponens 
termini  ist  252,  und  der  numerus  trigonalis  unitate  anctus 
aus  den  factoribus  29  und  iOl  bestehet.  Wenn  man  aber 
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dergleichen  Casus,  in  quibus  divisor  minimus  est  hujus  for- 
niae  hn  -f-  I durch  eine  generale  Exception  aussi  liliessen 
könnte,  so  wären  alle  termini  hujiis  formae  a*-|-  I,  in  so- 
fern sie  in  selbiger  Exception  nicht  begriffen  sind,  numeri 
primi. 

Was  ich  von  v'"  + t — (2e  1)  [v  •+•  t)"—  1 geschrieben 

hatte  war  hlos  ex  consideratione  numeri  1 5 hergenom- 

men, ohne  zu  vermuthen,  dass  die  acquatio  dividirt  werden 
könnte,  welches  doch,  wie  ich  jetzo  sehe,  in  dergleichen 
Fällen  unumgänglich  nöthig  ist. 


So  viel  ich  mich  erinnere,  ist  mir  niemals  eine  Methode 

i . l | l 

c+7* 


etc.  inveniendi 


data  summa  seriei  ‘ 

a-f-ax  1 o-\-ßx 

summam  “H  (c  + jxy  ctc'  bekannt  ße' 

wesen,  ausser  in  dem  Fall,  da  summa  prioris  seriei  aus 
einer  bekannten  functione  ipsius  x bestehet;  solchergestalt 
wird  auch  dato  ax  ßx2  -)-  yx*  -|-  <fx*  etc.  summahili, 
die  series  ax  -j-  2"ßx2  -f-  3 "yxs  k"  öx*  etc.  summahilis; 
welches  aber  nichts  sonderliches  ist,  da  hingegen  die  grösste 
Schwierigkeit  darin  bestehet,  dass  man  in  Ermangelung  ei- 
ner solchen  functionis  finitae  ipsius  x,  eine  expressionein 
aeqnivalentem  suhstituiren  und  selbige  hernach  immer  wei- 
ter differentiiren  könne,  wie  Ew.  es  mit  den  sinibus  areuum 
circuli  gemachet.  Indessen  will  ich  doch  ein  theorema  biehcr 
setzen,  so  mir  nur  seil  einigen  Tagen  eingefallen:  Sint  tres 
series:  A . . . o b c -j-  d -j-  etc.,  D . . . ab  -J-  (a  4-  b) c -j- 


(a  -+■  b -j-  c)d  4-  etc.,  C 


b1  -f-  c1  -|-  d*  4-  etc.,  dico 


e^sc  Bzz  1 - — f unde  sequitur  cognitis  summis  duarum  se- 
nerum  ex  his  tribus,  dari  etiam  summam  tertiae  seriei,  et 
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cognita  summa  unius  seriei , dari  etiam  rationein,  quam 
alterutra  series  rcliquaruin  habet  ad  alteram.  Sit  ex  gr. 


l , _ 1 _ 

a — — > b — — 9 c 

m mz 


4 etc.  erit  B — ...»  Sit 

n3  (m-f-  1)  (jn  — 1)* 


a — I , b~  y » c zz.  — y » d~ — y (signis  post  binos  quos- 
que  terminos  alternantibus)  erit  series  Bzz  0.  Si  ponatur 

(* — £)& +(i  — etc-  =/*•"»  ubi  71 = 

eircumferentiae  eirculi  cujus  diameter  1,  erityfunctio  ejus- 
modi  ipsius  n,  quae  posito  n ~ 1 fiat  — ^ n > ubi  p — 12. 

Si  vero  n ponatur  numerus  integer  major  unitate , tota 
funrtio  fiat  numerus  rationalis , propterea  quod  in  illa 
functione  his  casibus  quantitates  numeris  p et  n affectae  sese 
destruunt.  Hiebey  habe  ich  observiret,  dass  I -f-  p2  — fere. 

Ich  möchte  wohl  wissen,  ob  Ew.  die  summas  nachfol- 
gender serieruin  — j—  (<*  —J—  A)- c*— f-  («  — |— A— 1— c)  e/*— J—  etc.  und 
nV»-|-(<i*-j-  b1)c-\-  (o*-|-6l-^-c*)rf-|-etc.,  wenn  « — 1,  b—  — 
c~~}  d — — oder  a c-j-  etc.  —12  per  logarithmos 
et  quadraturam  eirculi  exprimiren  können? 


Neulich  fand  ich  einen  Zettel,  darauf  von  meiner  Hand, 
vermuthlich  schon  vor  einigen  Jahren,  geschrieben  war: 
Seriei  1 -(-  21’  -f-  3^  -)-  \p  -j-  etc.  summa  ad  datum  terminuni 
x est: 

* -j-  2P  (x  — 1 ) -|-  ( 3;'  — 2P)  (x — 1 ) ( — y- ) + 

{^p  — 2 . 3^  — j—  2P)  (x  — 1 ) (— y-)  (— y— ) -+- 

(5P  _ 3 . v + 3.3"  - 2?)  (x  - I)  p=2)  (~)  (^)  + «*0. 

quae  series  abrumpitur  si  p sit  numerus  integer  affirmativus, 
nec  plures  eontinet  terminos  quam  p - \~  2 continet  unitalcs. 
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Auf  einem  andern  Zettel  fand  ich  Folgendes:  Ex  bis 
formulis 
I.  u” 

II.  »«"+>  — (n+  \)u” 

m.  — (2n*  -j-  2n  — I)  m"+‘  -|-  (n  4 1)»«" 

IV.  nsM”'+  *— (3n*-t-3n*  — 3n+  n5+Gu*— ^)m"  + 1 

-(n+l)1«", 

quac  in  infinitum  continuari  posaunt  ea  lege,  ut  si  antece- 
dens fucrit 

nPun+P  -f-  aun+P~ 1 -|-  ßun+r~%  -f  -f  clr. , 

sequens  (iat 

np+ 1 u"~*~,,+  t — nP{n  + p -fl  )«"+/•  — a(n  f p)  «"+*’-  1 
-4-«(n-|-l)  • 4/*(«  — 2j 


— (n -f  p — 1 etr. 

+ r (n  — 3)  4 etc. 

Sumatur  formula  quaceunquc  A et  in  casu  particulari,  ubi 
fit  n — 0,  eadem  formula  ponatur  ~li,  dico  ---'/  f esse 

summatrieem  seriei  1 f 2''«  + 3f  a1  + W'  us  .. . 4 nf>  u"~ \ 
Sit  exempli  causa  p — 1,  erit  A — nun  + i — (nf  t)a",  et 
in  casu  particulari,  ubi  u ~ 0 , transit  A in  — 1 — D,  qua- 
propter 

A—R  nn"+I  — (n-f-1 1 , . 0 i o » I «.  * l «- 1 

; — -i— >-■-  ' — — =l+2«f  3«*f  Ku*...-\-nu” 

(u— 1)*  (“  — t)  1 

Sonst  habe  ich  auch  bemerket,  dass  die  summa  seriei 

l .4  21"  4-  31”  4-  k*”  4 etc.  gleich  sey 

i *-  (x 4- 1 )-  - ^ «— * (»4  4 

x"-'(x  4 1)"-»  — etc., 
oder  (posito  y~x[x-\-  1))  erit  summa tr ix 


Digitized  by  Google 


143 


ubi  a,  b,  etc.  determinantur  hoc  modo: 

(n  — I)  a n (n  — I)  (n  — 2)  ~ 0 

/_  i.  I «(n  — 1)(n— 2)(n  — 3)  | n(n—  n(«  — 2)(n— 3)(n  — 4)_ 

O t äTäXs 

i Ä(n  — 2!(n— 3i(n  — 4)  , «(«  — !)(«— 2)(/i  — 3)(/i— 4)(*— ft) 

~ 0 "i  n 1 Tm 

j «("  — 00  — 2)(n  — 3)(«  — '«)(«  — ■*»)(«—  6) 

' 2.3.U.6.1  — U- 

Sollt«*  auch  hierin  etwa»  verschrieben  seyn,  »o  kann  ich  e» 
doch  gleich  rectificiren , wie  denn  auch  dasjenige,  was  jetzo 
von  den  exponentibus  paribus  gesagt  worden,  auf  alle  cx- 
ponentes  in  genere  zu  extendircn  nicht  schwer  seyn  würde. 

In  den  coinpendiis  geometricis,  wo  das  thcorema  Pytha- 
goricum  demonstriret  wird,  sollte  man  billig  solches  auch 
von  allen  figuris  sirnilibus  dcmonstriren , woraus  denn  dieses 
corollariuin  folget:  Si  (Fig.  7)  triangulum  rectangulum  ABC 
tangatur  a curva  quacunque  AFBGC  in  tribus  punctis  A,  B,  C, 
et  super  hasibus  4 B et  BC  describantur  curvae  ADA,  BKC, 
ipsi  curvae  ABC  per  oinnia  simile»,  nec  sese  in  aliis  punctis, 
praeter  A,  B,  C intersccantes,  fore  (deductis  segmentis  can- 
ccllatis  AFB,  BGC)  reliquas  quasi-lunulas  ADBF BECG 
~ A ABC,  quae  quasi-lunulac  in  lunulas  veras  transibunt, 
si  curva  ABC  fuerit  s«*micirculus. 

Goldbach. 
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Euler  ä Goldbach. 

So m maire.  PJeecs  dr  concours  au*  prix  des  acadlraies  de  Paris  et  de  Dijon.  Re« 
rherrhes  siir  les  nombres  et  les  diviseurs.  Considlratioiis  ull^rieurcs  sur 
les  s^ries. 


Berlin  d.  28.  \ugust  1742. 

I)  ass  Ew.  mir  einen  beständigen  Tribut  von  der  Akademie 
zu  Paris  prophezeien , erkenne  ich  als  eine  deutliche  marque 
Dero  gegen  mich  hegenden  besondern  Wohlgewogenheit  mit 
der  schuldigsten  Dankbarkeit.  Ob  ich  aber  gleich  zu  Erhaltung 
dieses  Vortheils  meinerseits  nicht  ermangeln  lasse,  so  schei- 
net doch  meine  von  hieraus  ahgeschiekten  piCcen  eben  das- 
jenige Schicksal  betroffen  zu  haben,  welches  vor  etlichen 
Jahren  den  Hn.  Cammerherrn  Korff  so  viel  Mühe  gekostet 
hat  zu  rcdressiren.  Denn  ich  habe  schon  zu  Anfang  des 
vorigen  Monats  meine  pifcce  über  die  Indination  des  Mag- 
neten an  den  Hn.  De  Mairan  geschickt,  und  gleichwohl  noch 
keine  Antwort,  dass  selbige  «»gekommen , erhalten.  Hernach 
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hatte  ich  verwichenen  Martium  eine  piöce  über  «len  motuin 
tluidorum  in  canalihus  clasticis  an  «lie  Acadcmie  des  Sciences 
nach  Dijon,  von  welcher  über  diese  Materie  ein  Preis  von 
30  Louisd  or  bestimmt  war,  gesandt,  und  gleichfalls  darüber 
noch  keine  Antwort  empfangen,  welches  mich  glauben  macht, 
dass  diese  beiden  Piöcen  entweder  irgendwo  aufgehalten, 
oder  gar  verloren  gegangen  seyn  müssen , wobei  ich  nur 
dieses  am  meisten  bedauere,  dass  ich  von  diesen  beiden 

Pifccen  keine  üopien  gehalten  habe. — 

Ew.  Emendationen  der  von  VV  allisio  dechitlrirten  Briefe 
halte  ich  für  ganz  richtig,  erkenne  aber  dabei  mein  Un- 
vermögen, selbsten  diese  tiefsinnige  Materie  zu  untersuchen. 

Dass  diese  Expression  ^(l  -j-16«a-|-  1 6 bb)  niemals  eine 
Zahl  von  dieser  Form  in  — 1 geben  könne,  ist  ein  sehr 
schönes  theorema,  davon  di«!  Demonstration  nicht  so  leicht 
in  die  Augen  fällt.  Denn  gesetzt,  dass 

\n  — t — V{i  -p  16a«  -p  16 bb), 
so  würde  16/»n — 8n  ~ 16« a -p  16 bb  und  folglich 
n (in  — 1)  — 2 (a1  -p  b%). 

Weilen  nun  2 (aa  -f  bb)  ein  numerus  par  ist,  so  musste'  n 
ein  numerus  par  seyn,  indem  in  — 1 gewiss  impar  ist.  Es 
sey  also  /»  — 2p,  so  wird  2p  (kp — l)  ~2  (aa -j- bb)  und 
dannenhero  \p — 1 ein  divisor  formulac  aa -p  bb,  welches 
nicht  seyn  kann:  oder  p(kp — 1)  müsste  eine  summa  duo- 
rum  quadrutorum  seyn,  welches  ebenfalls  nicht  möglich  ist. 

Dass  ix4-pl  niemals  ein  numerus  priinus  seyn  könne, 
ausser  dem  casu  wenn  x—\,  ist  kein  Wunder,  weilen 
diese  formula  generaliter  in  duos  factores  resolvirct  werden 
kann,  denn  es  ist  ka;*  4- 1 — (2xx-\-2x  -p  t)(2*a: — 2a?-p  1 j. 

Ob.es  solche  series  numerorum  gebe,  welche  entweder 
durch  kn  -p  1 nicht  divisihiles,  oder  gar  numeri  primi  sind, 

Corr.  math  tt  phys.  T I.  | a 
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zweifle  ieh  »ehr.  Wenn  aber  gleichwohl  dergleichen  »ich 
linden  sollten , »o  würde  man  daraus  einen  grossen  Vortheil 
zu  Erfindung  der  numerorum  primorum  ziehen  können. 

Uebrigens  halten  die  divisores  primi  aller  serierum  von 
Zahlen,  welche  in  dieser  formula  enthalten  sind  axx dt/? yy, 
eine  sehr  artige  Ordnung,  welche,  ungeachtet  ich  davon 
noch  keine  Demonstration  habe,  dennoch  ihre  völlige  Rich- 
tigkeit zu  haben  scheint.  Ich  nehme  deswegen  die  Freyheit 
Ew.  einige  dergleichen  theoremata  zu  überschreiben , aus 
welchen  noch  unendlich  viel  andere  hergeleitet  werden 
können. 

I.  Si  x et  y sunt  numeri  primi  inter  se,  haer  formula 
xx  -{-  yy  per  alios  numeros  primos  non  est  divisibilis,  nisi 
qui  contineantur  in  har  forma  kn  1 , atque  hi  numeri 
primi  omnes  ipsi  in  hac  forma  xx  -j-  yy  continentur.  Dies«’» 
bekannte  theorema  setze  ich  voraus,  um  die  Connexiou 
der  übrigen  desto  besser  vor  Augen  zu  legen. 

II.  llace  formula  2 xx-\-  yy  alios  divisores  primos  non 
habet,  nisi  qui  in  Ins  foriuis  8n+  i vel  8/1  -|-  3 continean- 
tur. Et  quoties  8n -f-  I vel  8 n -(-3  fucrit  numerus  prirnus, 
eril  is  aggregatum  ex  quadrato  et  duplo  alterius  quadrati, 
sen  erit  formae  2xv  -I-  yy. 

III.  Tlaee  formula  3 xx-\-yy  alios  divisores  primos  non 

habet,  nisi  qui  in  his  formis  I2n-|-1  et  12n  7 (oder  in 

dieser  einzelnen  ft»»  -}  l)  contineantur.  Et  quoties  6n  -J-  t 
cst  numerus  prirnus,  continebitnr  in  forma  3®* -| - yy. 

IV.  H aec  formula  5 xx yy  alios  divisores  primos  non 

habet,  nisi  qui  in  his  formis  2ün-(-  i,  20n  3,  20n -f-  9 , 

20n  + 7 contineantur,  et  omnis  numerus  prirnus  in  una 
harum  quatuor  fornmlariim  eontent.us  erit  ipse  numerus 
formae  5®;r  -f-  yy. 
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V.  Ilaec  forma  Gxx  4"  yy  alios  divisores  primog  non  ha- 
bet, nisi  (jui  in  una  harum  quatuor  forinulariim  24«- (- I , 
2\n-\-5,  24«  4- 7,  24/i-f-ll  contincantur , et  omnis  nu- 
merug  primus  in  1111a  harum  forinulariim  eontentug  egt  ipso 
numerug  formae  6j?as  -f  yy. 

VI.  Haec  forma  lxx-y-yy  alios  divigores  primog  non 
habet  nisi  qui  in  una  harum  i>  formularum  28  /t  4 I , 
28«-|-9,  28  « 4-  If,  28«-)- 15,  28«  4- 23,  28« -j- 25  (oder 
in  einer  dieser  dreyen  14«  4-  •,  14«  4- 9,  14«  4-  11'  con- 
tineantur,  et  omnis  nuinerus  priniug  in  una  harum  forinu- 
lariim eontentug  est  ipse  numerug  formae  7xx  -)-yy. 

Nun  aber  ist  omnis  numerug  trigonalis  unitate  auetus 
in  dieger  fonnula  1 xx  ~\-  y y enthalten,  und  folglich  können 
die  numeri  trigonaleg  unitate  aucti  keine  andern  divigores 
primog  haben,  als  welche  in  diesen  formulis  14« -4-1, 
14«  -f  9,  14«  4~  oder  welches  gleich  viel,  in  dieger 
7 xx  -\-  yy  enthalten  sind.  Hieraus  lassen  sieh  nun  leicht  alle 
numeri  primi  finden,  welche  einen  numerum  trigonalem 
unitate  auctum  dividiren.  Solche  sind  uehmlich  1,  11,  23, 
29,  37,  43,  53,  G7,  71,  79,  etc.  Daliero  können  keine  an- 
dere numeri  primi  hujus  formae  4m  4 I divigores  seyn 
numeri  trigonalis  unitate  aucti,  als  welche  in  einer  von 
diesen  drey  formulis  begriffen  sind  28 «4-1»  28«  4 9, 
28«  4-25. 

Hieraus  ist  also  klar,  dass  diese  Expression  pxx-\-yy 
keine  andere  divigores  habe,  als  welche  in  einer  gewissen 
Anzahl  von  solchen  formulis  4p«  4-  s enthalten  sind,  allwo 
s einige  Zahlen  bedeutet,  welche,  ob  sie  gleich  keine  Ord- 
nung unter  sich  zu  haben  scheinen,  dennoch  nach  einer 
schönen  lege  fortgehen,  welche  aus  diesen  theorematis 
erhellet: 
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VII.  Si  numerus  primus  formae  \pn  -|-  s fuerit  divisor 
formulae  pxx  +-//,  tum  ctiam  otnnis  numerus  prim  ns  in 
har  forma  gcncraliori  contentus  \pn  -j-  s*  rrit  divisor  for- 
mulae  pxx  yy  at(pir  ctiam  ipse  crit  numerus  formae 
pxx  yy.  Ex.  per.  Quia  numerus  prinius  28 n -}-9,  est  nu- 
merus formae  7 xx-\-yy,  erunt  etiam  numeri  primi  28 n + 8t 
(28/i  -j-  25):  28n  4-  729  (28/»-j-l)  etr.  numeri  formae 
7 xx  -j-  yy. 

VIII.  Si  duo  numeri  primi  \pn  4-  s et  kpn  -j-  t fuerint 
divisores  formulae  pXx  - f-yy,  tum  omnis  numerus  primus 
huius  formae  Kpn-\-s* t.‘  erit  simul  numerus  formae pxx-\-yy. 

Wenn  man  also  von  einer  solchen  Expression  pxx-\-yy 
schon  einige  divisores  primos  entdecket  hat,  so  kann  man 
durch  diese  theoremata  leicht  alle  mögliche  finden.  Als,  es 
sey  diese  Formul  gegeben  13x.r -4  yy , worin  diese  Zahlen 
IV,  17,  22,  29,  38,  49,  62  etc.  enthalten  sind.  Numeri 
igitur  primi,  qui  sunt  divisores  formulae  13xx-j-yy  erunt 
t,  7,-  11,  17.  19,  29,  31.  Folglich  müssen  alle  numeri  primi 
in  his  formulis  52n  -f-  1 , 52n  -)-7,  52n  -|-  11  etc.  divisores 
von  13xx  -f-yy  seyn  können.  Die  Formul  52«  -)-  7 gibt 
aber  nach  dem  theorema  VII  noch  diese  52 n -|-V9,  52/»-|-343 
(oder  52/»4  31 ),  52n-|-7.31,  oder  52/» -(-9,  ferner  52/i  -(-7.9, 
oder  52/1  4 II,  ferner  52n-j-7.ll,  oder  52  n -j-  25,  ferner 
52/i  4-  7.25,  oder  52/»  -j-  19,  ferner  52/»  + 7.19,  oder 

52  n 4-  29,  ferner  52/*  4-  7.29,  oder  52  n -j-  47 , ferner 

52n  -f-  7.47,  oder  52/»  -j-  17,  ferner  52/»  -f-  7 . 17  oder 

52/»  4 15,  ferner  52/» -j“  7. 15.  oder  52/»  -4  1 und  hier 

iuidei’t  sich  die  Verschiedenheit  der  Zahlen,  welche  zu  52 n 
gesetzt  werden  können  , um  numeros  primos  in  forma 
13.t.x  4"  yr  contentos  hervorznbringen.  Also  nur  allein  da- 
raus, dass  7 ein  divisor  formae  |3xx-f-yy  seyn  kann, 
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weisen  die  beiden  letzten  theoremata , dass  alle  numeri  primi 
in  liis  formulis 

52  n -fl;  52n  f 31  ; 52«  f 25  : 52«  + %7 

52«  7;  52« -I-  9:  52«  4-  19;  52 n -f  7 

52«  f *9;  52«  f II;  52«  4- 29:  5 «4-15 

eontenti  diese  Form  1 3a;.*;  ~\~yy  haben  und  aueh  divisores 
von  solchen  Zahlen  13x*4”V7  seyn  können,  und  mehr 
formulae  können  aueh  durch  die  theoremata  nicht  heraus- 
gebracht  werden.  Dahero  gewiss  ist,  dass  kein  anderer  nu- 
merus  primtis  ein  divisor  forrnae  13xx4_y>'  seyn  kann, 
als  welcher  in  einer  der  gefundenen  12  Formuln  enthalten 
ist.  Weilen  nun  ein  jeder  numerus  primus  in  hac  forma 
eontentus  H-pn  f 1 ein  divisor  von  pjcx  f - yy  seyn  kann. 
Hieher  können  schöne  proprietates  hergeleitet  werden,  als 
z.  Ex.  weil  17  ein  numerus  primus  und  auch  von  die- 
ser Form  2xx  -f  yv,  so  ist  gewiss,  dass  so  oft  17"'  ;t  8« 
ein  numerus  prinms  ist,  solcher  auch  eine  solche  Zahl 
2xx-\-yy  seyn  müsse.  Und  wenn  17'"  ± 8«  eine  Zahl  ist 
von  dieser  Form  2 xx-\-yy  und  doch  keinen  divisorein  von 
dieser  Form  adinittirt,  so  ist  dieselbe  gewiss  ein  numerus 
primus. 

Eine  gleiche  Beschaffenheit  hat  es  auch  mit  den  diviso- 
rihus  hujusmodi  formularum  pxx — yy  oder  xx — pyy, 
welche  wenn  sie  primi  sind,  in  dieser  Form  Vnp  ± s ent- 
halten seyn  müssen,  da  s einige  determinirte  Zahlen  be- 
deutet. Nehmlieh  in  einigen  Fällen  wird  seyn 

1.  Omnes  divisores  primi  forrnae  xx — yy  continentur 
in  in  ± 1,  welches  klar. 

2.  Omnes  divisores  primi  forrnae  2, tx — yy  continentur 
in  8«  ± 1. 
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Coroll.  Ergo  numerus  primus  8n  ± 3 non  trat  nu- 
merus formae  2xx  — yy. 

3 Omncs  divisores  primi  formae  3 rx — yy  eontinentur 
in  forma  12n  ± I. 

V.  Omni'*  divisores  primi  formae  5 xx — yy  eontinentur 
vel  in  20  n ±:  I vel  in  20  nT±  0 (oder  in  dieser  ein/.eln 
10/1  ± I). 

etc 

Et  si  numerus  priinns  V // n -f-  a'  fuerit  divisor  formae pxx — yy 
oder  xx  — pyy>  turn  ± knp  ± s*  erit  ipse  numerus  formae 
//xx  — yy  vel  xr — pyy , quotics  fuerit  numerus  primus. 
Si  duo  minien  primi  .v  et  l fuerint  nunieri  formae  pxx — yy, 
tuui  quotics  ±:  knp  zu  sM  l‘  fuerit  numerus  primus,  simul 
erit  numerus  formae  pxx — yy.  Also  weil  7 und  17  nu- 
ineri  primi  und  von  dieser  Form  2xx  — yy  sind,  so  wird 
auch  zt  8n  ± 7“.  17*'  eine  Zahl  von  dieser  Form  seyn,  so 
oft  dieselbe  ein  numerus  primus  ist.  Es  sey  « rr  1 , v~  1, 
so  ist  7.17  zz.  119  und  119  -(-  8 ~ 127  zz  numcro  primo, 
folglich  wird  seyn  127  — 2xx — yy  — 2.6  V — 1.  Hieraus 
ist  nun  klar,  dass  es  nicht  möglich  ist  Suiten  von  Zahlen, 
so  in  einer  solchen  Formul  pxx±ayy  begriffen  sind,  zu 
finden,  welche  nicht  divisores  von  dieser  Art  Vn  1 ad- 
mittiren  sollten. 

Ich  glaube  aber  fest,  dass  ich  diese  Materie  bei  weitem 
noch  nicht  erschöpfet  habe,  sondern,  dass  sich  darin  noch 
unzählig  viele  herrliche  proprietates  numerorum  entdecken 
lassen,  wodurch  die  doctrina  de  divisoribus  zu  einer  weit 
grösseren  Vollkommenheit  gebracht  werden  könnte;  und 
hin  dabei  gewiss,  dass  wenn  Ew.  diese  Materie  einiger  At- 
tention würdigen  werden  , Dieselben  darin  sehr  wichtige 
Dccouverten  machen  würden.  Der  grösste  Vorlhril  wurde 
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aber  sich  alsdann  recht  zeigen,  wenn  man  Ihr  diese  theo- 
remata-  demonstrationes  linden  sollte. 

Wenn  drey  Series  also  beschallen  sind,  dass  A ~n 
b -f-  c -(-  d - j-  etc. , B — ab  -j-  (a  b)  c -j-  a b -\-c)  d-\-  etc. 
et  C rz:  a1  -f-  b1  -4-  c*  -J-  J*  etc. , so  ist  B die  summa  fac- 
torum  ex  binis  terminis  seriei  A,  und  ist  folglich  die  dupla 
summa  factoruin  ex  binis,  2 B,  una  cum  summa  quadratorum 
singulorum  C gleich  dem  quadrato  seriei  4,  seu  2 B-\-C~4  4 

et  B — — • Solche  tlieoremata  können  auf  höhere  po- 


testates  extendirt  werden  Als  wenn 

A H o — b ■ c — d “I-  etc. 

B — al  -f-  4"  c1  d1  -f-  etc. 

C — a*  -j-  bi  -f-  c *-)-  </*  -f-  etc. 

D=  a*  -j-b*  etc. 


so  wird  seyn  terminorum  u,  b,  c,  d,  e etc. 

- ...  A*  — h 

summa  factoruin  ex  bims  ~ — - — 

A * — 3 Aß  4- -ic 

„ „ ex  terms  = 6 — 5 — 


A* -6  A 2 B 4-  HAC  + 3 Ä*  - 6 D 
ex  quaterm»  n; — '■ — * 


etc. 


Wenn  Ihre  mir  proponirten  Series  gesetzt  werden 
P—ab1-\-{a  -f  6)c*-f  (a  + 6-f  (a+*+c4-</)e*  + etc. 

Q — a*6-j-  (fl1-}-  b1)  c -}-  b1  -\-  c%)d  -j-  (a*-f-6*-|_c*_J_eP)e  -f*  e*c- 
so  wird  seyn  P -f  Q = A B — C,  folglich  wenn 


d=i-T 


1 1 i 1 . 

T ' 7,  + 5 - etc. 
+ etc. 


C—  1 — i-4-  — + 4 etc. 

^ * e l n K A ' IU 


16  ' 15 

64  4 115 
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so  kann  die  summa  der  beiden  sericrutn  H -f-  Q nicht  per 
logarithrnos  et  quadraturam  circuli  angegeben  werden,  wei- 
len die  series  C noch  nicht  summirt  werden  kann.  Viel  we- 
niger kann  also  eine  jede  für  sieh  summirt  werden.  Wenn 
aber  dieses  geschehen  könnte,  so  hätte  man  die  summam  seriei 
C,  welche  ich  bisher  vergebens  gesucht.  Die  valorcs  i-f-p* 

und  wenn  p ” /‘2 , differiren  so  wenig  von  einander, 

dass  ich  dieselben  bald  für  völlig  gleich  gehalten  hätte;  ich 
habe  deswegen  beider  valores  genauer  gesucht  und  gefun- 
den I 4p1  = M80V530139  und  ^ n*  = 1A80H066. 


Die  formulae,  welche  Ew.  mir  für  die  summationem 
seriei  l -\-  2P  3r  W -j-  etc.  usque  ad  datum  terminum 
uberschrieben,  erinnere  ich  mich  noch  in  Petersburg  bei 
Denselben  gesehen  zu  halten,  und  entspringet  die  erste  Ex- 
pression 1 -+-  2P  {x — 1)  -4-(K  — 2p) ^ ~t~  etc.  ex 

diiferentiis  continuo  suintis,  und  die  andern  formulae  kom- 
men per  diflerentiationem  heraus.  Um  aber  die  summain  in 
der  bequemsten  Form  zu  linden,  so  halte  ich  diese  Art  für 
die  leichteste: 

1 + 2f‘  4-  3'  -I-  kp  . . . 4-  xp  = 

4.  JL  . 

/>-fl  T 1.1  '13  2 2.34.5  6 

! •</»—' 0 JL  rr-* f(/»-i)...(p  — <t)  3 „,.-7 

2.3  .1  's  2.3..  .9  ' 10 

■ P(p-t)- ■ •(/'-«)  S Tp-t  _ P(l>-  0 • Jp~  »>)  6;H  »_u 

2.3. ..II  ’fi  2.3.13  *210X 


4_  - . jj  rp-,i 

2 3 .15  2 X 


etc. 


allwo  das  Hauptwerk  auf  diese  seriem  fractionum  ankommt, 
welche  Ew.  genugsam  noch  bekannt  sevn  wird: 
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t 

«91 


I s 
35  3611 


6 * 10  * 


6 ’ 210* 


30 


43861 
42  ’ 


10  II 

12*2211  854513 

110  * 6 ' 


1Z  13 

1181820455  16911921 

546  ’ 2 ’ 

so  weit  habe  ich  sie  continuirt.  Der  terminus  generali»  ex- 

ponenti  n rcspondens  kann  also  exprimirt  werden 

(2an  — 2.1)  (3  * " — 3 . 2 2 ”-j-  3 . 1) 

_ / 4 


(2 «+ 


, (42fl  — 4.32f,  + 6.22,,—  4.  i)  ^ 
1 5 elC 


•) 


welche  gleichfalls  abrnmpirt  wird. 

Obgleich  diese  series  1 — | ^ — (-  ^7  — etc.  per  qua- 

draturam  circuli  exprimirt  wird,  »o  kann  doch  die  Summ 

x2  xi  z*  * 

von  dieser  ac  — | ^ — [—  ^ — j—  — -j—  etc.  nicht  generaliter  gege- 
ben werden,  und  ausser  dem  casu  x ~ 1 habe  bisher  noch 
keinen  andern,  als  wenn  summiren  können.  Nehm- 

lich  posito  p—l 2 et  5t:  1 “ pcriph. : diam  , so  kommt  heraus 


— . — -L  _ 

1 2 ' 4 


— -f-  — 
4 ' 9 


+ 


1 


36  64 


etc.  — 


16.1«  1 2532 

~ n — t'PP 

12 

Endlich  habe  die  Ehre  noch  dieses  theorema  hinzuzufü- 
gen, welches  öfters  einen  grossen  Nutzen  haben  kann: 
Theorema.  Si  fuerit 

erit 


t — i + n^i  (‘  +*ri^)  + +3^+3^) 


+ 3 w+h (‘  + -I-  ^rqrr+ ad+n) 

4-  _fl_  ( 

' 4n+2\, 


«-+-1  ' 2n-j- 1 


ir)+ 


3«  4"  1 4/i-|- 

Leonh.  Euler. 


etc. 
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LETTRE  XLVII. 


Goldbach  ä .Euleiu 

Som  maire.  Rrfponse  a la  lettre  pr^c<$dente  Introrlurtion  de  deux  nouveau»  signcs : 
K et  7.  G lobule»  de  sang  de  Lcuwenhoek.  Notice  liitcraire 


Moscau  d.  i October  st.  n.  IT42.* 

Pas*  p('*p — t)  keine  summa  duorum  quadratorum 

seyn  kann,  wird  von  Eiv.  als  bekannt  angenommen,  ich 
dedueire  es  aber  daher,  quia  n nr  2p  ±:  V(4p* — p — fl1), 
und  dieses,  quia  n1n=4/m — p — a2.  Sonst  habe'  ich  auch 
gefunden,  dass  eine  summa  trium  datormn  quadratorum 
nicht  gleich  seyn  kann  dem  facto  ex  duobus,  tnultiplicato 
per  quadratum  par,  oder  dass  e1  -\-fl  g2  3z  \e2j 1 p2; 
imgleichen  si  est  ftnn  — m — mo5  (ubi  f,  m,  n,  a sint 
integri  affirmativij,  crit  etiam  fp2mn  — m — nrna1,  ubi  p 
praeterea  sit  integer.  Da  es  aber  mit  dem  casu  / — 4 be- 
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kanntcrmaassen  in  aequatione  .priori  »ein»*  Richtigkeit  hat, 
»o  wird  auch  hmnp% — m — nznfl*,  und  kann  gar  wohl 
seyn,  dass  f für  sich  seihst  noch  viele  oder  unzählige  va- 
lores  ausser  dem  quaternario  hat,  wie  es  sich  denn  findet, 
«lass  wenn  alle  divisorcs  primi  hiijus  numeri  3xx -4 - yy 
(uhi  x et  v sunt  numeri  intcr  se  primi).  unter  dieser  for- 
mula  6n  -(-  I begriffen  sind  (de  quo  duhitare  ncfas),y'auch 
zz  12  gesetzt  werden  kann,  folglich  12 mnp* — m — nzc o*. 
Ich  habe  unter  den  remarques,  so  Ew.  mir  von  den  divi- 
soribus  formulae  px%  -)-  y*  eommuniciren  wollen,  insonder- 
heit diese  betrachtet,  dass  ein  jeder  numerus  trigonalis  unitate 
aiutus  in  dieser  formula  7 xx-\-yy  enthalten  ist  und  dahero 
keine  andere  divisorcs  primos  haben  soll,  als  welche  in  diesen 
formulis  lln-j-1,  lfcn-)-9,  1 V z»  — 1 1 bestehen.  Weil  aber 
unzählige  numeri  trigonales  (als  z.  Ex.  21)  unitate  aucti  zu 
dieser  Formul  7x*-|-y2  gleichwol  nicht  gebracht  werden 
können,  so  verstehe  ich  Ew. ’ theorema  nur  von  den  numeris 
trigonalihus  paribus,  quorüm  sei  licet  exponentes  sunt  hiijus 

formae  hm — denn  dieser  exponentium  trigonales  uni- 
tate aucti  sind  offenbar  7m* -{-(mit  1)*,  und  gehören  alle, 
sie  mögen  primi  oder  non  primi  seyn,  unter  nachfolgende 
V classes:  7n-J-0,  7n 1 , 7 n -f  2,  ln h , welches  je- 
doch mit  Ew.  Specification  der  diyisornm  (als  worin  der 
numerus  7 ausgelassen  ist)  nicht  übereinkonunet.  Ich  hin 
indessen  Ew  für  die  Communication  dieser  hesondern  theo- 
rematum  sehr  verbunden,  ohngeachtet.  ich-  nicht  alles  pro 
rei  dignitate  einsehen  kann. 

i\ach  dem  von  Ew.  mir  schon  längst  commiinicirten  va- 
lore  /2,  hatte  ich  l-}-/2./2  gefunden  l,»80kS30l791520..., 
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welcher  von  den  in  Dero  Schreiben  angeführten  Zahlen  et- 
was differirt,  weil  aber  der  error  sich  erst  nach  der  neun- 
ten Ziffer  äussert,  will  ich  den  von  Ew.  angegebenen  valo- 
rem  lieber  für  wahr  an  nehmen,  als  die  Multiplication  wie- 
derholen. 

Die  12  terminos  seriei  etc.  habe  ich  auch 

schon  längst  abgeschrichen  gehabt  und  den  I3te"  aus  Dero 
letztem  Briefe  bereits  dazu  gesetzet. 


Das  quadratum  seriei 
welches  ist 


+ 2^+1+  CtC' 


SS  _ 2 (l  + — ( 1 -f  ^ 1 etc) 

scheinet  nur  blos  deswegen  merkwürdig  zu  seyn,  weil  die 
coefticientes  in  einer  so  leichten  Ordnung  fortgehen. 


Was  ich  in  meinem  vorigen  von  den  lunulis  geschrieben 
hatte,  ist  von  Ew.  vermuthlich  übergangen  worden,  nicht 
weil  es  unrichtig,  sondern  weil  es  gar  zu  offenbar  ist. 

Da  nach  der  angenommenen  Bedeutung  der  siguorum 

— und  q;  diese  Formul ' ±:  a b entweder  a — b oder 

— a-f-b  heissen  muss,  so  ist  allerdings  ein  siguum  nützlich, 
welches  ausser  diesen  beiden  valoribus  auch  a b und 

— o — b andeutet;  dieses  erinnere  ich  mich  in  einigen  Bü- 
chern mit  8 ausgedruckt  gesehen  zu  haben,  und  auf  solche 

Weise  halte  ich  dafür,  dass  man  durch  8 t 8 4-X  — 8 — 8 etc. 

2 3 4 

alle  quantitates  rationales,  surdas  et  a quibuscunque  qua- 
draturis  pendentes  exprimiren  könne;  die  ganze  Kunst  be- 
stehet nur  darin , dass  die  signa  -(-et  — suis  loris  recht 
substituiret  werden. 
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Weil  aber  doch  da*  signum  K nur  alternative  entweder 
-f-  oder  — bedeutet,  *o  kann  man  noch  ein  signum,  etwa 
-r  (welche*  der  Stifeliu»  vor  — zu  gebrauchen  pfleget)  in  die- 
sen» Verstände  annehmen,  da**  e*  siinul  et  -f-  et  — bedeute. 
So  gibt  c*  ex.  gr.  eine  seriem  niiineroruni  n,  der  apparence 
nach  valde  irregulärem,  und  die  wohl  noch  von  Niemanden 
consideriret  seyn  mag,  von  dieser  Beschaffenheit  n-±p~lJ, 
wo  p und  /•*  numero*  primo*  bedeuten,  *o  da**,  wenn  n — p 
ein  numerus  priinus  ist,  ex  natura  numeri  n auch  n-\-p 
ein  numerus  primus  seyn  muss;  durch  n aber  werden  fol- 
gende numeri  angedeutet  2,  3,  V,  5,  6,  8,  12,  18,  24, 
30,  etc.  Gleichwie  nun  alle  numeri  primi  majores  quam  3 
unter  die  Formul  6 m±  1 gehören,  so  hat  es  das  Ansehen, 
»lass  die  termini  dieser  neuen  seriei,  welche  grösser  als  8 
sind,  in  der  Formul  6m  begriffen  seyen. 

Die  serics  numerorum  2,  4,  6,  10,  14,  16,  20,  24,  etc. 
deren  quadrata,  unitatc  aucta,  numeri  primi  sind,  scheinet 
diese  proprietatcm  zu  haben,  dass  eine  jede  Zahl  aus  zweyen 
der  vorhergehenden  bestehe,  als  6n:2-(-4,  24~10-(-  14, 
20  — 4 -4-  16.  Oftmals  ist  der  terminus  unico  modo  ex  duo- 
bus  praecedentibus  compositus,  als  74~20-|-54. 

Es  ist  unlängst  bei  einer  gewissen  Gelegenheit  darüber 
raisonnirct  worden,  ob  die  globi  sanguinei,  welche  nach 
des  Lemvcnboeks  Observation,  6 zusammen  einen  globum 
majorem  formiren,  nicht  ferner  ans  6 kleinern,  und  diese 
wieder  aus  6 kleineren,  et  sic  in  infinitum  zusammengesetzt 
seyn  könnten?  Wenn  aber  6 globi  intra  ca  vitalem  globi 
majoris  solchergestalt  concipiret  werden,  das*  sie  sich  ein 
ander  so  viel  möglich  berühren,  so  wird  der  diameter  globi 
eujiisvis  minoris  sich  ad  diametruin  globi  majoris.  in  quo 
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continentur,  verhalten  wie  t zu  1 -j-  V‘2,  und  wenn  diese* 
auf  die  globos  sanguincos,  deren  ein  jeder  für  sieh  selbst 
nicht  eigentlich  ein  glohus,  sondern  ein  aggregatum  sex 
minoruin  glohorum  ist,  appliciret  wird,  diese  kleineren  glo- 
buli  aber,  wie  gemeldet,  aus  6 noch  kleineren  etc.  bestehen 
sollen,  so  findet  es  sich,  dass  man  notli wendig  bei  einem 
gewissen  gradu  determinato  mit  solcher  diminutione  globo- 
rum  aufliören  muss;  denn  weil  die  soliditas  omniuni  glo- 
borum  ex  ordine  n ad  soliditatem  unius  globi  ex  ordine 

Kn  — 1 

primo  ist  wie  , :,d  1 > so  würde,  wenn  die  sub- 

divisio  auf  gleiche  Art  in  infinitum  fortginge,  propter 
n~  oo,  das  aggregatum  omnium  istoruin  globorum  rcspectu 
globi  maximi  infinite  parvum  seyn,  folglich  auch  mit  dem 
besten  microseopio  nicht  gesehen  werden  können,  welches 
der  experienee  zuwider  lauft.  Ich  habe  (Tit.)  den  Iln.  von 
Bl....*),  mit  welchem  ich  hierüber  gesprochen,  meo  pe- 
riculo  versichert,  dass  es  Ew.  eben  so  finden  würden,  und 
bitte  mir  dcsfalls  Dero  Sentiment  hievon  mit  wenigem  zu 
melden.  Bei  dem  meo  pericu/o  füllt  mir  der  Matanasius 
ein,  davon  ich  unlängst  die  6te  Edition  gelesen,  nachdem 
ich  das  Buch  in  18  Jahren  nicht  gesehen  hatte.  Die  appro- 
bation  generale,  so  es  bey  dem  Puhlieo  gefunden,  und  da- 
von der  Autor  selbst  unterschiedene  passages  anführt,  zeuget 
in  der  Thal  von  dessen  merite,  und  trifft  liier  gewisser- 
maassen  des  Ciceronis  Ausspruch  ein:  Id  ipsum  est  summi 
oraloris , summum  orotornn  populo  videri. 

leb  habe  mich  nach  einem  Buch,  so  den  Titul  führet 
Lubyrinihus  Algebrae,  Aut.  Jt»h.  Jac.  Ferguson,'  flagac 

*)  niumcntrost  ? 
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Com.  1667.  V.  und  ich  selbst  schon  vor  30  Jahren  in  Hän- 
den gehabt  (wiewohl  nic  hts  daraus  behalten)  bey  unterschie- 
denen Personen  vergeblich  erkundigt.  Dem  Hn.  Hermann, 
welcher  doch  eine  grosse  eonnoissance  von  dieser  Art  Bü- 
chern hatte,  war  es  auch  ganz  unbekannt.  Neulich  fand  ich 
ohngefähr  obgedachten  Titul  in  meinen  excerptis,  und  dabey 
geschrieben,  de  tpio  tractatu  indiciurn  vide  in  Actis  Angli- 
canis  ad  ann.  1669  niens.  Jul.  p.  202.  Vielleicht  ist  etwas 
darin,  so  einige  Attention  meritiret. 

Go  Id  hach. 
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LETTRE  XLVIII. 


Rill.  ER  a ü UI.  DB  ACII. 
Son  MAiRC.  R^ponte.  Continuaiio«  sur  les  meme*  sujels. 


Berlin  d.  27  Ockober  1742. 

Wenn  E\v.  eine  solche  Demonstration  haben,  dass  (i1xVpa 
— p — a *,  worin  nicht  angenommen  wird,  dass  q [\p — 1) 
keine  summa  duorum  quadratoruin  seyn  kann,  so  ist  diie- 
selhe  höchst  merkwürdig,  indem  daraus  nicht  nur  diese 
Wahrheit,  somdern  noch  viel  andere  weit  leichter  demon- 
strirt  werden  können.  Ich  muss  inzwischen  gestehen,  dass 
ich  aller  angewandten  Muhe  ungeachtet  keine  andere  De- 
monstration habe  finden  können  Hingegen  sehe  ich  deutlich 
ein,  dass  ee  -j-  ff  gg  nn  j"1  p7;  denn  soll  eine  summa 
trium  quadratorum  einen  numerum  parem  machen,  so  muss 
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entweder  nur  ein  quadratum  oder  alle  drey  quadrata  paria 
*eyn.  Im  ersten  Fall  kämmt  ein  numerus  impariter  par 
heraus,  welcher  folglich  kein  Quadrat  seyn  kann;  dahero 
ist  klar,  dass  alle  drey  quadrata  paria  seyn  müssen  Es  sey 
also  e~2a,  2 b,  g — 2c,  so  müsste  aa-\-bb-\-cc 

gleich  seyn  16  oä  p* , und  folglich  müssten  um  so  viel 
mehr  a,  b und  c numeri  pares  ryn,  und  so  fort  in  infini- 
tum.  Aus  diesem  Grunde  folget  also  noch  dieser  generalere 
Satz,  dass  a1  -4-  b*  -4-  c1  zjz  Kuba.  Si  Jmn  — m — nxo‘, 
erit  quoque  positis  nipp  et  npp  pro  m et  n , fmnp * — 
nipp  — nppzizn  und  folglich  fmnpp  — m — nzcO.  Damit 
aber  die  erste  Aequation  ihre  Richtigkeit  habe,  so  kann 
freylich  der  coöfficiens  J praeter  k unendlich  viel  andere 
valores  haben,  wie  Ew.  angemerket  haben;  wobei  ich 
hierauf  gefallen,  dass  si  formulac  Jan  -|-  I nullus  extat  di 
visor  formae  b/m  — I,  auch  immer  kfmn  — in  — nzxD. 
Weil  nun  nach  den  letztens  übcrschriebcnen  Observationen, 
hujusmodi  formula  J'aa-\-bb  «Ji vidi  nequit  per  numerum 
primum  formae  kfm — I,  so  folget  generaliter  dass  hjmn 
— m — n zu  quadrato , welcher  Universal -Satz  sich  vielleicht 
noch  leichter  demonstriren  lässt,  als  ein  casus  particularis. 
Es  käme  also  darauf  an , dass  man  demonstrirte,  dass 

aa  m n . , . . 

— ' nimmermehr  ein  numerus  integer  seyn  könne, 

4 m n o J 


oder  dass  uhi  p ct  q uterque  vel  numerus  par  vel 

pp-qq  ' 1 l 


impar  esse  debet,  kein  numerus  integer  seyn  könne,  oder 
dass  mpp  — — P kein  quadratum  seyn  könne.  — Bey 

Ucberschrcibung  der  divisorum  primorum  fornmlae  pxx  -| -yy, 
welche  alle  in  solchen  formulis  exprimirt  werden  können 
h p a , \p  -4-  ft  etc.,  habe  vergessen  zu  melden,  dass  aus 
ser  diesen,  der  binarius  et  ipsc  nuiiierus  p ejusve  divisores 

Corr  marh  rt  phys  TI  | < 
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Platz,  linden,  deren  numerus  determinatus  ist,  und  in  den 
vorigen  formulis  nicht  begriffen  sind,  und  fulglicli  a part 
bemerkt  werden  müssen.  Also  sind  alle  divisores  prinii  for- 
mae  7-r  r -)-  yy  entvyeder  2.  oder  7,  oder  in  diesen  Formuln 
enthalten  1 'i  u -j-  I . t i n -4-  3 , IVn  + tl:  und  so  oft  I V n I , 
oder  IVn -(- 9,  oder  lAn-f-tt  ein  numerus  pritnus  ist,  so 
hat  derselbe  selbst  diese  formam  7 xx-f-yy.  Alle  numeri 


trigonales  aueti  unitate  | sind  /.war  nicht  eigent- 

lich in  7 xr-^-yy  enthalten,  sondern  in  ' und  sind 

also  alle  numeri  trigonales  unitate  aueti  et  quater  sumti  in 
dieser  Form  begriffen  1xx-\-y )'■  Da  nun  das  simplum  keine 
andere  divisores  haben  kann,  als  das  quadrupluin,  so  folget 
dem  ungeacht,  dass  alle  numeri  primi,  qni  sunt  divisores 
eujusqiie  numeri  trigonalis  unitate  aueti,  in  diesen  Expres- 
sionen begriffen  sind  : 2,  7,  Dn  + I,  tAn-f-9,  I k n -j-  1 i , 
und  dagegen  wird  keine  Exceptio n gefunden  werden.  Dass 
unsere  expressiones  pro  12.12  nicht  völlig  Übereinkommen, 
rührt  ohne  Zweifel  daher,  dass  der  12  in  beiden  ralculis 
nicht  gleich  accurat  genommen  worden.  Ich  erinnere  mich 
nicht  mehr  auf  wie.  viel  Figuren  ich  den  / 2 genommen: 
ich  habe  solchen  in  meinen  Schriften  nur  auf  16  Figuren 
aiifgez.eichnct : cs  ist  aber  noch  aceurater 


12  ~ 0,6931  kl 1 805599 V5309M  72321 
und  nachdem  ich  die  Multiplication  nochmal  gemacht, 
linde  ich  12.12—  0,%80fc530139l820l  fc2\667102!r. 

Oas  gemeldete  tbrorema : Si 


I 4 


w 4-  I 


-4- 


ln  4-  1 


-4- 


3»  I 


etc. 


ent 


so 


i — T ■+■  »Ti  0 ± /TT?)  + 8/74-2  ( 1 ^ »Ti  TT+ , ) + 


elc. 
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ist  deswegen  merkwürdig,  weilen  dureli  dasselbe  sehr  leicht 

die  summa  liujus  serici  1 + ^ 4-  ^5  -f  «■*'• 

gefunden  werden  kann.  Denn  weilen  ist 

* t l , l 1 , l 1 , , 

T— 1 ~ T+T— T + 9 ~~ti  + elc‘ 

ponatur  summa  quadratonim  horum  terminorum 

* +^  + ^ + ^f  + ^ + e*c-  = /»» 

et  summa  faetorum  ex  binis  terminis  illius  seriei 

(1  — - 5-  + —' T+etc-)-V>  eril  P+2^= TT 
Erit  autem 

+ 7?5+3?j+5!i  + etr-  — + 7> 

1 1 1 . 1 /,  , 1 , 1 \ 

1.7  3.9  5.11  CC  6 ' 3 ~ 5 ^ 

+ ?19+S7i  + ^+et<'-  = + ¥(1  +T  + T + t)‘ 

Es  ist  also 

-*  = T“t(‘+4)  + 7(«  +T+l) 

~t(‘  + T -H  y + 4)  + etc' 

Wenn  nun  in  obiger  Serie  genommen  wird  a ~ — I und 
n~2,  und  also  gesetzt  wird 

s_x  - + T_T  + __etc._T 

erit  — Dabero,  weilen  p — — — 2 q,  so  ist 

^ = ^ = T=‘+^+i+^-+-i-+etc-  Undg,ei- 

ehergestalt  kann  dieses  theorema  bey  andern  Gelegenheiten 
ganz  unerwartete  nützliche  Dienste  leisten.  Dass  in  meinem 
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vorigen  E\v.  Einfall  di-  limiili»  nicht  beantwortet  habe,  tat 
aus  Versehen  geschehen.  Der  Grund  davon  ist  zwar  ex  si- 
militudiue  tigurarum  leicht  einzusehen  , indessen  können 
daraus  doch  solche  eurieuse  Gonscqucnzru  gezogen  werden, 
welche  auf  eine  andere  Art  schwerlich  bewiesen  werden 
können. 

Was  für  Zahlen  für  n angenommen  werden  können,  dass 
wenn  n—p  ein  mimerus  primus  ist,  auch  n -(-  p ein  sol- 
cher werde,  und  dabei  p einen  numernm  primum  bedeute, 
kann  meines  GraeJhtens  nicht  generaliter  angezeiget  werden. 
Wenn  aber  für  p eine  deterniinirte  Zahl  angenommen  wird, 
so  können  quovis  easu  series  numcroruni  pro  n gefunden 
werden:  als,  wenn  p~\,  so  hat  man  für  n dies«“  Zahlen 
2.  V,  6.  12.  18,  30,  V2,  tiü.  72.  etc.,  als  welche  Zahlen 
sive  anefi  sive  minuti  Imitate  numeros  primos  geben.  Ist 
p ~ 2,  so  kommt  für  n diese  series  3,  5,  9,  15,  21,  39, 
V5,  69,  81,  etc.  Weil  aber  hier  lauter  numeri  impares 
kommen,  so  sey  p~  3,  und  für  alle  valores  von  n kommt 
diese  series  V.  8.  10.  IV,  16,  20.  26,  3V,  V0,  etc.  Datur 
ergo  iinieus  mimerus  V qni  omnibns  nnmeris  primis  (ex- 
eepto  2)  se  minoribns  sive  auctus  sive  ininutus  produeat 
numeros  primos.  Der  grosse  V ortheil , welchen  uns  die  ana- 
1 y sis  bringt,  kommt  in  der  That  nur  von  den  signis  her. 
welche  man  nach  gewissen  Grundsätzen  zu  tractiren  pHegt, 
und  dahero  stehen  noch  sehr  wichtige  Erweiterungen  zu 
vernmthen.  wenn  man  neue  signa  introduciren  sollte.  Die 
Hauptsaeh  aber  wird  auch  auf  die  Erlindung  der  Hegeln 
ankommen  . nach  welchen  man  dieselben  signa  tractiren 
muss.  Der  Newton  in  Arith metica  universali  hat  <lie  signa 
dubia  nur  durch  puncta  angedeutet,  und  kann  deswegen, 
weil  dadurch  die  MiiltiplicRtion  angedeiitet  zu  werden  pflegt. 
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nicht  imitii't  werden.  - — Ew.  Reflexion  über  die  coinposi- 
tionem  glohulorum  sanguincorum  hat  ihre  völlige  Richtig- 
keit; dergestalt,  das»  wenn  eine  similis  eompoaitio  in  inti- 
nitiiin  fortginge,  die  quantitas  niateriae  völlig  evaneacirte. 
Es  aey  A das  volmnen  eines  globi  sanguinei , welches  zu- 
gleich die  quantitatem  niateriae,  oder  sein  Gewicht,  anzeigen 
wurde,  wenn  der  globus  solid  oder  massiv  wäre.  Ist  aber 
derselbe  aus  6 globuli»  zusammengesetzt,  welche  alle  solid 

sind,  so  ist  die  quantitas  niateriae  nur  ~ \ //-r— 

— 0.V264068706  A . das  ist,  die  quantitas  niateriae  in  einem 
solchen  globulo  sanguineo  contentae  wird  beinahe  mal 
kleiner  seyn,  als  wenn  d<T»elbe  solid  wäre.  Sollten  diese  6 
globuli  wiederum  aus  6 noch  kleinern  zusammengesetzt 
seyn,  so  würde  die  quantitas  niateriae,  und  folglich  das 
pondus  d.  i.  oder  5 mal  geringer  und  auf  solche 

Art  bald  imperceptibel  werden.  Da  nun  aber  doch  ein  jeder 
globulus  sanguineus  ein  Gewicht  hat,  so  ist  klar,  dass  diese 
Art  der  Zusammensetzung  nicht  weit  fortgehet  und  nicht 
einmal  sich  über  die  dritte  Ordnung  erstreckt.  Denn  sollte 
ein  jeder  von  diesen  globulis  wiederum  aus  6 andern  be- 
stehen, wenn  auch  diese  so  schwer  als  Gold  angenommen 
würden,  so  könnte  doch  das  wirkliche  Gewicht  nicht  heraus- 
konimen.  Um  dieses  deutlicher  cinzusehen,-  so  sey  die  gra- 
vitas  speeifiea  materiae,  ex  qua  globuli  non  amplius  rom- 
positi  constant,  ~ n Wenn  also  die  globuli  sanguinei 
selbst  solid  wären  und  aus  dieser  Materie  beständen,  so 
würde  ihre  gravitas  »peeitiea  gleich  seyn  n 1,0000000  n 
wären  aber  die  globuli  II  ord.  solid,  so  ist 

die  gravitas  specilica ...  ■—  0,^26^068  n 
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sind  erst  die  globuii  III  ord.  solid,  so  ist  die 

gravitas  speeifica ~ 0,1818228.« 

sind  die  globuii  IV  ord.  solid,  so  ist  die 

gravitas  specifira ~ 0,0775305.« 

sind  die  globuii  V ord.  solid,  so  ist  die 

gravitas  speeifica ~ 0,0330595 . « 

Wenn  also  die  gravitas  speeifica  ultimae  materiac  sangüinem 
constituentis  so  schwer  wäre  als  Gold,  und  erst  die  globuii 
V*'  ordinis  solid  wären,  so  würde  doch  die  gravitas  speci- 
fica  sanguinis  schon  30  Mal  kleiner  seyn,  als  des  Golds,  und 
also  fast  um  die  Hälfte  leichter  als  Wasser.  Da  nun  die  gra 
vitas  speeifica  sanguinis  nicht  kleiner  ist  als  des  Wassers, 
und  die  ultima  materia  bey  weitem  nicht  so  schwer  als  Gold 
angenommen  werden  kann,  so  ist  ganz  klar,  dass  dieser 
modus  compositionis  cujusquc  globuii  ex  sex  minoribus  sich 
unmöglich  ultra  III'“"  ordinem  erstrecken  könne. 


Bey  dein  obgedachten  theoremate,  dass  knab  — a — b 
nimmer-  ein  numerus  quadratus  seyn  könne,  oder  dass 

^e‘n  numeru*  integer  per  quaternarium  di visibilis 
sey,  habe  ich  zwar  gesehen,  das8  P~  +“b—  infinitis  casibus 
ein  numerus  integer  werden  kann;  derselbe  ist  aber  allezeit 
entweder  impar  oder  doch  impariter  par;  infinitis  autem  va- 
loribus  pro  a et  b assumtis,  kann  + a + b njcjlt  einmal 


ein  numerus  integer  werden.  Sit  a — 1 , b — 1 , erit 

~ pp 2 und  also  entweder  impar  oder  impariter  par. 


Sit  a=l,  b — 2,  erit"i^±-6  = ^±f:  (2,6,  ik. 


26,  etc.) 


nehmlich  allezeit  impariter  par.  Sit  a ~ 1 , b — 3 . erit 
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A'/'-f ll  + t- welche  Fo’rmul  nimmer  ein  numerns -in- 

ab  3 


tcgcr  seyn  kann.  Sit  a — I , b~k,  erit  ** ; 

diese  kann  auch  nimmer  eiu  numerns  integer  werden.  Sit 
o ~ i , b~  5 , erit  PP~^a^~j!  — : (2,  3,  II,  1 k , 30,  etc.) 

entweder  impar  oder  impariter  par.  Sit  a ~ 2 , b~  2,  erit 
PP±"Jr<>  _ /j  2,  5,  10,  17,  26,  cte.)  welche  nu- 

ab  4 ' 7 

meri  entweder  impares  oder  impariter  pares.  Sit  a ~ 2 , 

b — 3,  erit  — (I,  5,  9,  21,  etc.),  alle  ir 

pares.  Sit  a — 2,  b~\,  erit  ^ ~ > also 

seyn  p ~ 2q  und  ^ int. ,.  welches  unmöglich.  Sit 
a~  2,  b — 5,  erit  ^ — PP~^2.,  welche  Formul  kein 

ab  lv) 


im- 


mun 


numerns  integer  seyn  kann.  Sit  a ~ 2,  b ~ 6,  erit 
— ^ • fl,  2,  6,  9,  17,  22,  etc.)  wo  kein  mul- 

tiplnm  quaternarii  vorkommt.  Wenn  man  vielleicht  diese 
casus  weiter  continuiret  und  wohl  erwägt,  so  könnte  man 

den  wahren  Grund  finden , warum  niemals  eia 

ab 

numerus  integer  per  k divisibilis  werden  kann.  Es  scheinen 
auch  aus  der  Form  J*  ausser  den  multiplis  quater- 

narii noch  andere  Zahlen  ausgeschlossen  zu  seyn,  als  z.  Ex. 
7,  denn  ich  habe  noch  keine  valores  pro  a,  b et  p finden 
können,  ut  fieret  — 7,  dem  ungeachtet  aber  kön- 

nen multipla  von  7,  als  lfc,  21,  etc.  herauskommen  Es 
scheinen  also  in  dergleichen  Speculationen  noch  . grosse 
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Geheimnisse  verborgen  zu  liegen  , wovon  dem  Fermalio 
einige  wichtige  bekannt  gewesen  seyn  mögen,  deren  Ver- 
lust um  so  viel  mehr  zu  bedauern  ist.  Ich  habe  an  Mr. 
Clairaut  geschrieben , ob  die  Manuscripte  von  Fermat  noch 
zu  finden  wärert.  Da  aber  der  goüt  für  dergleichen  Sachen 
bei  den  Meisten  erloschen  ist,  so  ist  auch  die  Hoffnung 
verschwunden  .... 

Der  Herr  Brigadier  ßaudan  ist  hier  noch  ausser  Dienst 
und  hat  sich  mit  einer  Mlle.  Mirahel  verheirathet,  die  ein 
artiges  Haus  besitzt,  welches  ich  für  2000  Rthlr.  gekauft 
und  dazu  von  Ihro  Königl.  Majestät  das  Privilegium  eines 
Freyhauses  erhalten  habe.  Dasselbe  liegt  zwischen  der  Fried- 
richs- und  Dorotheen  - Stadt,  nahe  bey  dem  Ort,  wo  I.  M. 
der  König  das  neue  Schloss  und  . die  Akademie  zu  bauen 
beschlossen  hat;  dass  also  die  Situation  nicht  erwünschter 
seyn  könnte. 

Euler. 
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LETTRE  XL1X. 


Euler  k Goldbach. 

Sonnairk«  Affaires  de  l'Acadlmie  de  St.-Pdter*b.  Oeuvres  de  Jean  Iternoutli. 

Correspondance  avec  Nie  ßcrnnulli.  Nouveau  volunie  des  MisceAlanea 
Berolinensia 


Berlin  d.  15  Dee.  1743. 

— — Der  Zustand  der  Akademie  in  Petersburg  gehet  mir 
wegen  des  Hn.  Raths  Schumacher  sehr  zu  Herzen:  am  mei- 
sten aber  ist  der  H.  Bcrnoulli  darüber  allarrairt,  weilen  er 
befürchtet  seine  bisher  genossene  Gage  zu  verlieren.  Es  wer- 
den anjetzo  des  alten  Hn.  Bcrnoulli  Schriften . so  noch  nicht 
publicirt  worden,  in  Genfeve  gedruckt.  Dieses  Werk  soll 
unserm  König  dedicirt  werden  und  der  Verleger  will  seihst 
herkommen  solches  zu  praesentiren.  Mit  demselben  werde 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  einen  Aecord  wegen  meiner 
Scientia  navali  zu  treffen  suchen,  welches  vermuthlich  die 
Akademie  nicht  übernehmen  wird.  — — 
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Ich  bin  anjetzo  auch  mit  dem  Hn.  Prof.  Nicolao  Ber- 
noulli  in  Gorrespondenz  gekommen.  Diese  hat  bisher  roulirt 

.über  die  summationcm  serierum  1 ^ -f- -V- _L. etc., 

worüber  derselbe  sehr  schöne  Reflexionen  gemacht.  Bei  die- 
ser Gelegenheit  habe  ich  demselben  eine  kurze  Methode 
coinmunieirt  alle  differentialia  htijus  formac 

a ß x y x*  -t-S.t*  -}-  etc.  * 

zu  integriren  vel  absolute,  wenn  möglich,  vel  ope  logarith- 
raorum  vel  quadraturae  circuli.  Diese  Methode  bestehet  darin, 
dass  man  erstlich  den  denominatorem  in  seine  factores  sim- 
plices  resolvirc;  weil  aber  öfters  einige  von  diesen  factorihus 
imaginarii  werden,  so  hatte  ich  angemerkt,  dass  da  alle 
factores  imaginarii  immer  numero  pares  seyn  müssen,  die- 
selben auch  so  beschaffen  sind,  dass  je  zween  mit  einander 
multiplicirt,  ein  productum  reale  geben.  An  diesem  Satz 
zweifelte  nun  letztens  der  H.  Bernoulli,  und  glaubte,  dass 
es  solche  formulas  gehe,  deren  factores  imaginarii  nicht  diese 
Eigenschaft  hätten.  Dieses  zu  behaupten,  brachte  er  diese 
Formul  x * — ix*  -f~  2xx  ix  -j-  V als  ein  Exempel  vor, 
welche  nachfolgende  ^ factores  simplices  imaginarios  hatte 
I.  * _ i _ j/(2  •-(-  V - 3),  II.  x — 1 4-|/(2+  V— 3), 
111.  x — — 1 — V{2  — V - 3),  IV.  x—  I -|-  V{2  — V — 3), 
von  welchen  man  seiner  Meinung  nach  nicht  sollte  zwey 
finden  können,  welche  mit  einander  multiplicirt  ein  pro- 
ductum  reale  hervorbrächten  *).  Dieses  Exempel  schien  mir 
anfänglich  meinen  Satz  umzustossen,  als  ich  aber  die  Sach 
reifer  überlegte,  so  fand  ich,  dass  der  I und  III  mit  einander 
multiplicirt  dieses  productum  reale  xx  — (24-l/(ü  + 2l/7))x 

•)  Voir  dans  le  II  vol.  la  2dc  lettre  de  N.  Bernoulli 
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1 4-  yr-f/(*  + »V7),  die.  zwey  übrigen  aber,  der  !( 
und  IV,  diese«  xx  — (2—y(V-f-2V/7))a;4-l-fV/7  — 
-f-  2 V 7)  geben.  Weilen  nun  durch  diese  Antwort  das 
gemachte  duhium  gehoben  wird,  so  vermuthe  ich  nun  von 
dem  Hn.  Bernoulli  zur  Recoinpens  eine  richtige  Demon- 
stration meines  Satzes:  Omnem  expressionem  algebraicant 
a -j-  ßx  yx1  -|-  dx3  t x*  -f-  etc.  vel  in  factores  reales 
simplices  p -j-  qx , vel  sattem  in  factores  reales  quadra- 
tos  p -(-  qx  -\-  rxx  resolvi  posse,  welcher  Satz  (den  ich 
ungefähr  wie  einige  theoremata  Fermatiana,  aber  nicht 
summo  rigore  demonstriren  kann)  in  der  analysi  von  sehr 
grossem  Nutzen  ist,  denn  (braus  folgt  omnem  fortnulam 
differentialem  vel  rationalem  vel  ad  rationalitatem  rcduci- 
bilem,  nisi  absolute  integrari  queat,  semper  certe  ope  vel 
logarithmorum  vel  quadraturae  circuli  integrari  posse. 

Mit  dem  neuen  tomo  Miscellaneorum  Berolin.  ist  man 
schon  ziemlich  weit  gekommen,  worin  fast  die  ganze  classis 
mathematica  von  mir  kommt*).  Weilen  ich  aber  von  den  in 
Petersburg  zurückgelassencn  Piecen  keine  Copien  habe,  und 
dieselben  entweder  sehr  spät  oder  gar  nicht  zum  Vorschein 
kommen  durften,  so  nehme  die  Freyheit  Ew.  gehorsamst 
um  Dero  Rath  zu  bitten,  wie  ich  am  füglichsten  zu  den- 
selben gelangen  könnte.  Ich  verlange  solche  gar  nicht,  um 
anderwärts  drucken  Zu  lassen , denn  dazu  finden  sich  im- 
mer Materialien  genug;  sondern  um  mich  darin  umzusehen, 
damit  ich  nicht  eine  Sach  zweymal  zum  Vorschein  bringe. 

Euler. 


*)  C'csl  Ic  tome  VII  contenaut  cinq  mernoires  d Euler. 
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LETTRE  L. 


Golübacii  ä Euler. 

So  mm  a IRE.  Expression*  qui  ne  pcuvent  jainau  produire  des  notnbres  quarrt*.  Valeur 
. nuralrique  de  (/2)*.  Norobre*  de  Lagni  et  de  Sharp  pour  U valeur  de  rr 
Globules  de  sang.  Sur  un  th^orerae  d’analyse  des  lettres  pr^cedentes.  Sum- 
mation de  quelques  slries. 


Moscau  d.  6.  Der.  1742 

In  meinem  vorigen  Briefe  hatte  ieh  n1  zrz  kpn — p — a1  als 
einen  casum  partieularem  hujus  n"  zu  kpn — p — n 1 ange- 
nommen, welches  aber  darauf  beruhet,  das»  oa  — (—  t durch 
kn  — 1 nicht  dividiret  werden  kann.  Ich  gestehe,  das»  ich  zum 
öltern  vermuthet,  es  würde  das  theorema  kmn  — m—iaza1, 
weil  kein  anderer  nutnerus  determinatus  als  % und  t darin 
vorkommet,  sich  durch  die  proprietates  quadratorum  per 
quaternarium  divisorum  demonstriren  lassen , insonderheit 
da  man  die  Wahrheit  des  theorematis  gleich  einsiehet,  wenn 
m ein  numerus  formae  ka-f-0  oder  ku — 3,  worin  schon 
die  Hälfte  aller  casuum  possihilium  begriffen  ist;  hingegegen 
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hat  sieh  allezeit  bei  den  casibus  m—ku  -l  und  nrzz.hu—  2 
eine  Diftieultät  gefunden,  bi»  ich  endlich  gestern  die  De- 
monstration folge  ndermaassen  eingerichtet : 

1.  Quicunque  numerus,  divisus  per  4,  relinquit  2 vel  3, 
ille  non  est  qtiadratus. 

2.  Si  ii I In  harum  quatuor  aequationum  iinpossihilium 

A . . .4 mn  — rn  — 1 
ß ...  kmn  — m — n 
C ...  hm n — ni  — n 1 
D . . hm n — n — 1 

est  vera,  omnes  siinul  verae  snnt;  quoniam  si  vera  est 

h in  n — in  — n" , vera  etiam  est  4 mn  — m — n“'1"1  et 

4 um — n — mn , et  rursus,  si  posteriores  verae  sunt,  vera 
etiam  est  prima,  nt  in  superioribns  litteris  ostensum  fuit. 

3.  Omnes  numeri  possibiles  pro  rn  et  n continentur  bis 
quatuor  easibus 

m — 4 m -|-  0 , m — h u -\r  1 , m“4«4-2,  rn  iz:  4 « -f-  3 , 

n ~ 4 c -f  0 , n~  4 e-(-  1,  n ~ 4 e -f-  2 , n — 4 n 3 , 

sed  per  applicationem  hortim  casuum  apparct,  quicunque 
sint  valores  ipsius  in  et  n,  semper  aliquam  quatuor  formu- 
larum  A , ß,  ('  et  I)  ita  di  vidi  posse  per  4,  ut  remaneat 
2 vel  3.  Sit  enim  in  vel  nzz  0 fquod  compendii  causa  sc:ribo 
pro  m ~ 4 « -(-  0 et  nzz.  4e-f-0  et  si«1  in  eeteris),  formula 
A vel  D divisa  per  4 relinquit  3. 

Si  in  vel  ri  — 1 , formula  A vel  D divisa  per  4 relinquit  2. 
Si  in  — 2.  nzz  -2,  C divisa  per  4 relinquit  2. 

Si  in  — 2,  nzz  3,  ) 

' ni .j  n _ g } ^ divisa  per  4 relinquit  3. 

mzz.  3,  n ~ 3,  ß rlivisa  per  4 relinquit  2. 

Ergo  ii  ii  lla  formularum  A , ß,  C,  D aequalis  est  quadrato. 
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Die  Zahl , so  ich  pro  / 2 von  Evv.  communiciret  bekom- 
men , muss  allerdings  unrichtig  abgeschrieben  gewesen  seyn, 
weil  sie  schon  in  der.  tV*';"  Ziffer  fehlet,  ich  bin  also  Ew. 
für  die  weit  accuratere  sowohl  von  dem  12,  als  dessen  qua- 
drato,  welche  in  Dero  letztem  Schreiben  enthalten  sind, 
verbundeh. 

Ein  dergleichen  Fehler  muss  gewiss  auch  entweder  in 
des  Mr.  Lagni  oder  in  des  Hn.  Sharp  numerum  pro  qua- 
dratura  eirculi  eingeschlichen  seyn.  NVenn  ich  mich  recht 
erinnere,  so  haben  Ew.  diese  Varietät  schon  längst  bemerket; 
weil  aber  doch  Mr.  Sharp  ausdrücklich  saget,  dass  er  auch 
von  der  letzten  Ziffer,  so  weit  seine  Zahl  gehet,  gewiss 
sey,  so  glaube  ich  vielmehr,  dass  in  der  Zahl  des  M.  Lagni, 
entweder  im  Drucken  oder  im  Abschreiben,  eine  6 für  eine 
5 gesetzt  worden,  welches  demnach  zu  rectificiren  wäre, 
wenn  die  in  dem  numero  Lagniano  nachfolgenden  Ziffern 
einigen  Nutzen  haben  sollen. 

Bey  dem  Punet  von  den  globulis  sanguineis  ist  mir  lieb 
die  Confirmation  meines  Raisonnements  zu  sehen;  ob  man 
aber  sicher  annehmen  könne,  dass  diese  globuli  mit  der 
ganzen  massa  sanguinis  cinerley  gravitatem  spccificam  ha- 
ben, zweifle  ich,  weil  nicht  allein  die  globuli  sondern  auch 
die  lympha  als  partes  constitutivae,  sed  heterogeneae,  die- 
jenige massam  ausmachen,  welche  nach  Ew.  hypothesi  bei- 
nahe so  schwer  als  .das  Wasser  ist. 


Was  Sie  von  dem  theoremate 


’ J — 1 + ITTl  + Ml  + M'  + 

ergo 

T-r+^C+^+räiC  ’ ' 


etc. 


+ ' n + 1 ' 3n-+- 


-)+etc. 
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erwähnen,  halte  ich  in  der  That  für  sehr  merkwürdig, 
nachdem  ich  sehe,  dass  man  dadurch,  data  summa  seriei 

1 # 4 + T 4 etc'  ’ die  •ummam  seriei  1 + 4 iS  *+" 

- — (-  etc.  finden  könne,  bcy  welcher  Gelegenheit  zugleich 
melde,  dass  ich  (wiewohl  per  ambages)  auch  dio  summas 
nachfolgender  sericrum 


gefunden  habe,  wozu  man  vielleicht  durch  einen  viel  nähern, 
aber  mir  unbekannten  Weg  gelangen  kann. 

Wie  ich  gänzlich  mit  Bw.  der  Meynung  bin,  dass  man 
die  Zahlen,  welche  vor  n anzunehmen  sind,  damit,  wenn 
n — p ein  numerus  priinus  ist,  auch  n p ein  numerus 
prinius  werde,  denotante  p numerum  primum,  nicht  gene- 
raliter bestiuimen  könne,  so  halte  ich  aiich  dafür,  dass  die 
numeri  2,  5t.  (*.  12,  etc.,  welche  tarn  addita  quam  demta 
Imitate  numeros  primos  geben,  schwerlich  generaliter  oder 
per  eertam  legem  progressionis  dürften  zu  finden  seyn,  so 
«lass  es  hoc  respectu  mit  beiden  seriebus  einerley  Bewandniss 
zu  haben  scheinet.  Go  Id  hach. 

P.  S.  Die  künftigen  Briefe  können  wieder  nach  St.  Peters- 
burg gesandt  werden. 
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LETTRE  LI. 

Goldbach  ä Ruhr. 

Sou  VA  im  Rcctification  d'une  erreur  de  U lut  re  pr&Sdenle  Summation  de  quel- 
ques  autres  «‘ric* 

Moscau  d.  24  Dec  174  2 

Ai»  ich  neulich  die  vermeinten  summas  der  beyden  letztem 
seriernrn  in  meinem  vorigen  Schreiben,  wieder  betrachtet, 
habe  alsofort  wahrgenommen , dass  selbige  aus  einem  blos- 
sen Schreibfehler  entstanden,  von  welchem  es  aber  in  der 
That  heisst:  Ai  non  errnssi-t,  fecerat  i/le  minus.  Denn  ich  bin 
durch  diese  Gelegenheit  auf  summationes  aliarum  seriernrn 
gerathen,  die  ich  sonst  kaum  gesuchet,  viel  weniger  gefun- 
den haben  würde. 

Ich  halte  dafür,  dass  cs  ein  problema  problematum  ist 
die  summam  hujus 

• 4"  ( * 4"  y»)  4-  3-»  (i  -H  yÄ  -+-  30.) 

^ 4 4 yn  4 4 
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in  den  casibus  zu  finden,  wo  m et  n nicht  numeri  integri 
pares  et  »ibi  aequales  sind;  doch  gibt  es  casus,  da  die  summa 
angegeben  werden  kann,  ex.  gr.,  si  m=l,  n~  3,  denn 
es  ist: 

1 + (*  + y)  ~h  ^ (*  + y + y) 

+ ?(*  + + etc-  = V • 

(wenn  n gewöhnlichermaassen  für  die  peripheriam  circuli, 
cujus  diameter  ~ 1 , genommen  wird).  Hingegen  weiss  ich 
die  summas  serierum 

A * • ' 1 + ^ (*  + t)  5*  C1  + T ~+~ 

+ i (‘  + T + T + t)+  etc-  und 

B ■ ■ • * + £ (*  + i)  + r*  (!  -+■  ^ 4-  p) 

+ i(1+F  + i + Ä)"t-etc- 

• • • 19tt* 

noch  nicht;  ob  ich  gleich  weiss,  dass  2 A -f-  B — -■  5 ^ 3< , 

wie  ich  denn  auch  die  summam  der  folgenden  beyden  se- 
rierum C -\~  D allezeit  finden  kann,  si  m et  n sint  numeri 
pares  quicunque 

C ...i  *4-55(1  + +2S+  js)4-  etc- 

* • * * H-  rfm  (l  “f  -pi)  + 3m  (*  + yi  4-  55)  + etc* 

Uebrigens  beziehe  ich  mich  auf  mein  voriges  Schreiben. 

G o 1 d b a c h. 


Cer  mp  ntath,  tt  phys.  T.  /- 


12 
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LETTRE  LII. 


Euler  ä Goldbach. 


Sou  M iim.  Gontinuation  des  recherches  des  lettre»  precldente»  sur  les  norubre» 
et  les  »Ines. 


Berlin  d.  5.  Januar  1743 

Ew.  Demonstration,  dass  imn  — m — n kein  quadra- 

tum  seyn  könne,  will  mir  noch  kein  völliges  Genüge  leisten. 
Denn,  ungeacht  dass,  wenn  kmn — m — 1 zn:D,  auch  seyn 
muss  kmn — m — niD  und  km  n — m — «*ieD,  so  folgt 
doch  nicht  hinwiederum  quibus  casibus  pro  m et  n suhsti- 
tutis  una  formula  quadratum  esse  nequeat,  iisdem  casibus 
reliquas  formulas  quadrata  esse  non  posse.  Dieses  erhellet 
aber  deutlicher,  wenn  man  die  derivationem  der  übrigen 
Formuln  aus  der  ersten  betrachtet,  nchmlich  aus  kmn—m — 1. 
Man  setze  also  m~kp — t,  so  kommt  k(knp  — n — p); 
wenn  also  kmn — m — t auf  keinerley  Art  ein  quadratum  - 
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•eyn  kann,  so  kann  diese  Formul  auch  kein  Quadrat  seyn, 
casu  m~kp — 1,  und  folglich  kann  auch  knp — n — p 
kein  quadratum  seyn.  Nun  aber  haben  Ew.  nur  gewiesen, 
dass  wenn  m vel  n sey  — 4«-f-  1,  die  Formul  k mn  — m — t 
kein  quadratum  seyn  könne,  und  dahero  folget  daraus  nicht, 
dass  knp — n — p kein  Quadrat  seyn  könnte,  eodern  casu 
n vel  p ~ 9m  -(-  1.  Ferner  ist  klar,  dass  wenn  man  nur 
bewiesen  hätte,  dass  kmn — m — 1 zc □ casu  m~ku — 1, 
daraus  schon  folgen  würde,  dass  knp — n — prnD.  Wenn 
aber  bewiesen  wäre,  dasB  knp — n — prn  □,  so  würde  da- 
raus nur  folgen,  dass  kmn — m — 1 kein  quadratum  seyn 
könnte  casu  quo  m~ku — 1,  aber  nicht  generaliter.  Wenn 
man  aber  nicht  beweisen  könnte,  dass  kmn  — m — 1 kein 
quadratum  seyn  könne  casu  m~ku — I,  so  würde  daraus 
schon  folgen,  dass  kmn  — m—n  ganz  und  gar  kein  qua- 
dratum seyn  könne.  Vielleicht  dürfte  aber  das  theorema 
generale  kmnp  — m — n=nD,  wovon  Ew.  keine  Meldung 
tbun , leichter  zu  demonstriren  fallen.  Es  ist  aber  für  sich 
klar,  dass  wenn  entweder  m -J-  n — 4 u -|-  1 oder  m-\-  n rr: 
ku  -(-2,  die  Formul  kmnp  — m — n kein  quadratum  seyn 
könne ; dahero  nur  die  beiden  casus  m -f-  n ~ 4 u und 
m -)-  n~ku-~ - 1 zu  demonstriren  übrig  bleiben.  Wenn  man 
für  den  ersten  Fall  setzt  m — 2u  -f-  a und  n~2u — a, 
so  hat  man  zu  beweisen,  dass  p(kuu  — aa) — u kein  Quadrat 

seyn  könne.  Es  kann  also  diese  Formul  , — — kein  nu- 

J ’iuu  — aa 

merus  integer  seyn.  Ponatur  a — 2u — c,  so  kann 

kein  numerus  integer  seyn,  und  hieraus  können  unendlich 
viel  schöne  theoremata  hemeleitet  werden.  Ich  muss  indes- 
sen gestehen,  dass  ich  aller  angewandten  Mühe  ungeacht, 
noch  keine  Demonstration  von  diesem  theoremate  habe  fin- 
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den  können,  das*  kmnp — m — n ;x:  quadrato.  Es  kommt 
aber  darauf  an,  dass  man  demonstrire,  dass  eine  solche  Zahl 
kp  a a -(-  i nimmer  divisibilis  seyn  könne  per  numerum 
formae  kpq — 1.  Es  sind  aber  alle  mögliche  divisores  for- 
mulae  Vpaa-j-l  enthalten  in  einer  gewissen  Anzahl  solcher 
Formuln  inp-(-l,  knp  -4-a,  knp-\-ß,  knp~\~y  etc.,  wo- 
bey  zu  merken,  dass  wenn  unter  den  Zahlen  a,  ß,  y etc. 
eine  Zahl  f enthalten  ist,  zugleich  alle  potestates  ipsius  f 
darunter  Vorkommen;  und  wenn  darunter  zwey  Zahlen  f 
et  g Vorkommen,  so  müssen  auch  alle  potestates  einer  jeden, 
und  alle  daraus  möglichen  producta  Vorkommen.  Wenn 
mau  also  einen  oder  etliche  numeros  pro  a,  ß,  y etc.  weiss, 
so  kann  man  zugleich  die  übrigen  linden.  Die  simpelsten 
divisores  aber  der  Formul  kpaa  -{-  1 sind  die  valores  dieser 
Formul  selbst,  wenn  pro  a ein  numerus  determinatus  ge- 
setzt wird,  und  also  hat  man  für  a,  ß etc.  solche  valores 
primitivos  fcp-j-1,  36p -|-t.  Daher  entstehen, 

wenn  man  alle  potestates  nimmt  und  solche  in  einander 
multiplicirt,  alle  übrigen  valores  litterarum  a,  ß,  y,  d etc. 
Es  ist  aber  klar,  dass  alle  diese  Zahlen  von  solcher  Form 

fcmp-j-i  seyn  werden.  Dahero  alle  divisores  formulae 

kpaa- 4- I nothwendig  also  seyn  müssen  knp  -f  kmp  -f-  t 
und  kann  also  eine  solche  Zahl  knp~-  t nimmer  ein  divi- 

sor  seyn.  Dieses  ist  aber  nur  wahr  in  sofern  die  divisores 

primitivi  von  der  Form  imp  + 1 sind.  Wenn  aber  ein 
derivativus  von  der  Form  kmp  — 1 wäre,  so  müsste  auch 
ein  primitivus  diese  Form  haben.  Hieraus  folget  nun  so 
viel,  dass  wenn  dieses  theorema  bei  kleinen  Zahlen  wahr 
ist,  dasselbe  auch  bei  grossen  wahr  seyn  müsse.  — W'enn 
gleich  Sharp  sagt,  dass  er  von  seiner  letzten  Figur  in  quadra- 
tura  rirculi  sicher  sey,  so  kann  doch  solche*  nicht  behauptet 
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werden,  wenn  er  nicht  zum  wenigsten  auf  3 oder  % Figuren 
weiter  hinaus  gerechnet  hat,  welches  doch  nicht  geschehen. 
Dahero  dieses  schon  als  ein  Merkmal  der  Accuratesse  zu 
halten,  dass  seine  letzte  Figur  nur  um  1 zu  klein  ist.  Ich 
kann  mich  auch  nicht  erinnern,  dass  ich  jemals  um  dieser 
Ursach  willen  an  der  Richtigkeit  des  Lagni’s  Zahlen  ge- 
zweifelt  habe.  — Bey  der  Materie  über  die  globulos  san- 
guineos  habe  ich  nicht  so  genau  angenommen,  dass  die  glo- 
buli  rubri  mit  der  ganzen  massa  einerley  gravitatem  speci- 
ficam  haben;  denn  meine  Reflexionen  bleiben  einerley,  wenn 
gleich  dieselbe  2 oder  mehr  mal  grösser  oder  kleiner  ange- 
nommen würde.  Unterdessen  ist  doch  so  viel  gewiss,  dass 
die  gravitas  specifica  der  globorum  rubrorum  nicht  so  sehr 
viel  vom  Wasser  differiren  wird;  es  wäre  denn,  dass  man 
dieselben  niemals  pur  ohne  Vermischung  der  lymphae  be- 
kommen könnte,  in  welchem  Fall  es  freylich  nicht  mehr  auf 
die  gravitatem  specificam  allein  ankommen  würde  um  die 
Unmöglichkeit  des  progressus  in  infinitum  zu  zeigen. 


Ich  hatte  dieses  theorema:  Si 


— SS  — — + «-p)  +2n-l-2Ct  "f"  n-j-1  + 


erit 


etc. 


dem  Hn.  Pröfesaori  Nicolao  Bernoulli  geschrieben,  wovon  • 
er  mir  nachfolgende  schöne  Demonstration  zugeschickt.  Er 
schreibt  xn  für  a,  und  l für  sx,  eritque 


sx~t~  x-\- 


,2n  + l .m+1 
+ 1n+{  + + etC‘ 


^ 1 3w^-i 

qua  differentiata  prodibit  dl rzdx(t  -\-xn -\-x*" -\-xln  + etc.). 
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Diese  zwey  series  multiplicirt  er  mit  einander,  terminos  se- 
cundum  potestates  ipsius  x ordinando,  und  bekommt 

tdt  = dx(x  4-x"+‘(l  +-Jr5)+;r*n+‘(l  . 

+ + + +3^fl)  + etc. 

quae  integrata  dat 

T“=T*-**=T**  + ^0+.-i5) 

+ tjt+tC1  + + iir+i)  + etc-;  - 

dividatur  per  xx,  et  ob  x”  — a erit 
y”=Y+  (*  + «4-1)  sn+sO  ii+7 


etc. 


Er  gebt  auf  diese  Art  weiter  und  multiplicirt  ^ tt  nochmal 
mit  dt  und  findet  post  integrationem 

{ ~£  n~^3  ("^  ( 4 n^l)) 

+ 3^(t+  ,7^3  (4  +/T4T?) 

+ ar+i  (4  + ^pr  + 2^n)) 

+ (t+  (*  + n-^i) 

+ T^Fi  (4  + + 5Tfl) 

“^sTTfiC1  “^n+J  “I-  3n4-l))"^elc‘ 

Utn  nun  auf  solche  summationes  zu  kommen,  dergleichen 
Ew.  gefunden , so  sey  n = 1 , erit 


:-4+T+y+  * +e,c=T/~ 


unde  fit 
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+ tO  + 4 + 4 + 4)  + etCl 

Sit  n — 2 , erit  s=i  + y + y + etc.  =^/- 
unde  fit 

■•••EO-SfO^T  + TO+Tj+TO+T  + T) 

+ t(!  + 4 + 4 + 4)  +etc' 

Sit  n — 2 et  a ~ — b , erit  s~  1 — 4 — |-  nr  — 4-  -+■  etc>  — 

3 5" 

+ A . tang.  Vb,  unde  fit 

C...^(^.UngV/4)'=i— i(.+i)  + ^(,  + i + l) 

-t(‘  + 7 + T + t)  + * 

Ponatur  in  A,  a~  — 1 ; et  in  C,  b — 1,  ob  A .tang.  I — — » 
erit 

.i(w  = i._i(l  + i)+i(,  + 4 + i) 

— i 0 + T + 7 + t)  + efc 

•¥  = T-r(>  + y)  + T(‘+i  + T) 
-?(,  + t + I + t)  + ',c- 
■7W=7(tWG  + 4)  + 7(tH+t)- 


u 


etc. 


Ä-F-5f-TW  = 

Vl  — K1  + T+?)  + I (‘  + T+T  + 7+7) 

“"40  + 4 + 7 + 7 + 4 +4  + 4)  + etc- 
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E + F-  — + = 

f*-K'-T  + T)+T('-T  + T-UT) 
-t(*-t+W+t-t+t)+ 


etc. 


Si  D subtrahatur  a seric 


«fr  11  11  11, 

12  — 2 2 ' 3 3 4 


ent 


C---¥-T<iS>'=‘--H'+i)  + T('  + T+T) 
_ t(‘  +T  + T + T)  + e,<;' 

Quoniam  si  fuerit  s~a  — b - {-  c — d -\-  e — etc.  et  < — a 1 -f- 
6*  -f-  c*  d*  etc.,  erit  summa  factorum  ex  binis  terminis 
seriei  s ~ ~ ss  — t eritque  adi  o 

t — — b.a  -(-  c (a  — b)  — d (a  — b -j-  c)  -|- 
e(a  — 6 -j-  c — d)  — etc. 

addcndo  ( erit 

—•  ss  — t—aa  — b(a — 6)-f-c(a — 6-}-c) — d(a — b- f-c — d) 
-4~e(a- — b-\-c — d-\-e) — etc. 

Sit  1=1— y + — T~^~T  — etc>»  s — 1%  et  t — **, 

linde  fit 

H i(/8/  + S=f*-T(‘-T) 

+ t(I—7  + t)  — 'K‘  — 5+T—'t)  + ',c=C- 

-t(‘-t+W)+~ 
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0+H---'£='-4'  + t(‘  + 4)-t('  + t) 
+*(•+4+4)— - 


leu 


1T~~  7' 1 + 40  + 4)  + 40  + 4+4) 
+ 40  + 4+4  + 4)  + etc- 

Hier  sind  nun  die  beiden  series  G und  / die  beiden  erstem, 
welche  Ew.  überschrieben. 

Es  ist  bey  der  series  1 + ^+  +-|-+4-^-(-+-(-etc. 
merkwürdig,  dass  dieselbe  nur  in  drey  Fällen  summirt  wer- 
den kann,  welche  sind  x~l,  x m — 1 und  x — •+  Der 
letztere  casus  folgt  aber  aus  der  serie  G kraft  dieses  theo- 
rematis : Si  s = 1 . a — -i  (a  6)  y (a  -}-  6 -|-  c)  — etc‘  er’4 

+ (a-*)+j^(a-26-(-c)4-~(a-364-3c— d) 

(a  — ^ 6 — |—  6 c — V ü?  -j—  — j—  etc.  Wenn  nun  für 

a -j-^  + c + ^ + etc-  d'e*e  series  t — + -)—  — — |—  — |—  etc. 

gesetzt  wird,  so  ist  s~~ — -^-(/2)\  Um  aber  zu  finden, 
was  diese  Expression 


l — 


+ 


n (n  - 1)  t n(n-l)(n-2)  I 


1 2 1 1.2 
betrage , so  setze  ich 

n x1  , n (n  — 1)  x* 

Hi  y 

und  dilFerentiando  wird 

/i(n-l) 


_ etr 

3 1.2.3  4 ^ ew% 


n x-  . 

'-X-T-2-  + 


n(»-l)(«-4)  x« 

1.2.3  4 ' etC‘ 


dz—dx(\  — y - x - . xx — etc.)  — rfx  (1  — x)n , 

dahero  integrando  z — — — ^ und  facto  x t fit 
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j 1_  , n(n  — 1)  1 

1 * 2 I 


n(n  — 1)  (n  — 2) 
1.2.3 


1.2  3 

Dahero  ist 

lf  ~ T — iTä  + Fl  + 3Ts  + irr«  + äTw  + ete- 

Was  aber  Ew.  beide  letztem  series  betrifft,  nehrnlieh 

P = ‘ — T ('  — t)  + 7 ('  — T + t) 

-t(* -t  + 7- n>)+etc- 
»=f‘-r(‘-T)+f.(‘-T  + T) 

-Ä0-T+T-r)  + * 

bo  ist  klar,  dass 

p-‘r  = (i—j  + i-T  + etc-')(  i— r+T 


+ etc.) 


— — / 2 

— 12 


und  also  wenn  die  Summ  von  einer  bekannt  wäre,  daraus 
die  andere  gleich  summirt  werden  könnte.  Es  ist  zwar 

&.‘=«-K‘-ö+t('-W) 

— iO  “t+t- i)  + etc- 

ich  habe  aber  noch  keinen  Weg  entdecken  können,  um  die 
valores  p et  q zu  bestimmen,  dahero  von  Ew.  die  Methode 
diese  series  zu  summiren  mit  grossem  Verlangen  erwarte. 
Wenn  Ew.  hernach  auch  diese  seriem 


— tO  ~ T + T“ ii)  + 


etc. 
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summiren  könnten , so  würden  die  beyden  series  p -J-  r 
die  schon  längst  gesuchte  summam  dieser  seriei 

etr- 

geben. 

Euler. 

P.  S.  Mr.  Glairaut  hat  mir  nun  geschrieben , dass  meine 
nach  Paris  geschickte  piöce  zu  rechter  Zeit  glücklich 
angekommen. 


• S 'I  r 

♦ 


hl*  ^ f r 

^t\  u i fr  t'n ‘.'tp' 

y*v5*<4  jfü  ins 

W T*9ft  **Sd  J»l  . 
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LETTRE  L11I. 


Edle»  ä Goldbach. 

So  MX  AI  RE.  R^ponse  a la  lettre  51^me.  Soramation  des  slries  de  Goldbach. 
Demonstration  d'un  th^oreme  de  la  thlorie  des  nombres. 


Berlin  d.  10  Januar  1743 

Ew.  haben  in  der  Thal  den  gemeldeten  Schreibfehler  als 
ein  grosses  Glück  anzusehen,  wenn  derselbe  zu  solchen  herr- 
liiben  Erfindungen  Anlass  gegeben.  Es  hat  mich  viele  Stun- 
den und  grosse  calculos  gekostet,  ehe  ich  nur  die  Wahrheit 
der  mir  gütigst  communieirten  Summationen  habe  einsehen 
können.  Ich  kann  mich  aber  auch  nicht  weiter  rühmen,  als 
dass  ich  dieselben  demonstrirt  habe.  Die  Methode,  wodurch 
ich  dazu  gelanget,  ist  ziemlich  weit  hergesucht  und  so  be- 
schaffen, dass  ich  auch  vermittelst  derselben  diese  summas 
nimmer  würde  herausgebracht  haben,  wenn  mir  solche  nicht 
schon  vorher  au»  Ew.  Schreiben  bekannt  gewesen  wären. 
Ich  habe  aber  nachfolgende  series  zu  Hülfe  genommen : 
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— ,i  + ^5  + p 4-  etc’  ■+■  5»  + ^ 4-  etc< 

C — ji  + 244-35  + ^44* etc • D—\  "f  4~  jt  + £*  4"  etc- 

K — Y*-+_^")_3»-+-^»  + etc-  F—  * 4-  ff  4"  4-  fr  4-  etc. 

G — + ? + + "f  etc-  H— 1 4 5*  + p + {s  + etc- 


von  welchen  die  suinmae  A,  C,  E,  G,  etc.  bekannt  sind. 
Aus  diesen  habe  ich  endlich  mit  grosser  Mühe  folgende 
hergeleitet: 

“ = 1 + T*  0 + t)  f h 0 +■  7 + i) 

+ ^(1+T  + T+T)“t-  ctc- = 4 A A- 
P — 1 fiO  +t)+?(i  + ?“I“t) 

+ ?(*  + 7 + 7 + l)4'etc-  — AC~  7BB 

y = 1 +5?  0 + t)  + ^0  + t+t) 

-1-  ff  (*  4"  + ■y  4-  4" etc-  — ^ F — B D -l_-~CC. 

6 — 1 + jr(*  + *0  + P 0 + 7 +■  {) 

+ £(l  + 7 + * + 7)  + ^ = ^C“Bir  + C* 

etc.  ^ DD. 

•i  — \ 4-  ^ (t  4-  4-  js  (*  + p + 3») 

4-  ^ (^1  4-  fi  -I-  p 4-  p)  4 etc-  — 2 A A + T G 
b = 1 4-  fi  (*  4-  i)  -I-  & (*  4-  & + i) 
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c — 1 4 h (*  + 4-  h (!  4-  i + h) 

+ 4»  (*  4:p  4 §5  4 p)  4e*c.=  2 BD — -jCCß-  -1-  G. 

d — 1 4 i (l  + i)  4 h 0 + 4- 

+ i(*  4 i +3^-i-4^)  4 etc-  — 2 B F 3CE 
+ i/>ö— i/. 

etr. 

p — 1 4-  5s  (1  4-  4 (*  4 5$  4-  jg) 

~t~  4»  (4  4-  ^ 4-  ji  + ji)  etr-  — -j  ß B + ^ 

? = 1 + ^ (*  4 £)  4-  3t  (»  4-  ? 4 

+ i (*  + r*  4-  J»  4-  4^)  4-  etc.  — y C C — | G. 

etc. 

Weilen  nun  Y,  C,  E,  G,  etc.  gegeben  sind , nehmlich 
A = T’  C — Vo>  E-ä'  G -Y^  etc’  80  Seben  obige 
scries  a=4  AA=~,  2ß-\-b  — 2AC  — ^ E~  * 

welches  Ew.  zwey  erstem  theoremata  sind.  Ferner  ist  auch 
2 y 4"  c — 2 A h — ~ CC  -|-  G und  ß ß - p ~ AC  -j-  -y  E, 
und  endlich  ist 

1 4-yt  (*  4*s)  4-j^ (‘  4 p + jpr)  4-  etc.  = JYTYYi’ 

Weil  aber  diese  meine  Methode  nicht  natürlich  genug 
ist,  so  ersuche  Ew.  gehorsamst  mir  Dero  Methode  giitigst 
zu  communiciren. 

Das  letzte  theorema  war  mir  gleich  bekannt , denn  wenn 
man  setzt 


Digitized  by  Google 


191 


+ et«-*-  «>«J  *’■ = » 4-  2«  -1-  5>+pi  4 etc’ 

und 

* — * .tm  + t,  4"  -jm-t-Ä  ■+■  elr- 

so  wird  seyn 

* 4"  2»  (l  4"  yn)  3”  0 4*  2™  “I”  3™)  4"  Pt0- 

1 4"  2»*  (l  + 2")  4"  3™  (‘  ^ 2»  4‘  3")  CtC 

Da  nun,  wenn  m und  n numcri  pares  sind,  die  summae 
r,  s und  t angegeben  werden  können,  so  sind  auch  in  diesen 
beiden  Fällen  diese  beiden  letzten  series  zusainniengenoinmen 
summabel. 

Seitdem  ich  Rw.  zugesebrieben , ist  mir  erst  eingefallen, 
dass  ich  Denselben  schon  vor  geraumer  Zeit  eine  rigorose 
Demonstration  von  diesem  theoremate  dass  imn — m — nm 
quadrato  überschrieben  hatte.  Solches  hatte  ich  aber  so  sehr 
vergessen,  dass  ich  in  meinem  letzten  schrieb,  ich  hätte 
aller  Mühe  ungeacht  davon  noch  keine  Demonstration  fin- 
den können.  Ich  will  also  diese  Demonstration  kürzlich 
wiederholen. 

Lemma.  Si  fuerit  p numerus  primus , haec  expressio 
af>~>  — 1 divisibilis  erit  per  p.  Hievon  haben  Ew.  die  De- 
monstration schon  approbirt.  Hieraus  raisonnire  ich  also: 
Sit  p~Kn  — 1,  erit  a4"- 1 — 1 divisibile  per  in — t,  si 
fuerit  in — 1 numerus  primus.  Ergo  a4n  — *-{-!  non  erit 
divisibile  per  in — 1.  At  a*"~ * — 1 (ob  in — 2 ~ nu- 
mero  impariter  pari)  est  divisibile  per  aa  -{-  1.  Consequen- 
ter  cum  a*"~ 1 _j_  j non  per  t|n — £ divisibilis,  nec 
ejus  factor  na-f-  1 per  in — I erit  divisibilis. 


rs  -\~  l — 
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Porro  si  aa  -}-  i per  null  um  numerum  primuni  formae 
kn — 1 fuerit  divisibile , etiam  per  nullum  numerum  com- 
positum formae  kn — 1 divisibile  erit.  Si  enim  km  — t 
non  fuerit  numerus  primus,  unum  saltem  factorem  primum 
habebit  formae  kn — t.  — Cum  igitur  aa  -\-  1 per  kn — 1 
di  vidi  nequeat,  haec  aequatio  eia-l-t— (kn — l)(km  — !) 
erit  impossibilis,  ideoque  aa  x 16mn  — km  — kn,  seu 
kmn  — m — n=c  quadrato  . Q .E . D. 
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LETTRE  LIV. 

Goldbach  k Euler. 


Som  MAIRE.  Racine»  imaginaire».  Theoreme»  de  nnmbres.  Somroation  de»  »drie». 


St.  Petersburg  d.  5.  Febr.  1745. 

Wemi  dasjenige,  was  Ew.  von  den  radicibus  imaginariis 
melden,  demonstriret  werden  könnte,  so  müsste  auch  folgen, 
dass  posito  c imaginario  quocunque,y  reali  quocunque,  und 
cV  (kc*  — f)  — r~  numero  reali , m ~ V ^ — c* 
n = — c*  — sowohl  m -j-  n als  e(m  — n)  reales  sind. 

Es  stünde  solchemnach  etwa  der  Casus  x* -f-  72x  — 20  zu 
untersuchen,  allwo  die  k divisores  sind,  positis 
c = i + V-2,/=-20,  ✓(.«•-/)  = S.  = T^-1, 

I.  x + c+y(-c'  + i):  n.  x+c-V/(_c-  + ^)| 
III.  .x  — c + V ^ — c*  — y ^ : I V.  x — c — V(^  — c* . 

Corr.  Math  et  phtf  *,  T.  I | o 
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Auf  Dero  anderes  Schreiben  vom  5.  Januar  habe  ich  zu 
antworten,  dass  die  Objection.  welche  Ew.  bey  kmn— in — t 
xzD  und  den  andern  Fnrmuln  machen,  schon  damals  zum 
Thcil  von  mir  bemerkt  worden  , wiewohl  ich  meynte, 
dass  selbige  leicht  würde  zu  sol viren  seyn.  Jedoch  glaube 
ich,  dass  alles  viel  kurzer  und  ohne  dergleichen  Casus  par- 
ticulares  zu  Hiilf  zu  nehmen,  demonstriret  werden  kann. 
Vorhero  aber  will  nur  ad  verba : Ferner  ist  klar , dass 

wenn  man  nur  bewiesen  hätte,  dass  4-  m n — m — t rr:  □ casu 
m — \u  — 1 , daraus  srJion  fallen  würde,  dass  knp  — n — p 
zrz  □.  Wenn  aber  bewiesen  wäre,  dass  'tnp — n — pznH, 
so  würde  daraus  folgen , dass  kmn  — m — t kein  quadratuni 
seyn  könne  casu  quo  m — hu — 1,  aber  nicht  generaliter . — 
diese  kleine  Erinnerung  machen,  dass  nicht  allein  B . . . 
knp  — n— pn=D  ein  Casus  parficularis  von  A...kmn—m — 1 
zu  □,  sondern  auch  A ein  casus  particularis  von  B ist, 
welches  natürlicherweise  contradictorium  seyn  würde,  wenn 
das  □ in  A und  B idem  quadratum  determinatum  bedeutete; 
nun  aber,  da  es  in  beyden  Fällen  di versos  valores  hat,  gar 
vVohl  bestehen  kann;  denn  gleich  wie  aus  dem  casu  parti- 
culäri  ipsius  A,  ubi  tn  — ku— !,  die  formula  u— n), 

oder  diese  äequivalens  B . . . hnn  — n — u zjz  □ entspringet, 
so  kömmt  aus  dem  casu  particulari  ipsius  B,  wenn  u ge- 
setzt wird  — kn*  p — n,  die  formula  knp  — p — IxD 
heraus,  welche  posito  p pro  numero  integro  quocunque, 
die  formulam  A gibt,  wie  denn  auch  generaliter 
kmn  — m —n2tt  ’zrzD  durch  die  Substitution  m~k  n*ap  — 
»(sofort  in  knp — p — 1 xD  verwandelt  werden  kann. 

Hier  sollte  die  neue  Demonstration  folgen;  weil  sie  mir 
aber  nach  besserer  IJeberlegung  selbst  kein  Genüge  thut, 
so  muss  dieser  Punkt  hi»  auf  eine  andere  Zeit  ausgesetzt 
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bleiben.  Indessen  habt*  ich  angemerket,  dass  die  propositio 
kpmn  — m — nxD  per  substitutionem  m ~ Kn*q — n,  in 
hanc  siniilem  Knpq — p — verwandelt  wird. 

Aus  der  mir  communicirten  Demonstration  des  tbeore- 
matis : Si  s — 1 + + etc. , erit 

T ss  — 4 + ^2  (!  + TTl)  + etc- 

erhellet  zugleich  die  grosse  Einsicht  des  Hn.  Autoris  in  der- 
gleichen Sachen,  und  die  unterschiedenen  applicationes , so 
Ew.  von  dem  theoremata  selbst  machen,  halte  ich  für  sehr 
merkwürdig.  Die  summae  serierum  G et  I sind  eben  dieje- 
nigen, so  ich  gefunden  hatte;  die  summa  D H war  mir 
auch  bekannt. 

Dass  die  summae  serierum 

/*='-t('-t)+1(,-T+t)-« *c- 

und 

?=-r 1 -t(*  ~ t)  + £(*  ~ [ + t)~ etc- 

so  ich  gefunden  zu  haben  vermeinet,  aus  einem  blossen 
Schreibfehler  entstanden  wären,  habe  ich  selbst  schon  in 
meinem  letzten  Schreiben  erinnert;  ich  hätte  dahero  auch 
an  selbige  series  nicht  gedacht,  wenn  ich  sie  nicht  in  Dero 
Schreiben  wiederholet  gesehen,  worauf  ich  denn  alsofoft 
befunden,  dass  beyder  summa  von 

1 i . i . 

z — * + etc* 
dependiret.  Ew.  inferiren  mit  grössestem  Recht,  dass  wenn 
ich  die  seriem 

auch  summiren  könnte,  alsdann  z~p-\-r  gefunden  feyn 
wurde.  Nun  lasset  sich  zwar  die  series  r gar  schön  suin- 
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fairen,  denn  sie  ist  ~ ’ aber  p weis*  ich  nicht  an- 

ders zu  exprimiren  als  durch  z — r.  Ich  hatte  auch  in  mei- 
nem vorigen  geschrieben , dass  icli  die  summam  seriei 

1 +i(*  ^t) "K-K1  + 4+t)  + etc- 

noch  nicht  wüsste:  selbige  aber  dependiret  gleichfalls  von 

Z2  TT* 

der  summa  z,  und  ist  — — — -4-  — -• 

2 2.3'. i 

Aus  Ew.  letztem  Schreiben  vom  19.  Januar  ist  mir  lieb 
gewesen  zu  ersehen,  dass  die  series  a,  ß und  b nicht  von 
den  leichtesten  zu  snmmircn  sind.  Was  nun  die  series  a 

und  2 ß-\-b  betrifft,  so  kommen  unsere  methodi  darin  völlig 
1 t€Jn* 

überein,  dass  a — •—  AA  und  2/9  4-  b ~ ■- ..  . _ : hierin 
7 1 7. 3*. 5. 7' 

aber  sind  sie  unterschieden,  dass  Ew.  Methode  gibt 
ß—  AC'—~  BB.  b — BB~±E, 

2 3 


meine  hingegen 

8 — 


7. 3*. 7 


BB  — 


li** 

7. 3*. 5.7' 


Den  valorem  p — ^-BB  — E finde  ich  richtig,  die  übri- 


gen habe  noch  nicht  untersuchet.  Meine  Methode  werden 
Ew.  aus  nachfolgendem  einigen  schcmate  gnugsam  pro  Om- 
nibus seriebus  huic  similibus  ersehen  können:  Sit 

A~i  +i  + ?-+'etr— T’  C— 1 ^ + e,c-=?5 

erit  duplum  summae  productorum  ex  binis  terminis  seriei 
4 aequale  A2 — C:  sed  hoc  dnplum  etiam  est  aequale  se- 
quentihus  seriebus 


(!)  ril)  (!!!) 
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(H 


— 2 ( 
V3.21 


+ 2 G5^*  + äT%i  + 3TÄ5  + iT«!  + etc  ) 
. (»)  (Hl) 

2(*+t)  (t+i: 


+ 2 G^V* + » + 


= 2 


(I) 

TT* 

3. 33 


(II) 


1 

3*  T* 

(III) 


4*.  7* 


etc 


) 


2(‘  + t + y)  (‘+-^4-^) 

3*  ‘ 3* 


etc. 


Wenn  nun  die  drey  columnae  perpendieulares  besonders 
summiret  werden,  so  entstellet 

m £(•+*+*+£+-•)=& 

(II)  — *(i  4-^f  (i  *"T  + t)  + etc’) 

(III)  — 2 (^1  -yi  (i  + Jj)  -f-  y*  (1  + Jt  + yi)  + etc-) 


Die  letzte  series  aber  ist  bekanntermaassen  gleich 


7 n* 
180  ‘ 

2n*  , ln*  —lOn* 


. , i ii  , I n __ 
3~6  ' T«Ö 


180 


also 

oder 


muss  die  mittlere  seyn  A 5 

1 -I“  T 0 + r)  + i (‘  + T + 4) 

+ i 0 + 4 + 4 + 4)  + etc-  — 1? 

Dass  das  theorema  kmn  — m — i zn  □ von  Ew.  schon 
längst  demonstriret  worden,  habe  ich  nicht  vergessen;  es 
ist  aber  nur  die  Frage  gewesen , ob  man  es  nicht  noch  auf 
eine  andere  Art  demonstriren  könne? 

Goldbach. 
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LETTRE  LV. 


SoMlilH  KrctiGfütion  d'un«  etreur  cornmi»«  dtn»  L Irttr«  pr^ctdfeirt«.  Ok«rvi- 
liovu  ultdrieure*  mr  U »nmination  de*  «drter 


d.  12  Februar  17  4*. 


Da  ich  anjetzo  nach  Königsberg  schreibe,  so  habe  Gegen 
wärtiges,  als  Postscriptum  zu  meinem  letzten  Briefe  an  Ew. 
mit  absenden  und  zugleich  einen  abermal  eingeschlichenen 
Fehler  corrigiren  wollen,  denn  die  summa 

P = ' — 7 ('  ~t)  +T  ('  — T + 4)  - <*• 


ist  nicht  z 


Hl 


n . >1*11  , 

— . sondern  z — (-■ u. 


wenn 


w— 1 ~40  +4)+40  +4+4) 
— 40+4+4+4)  + 


etc. 
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Setzet  man  ferner 


~4)  + f( 

1 ~ T+T. 

-T  + T- 

t)  + etc-  * 

so  wird  u -j-  i>  — - • 

Sonst  habe  ich  auch  observiret,  dass  wenn  man  setzet 
^ — t -4 — y -H  yf'-yf*  etc, 

ß = A+Ä(i  + i)  + 3^(‘  ? + »•) 

+ Ä 0 + T»  + 3»  + i)  + etc‘ 
alsdann  seyn  werde 

TÄZ=-Z—  + etc- 

Ich  weiss  nicht,  ob  dergleichen  Casus  hishero  sonderlich 
betrachtet  worden , ubi  series  ~ oo  dividitur  per  aliam 
seriein  — oo.  Ich  mag  mir  nicht  die  Mühe  nehmen  zu 
* sehen,  was  per  actualem  divisionein  der  seriei  B durch  2A 
vor  termini  herauskommen  möchten,  weil  ich  vermuthe, 
dass  dieselben  sehr  confus  aussehen  werden. 

Wenn  man  ferner  setzet 

— iC  + 1 0 + i)  + T (‘  + T> + p) 

i /,  , i l i \ . 

+TV1  + + 1»  + V)  + etc 

. , C B ,,1.1  1 . 

so  wird  — — ^ — z — 1 -f  3,  -j-yj  -f-  etc.,  woraus 

aber  nicht  folget,  dass  2C—B,  sondern  nur  dass  2(' — B 
ein  infinite  parvum  sey  respeetu  ipsius  B vel  C. 

Goldbach, 
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LETTRE  LVI. 


ElJMCR  ä (lOLDHACH. 


Summ  Al  re  Rdponie  aus  deui  lettre»  pn*ccdente»  Mime*  »ujet». 


Berlin  d.  26.  Kebmar  1743 

— — Die  über  die  Akademie  hochverordnete  Commission 
hat  mir  letztens  die  versprochene  Pension  auf  das  Gnädigste 
confirmirt  und  der  Hr.  Admiral  Graf  Golowin  pressirt  mich 
sehr  meine  Scientiarn  navalem  nächstens  gegen  eine  ansehn- 
liche Rccompens  pinzuschicken.  Ich  habe  solche  völlig  zu 
Ende  gebracht  und  nur  um  Erlaubnis  gebeten,  solche  vor- 
her abschreihen  zu  lassen. 

Was  ich  von  den  radieibus  imaginariis  acquationum  ge- 
meldet, dass  dieselben  immer  dergestalt  paarweis  genommen 
werden  können,  dass  sowohl  das  Product  als  die  Summ  von 
zweien  real  werde,  kann  ich  zwar  nicht  generaliter  demon- 


Digitized  by  Google 


20t 


striren,  aber  doch  von  allen  aequationibus  sexto  gradu  in- 
ferior ibus,  ingleichen  auch  von  dieser  weit  generaleren  ae- 
quationc  ax‘ ” -f-  ßxtn  -f-  yxi"  -(-  dx *"  -f-  tx"  -\-  de- 

notante  n nurneruin  integrum  quemeunque.  Dahero  der  von 
Ew.  gemeldete  casus  keine  Schwierigkeit  hat.  Ich  glaube 
aber,  dass  in  den  Expressionen  ein  kleines  Versehen  seyn 
muss,  weilen  dieselben  nicht  zusammenstimmen;  denn  wenn 

c — t -j-  Y — 2 und  f— — 20,  so  w ird  V (^c* — J)—'\  ^ 
und  nicht  — — , Ich  bin  den  Spuren  Ew.  nachgegan- 

gen, und  glaube,  dass  Dieselben  auf  diese  Aequation  gekom- 
men seyn  würden 

x 1 -f  8 ( a a 4-  ßß)  x V 2 (ß  ß — u a)  + 1 2 « ' — 10  a*  ß2  -j-  1 2 ß*  — 0, 
welche  erstlich  in  diese  zwey  factores  imaginarios  resolvirt 
wird 

xx-\-2{a-\-ß  V — i)x-\-kaßV  — l — 2(/f/J — aa) 

— 2 (a—ßY—  1)  /2 (ßß—  aa)  — 0 

XX 2(a+ßY—i)x+kaßY—l—2  (ßß—aa) 

+ 2(a—ßY—i)Y2(ßß  — aa)  — 0, 
dahero  die  k radices  sehr  complicat  seyn  würden.  Demun- 
geacht  aber  ist  eben  dieselbe  Aequation  auch  ein  Product 
von  diesen  zweyen  factoribus  realibus 

xx  -t-  2x  f 2(ßß  — aa)- J-  Gßß  — 2 ua  ~ 0 
xx — 2xY2(ßß — ua  -\-2ßß — 6«a~0 
woraus  die  Wahrheit  meines  Satzes  erhellet.  Ueberhaupt  aber, 
wenn  zwey  factores  imaginarii  in  se  ducti  dieses  productiim 
reale  x*  Bxx  Cx  -|-  I)  herausbringen  sollen,  so  müs- 
sen dieselben  also  beschaffen  seyn 

xx  (b-\-cY  — i)  x — aa  — ab  -f-  b<:Y — 1 4 - acY  — t 
xx  — (b  ß-  cY — t)a; — aa  ab  -\~  bey  — 1 — ac  \ — 1 
Nun  aber  kann  das  produrtunt  dieser  zwei  factorum  ima 


0 
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ginariorum  auch  in  diese  zwey  facto  res  reales  resolvirt 
werden  xx4-2a;r4'00  — 6 6)  (x  x — 2 a x 4-  aa  -j-  ce). 
Gleichergestalt  wenn  eine  Aequation  nachfolgende  b radices 
imaginarias  hat 

I.  x — p-f  qV — 1-f  V(pp-\-2pqV — t — qq  — r — sV  !) 

II.  x~p-\-qV  — 1 — V(pp-\-2pqV — I—  qq — r — sV — 1) 
IH.xrrp  — qV — I -\-]/(pp — 2 pqV — I — qq—r~\~sV — 1) 
IV.  x — p — q V — t — V {pp — 2 pqV- — I — qq — r-j-sV — I) 

um  abzukürzen,  setze  ich  pp  — qq  — r~l,  2 pq  — s~u, 
so  wird  erstlich  V(tt-\~uu)±  t allzeit  eine  quantitas  posi- 
tiva,  und  folglich  V ( — t -j~  Vitt  -j-  mm))  eine  quantitas 
realis  seyn.  Dieses  vorausgesetzt,  so  ist  die  summa  radicum 

I -f  III  = 2p  4-  V(2 1 4 2 Vitt  4 uu))  ; summa  II  4"  IV  m 
■2p  — V{2t 4-  2 |/((t4  '<«))>  productum  radicum 

I . Ill^ipp  4 qq  -\-p  V (2  t 4"  2 V(tt  -j-  uu))  -\~V(lt- f-  uu) 
4"  q V( — 2t  -j-  2 V ( tt-j - uu)) 
productum  radicum 

II  . IV  — pp  4-  <77  — P V{2t-\-2V(tt-\-uu))  4-  V(tt  -4  uu) 

-\-q  V( — 2<4-  2V{tt  -4- uu)), 

welches  alles  quantitates  reales  sind. 


Ew.  transformatio  formulae  kpmn — m — n zjz  □ in  hanc 
knpq  — p — q^c:  □ °PC  »ubstitutionis  m~'tn'q  — n kann 
ein  grosses  Licht  zur  Demonstration  geben.  Denn  wenn 
man  nur  demonstriren  könnte  dass  Wpmn  — m — n kein 
Quadrat  scy,  wenn  m eine  Zahl  ist  von  dieser  Art  \nnq — n, 
so  würde  zugleich  demonstrirt  seyn  dass  \ pmn — m — n 
nullo  modo  ein  Quadrat  seyn  könne.  Eine  gleiche  Trans- 
formation geht  auch  an  durch  diese  Substitution 

m = (»npr*-~^-CTl-) 

' ' ' knp  — t 

oder 


« 
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i /«.  vja  n((4n/>),0+l  - 1) 
m — Knn  (knp)'ay  — -S-  t ^ 

Ich  kann  auf  keine  Weise  herausbringen , dass  diese  seriet 

i , t /,  ‘Nil/,  > , t\  . (*r*-3)ß. 

r-T’i  -tC1  -tI  + tO  ~~T  + y)— etc‘  — ~e * 


denn  da  alle  termini  evoluti  von  dieser  Form 


XX  (x-j-n) 


sind. 


I t 1 _i . l _ 

n xx  nn  x nn  (x-|-/i) 


» so  folget  nach 


und  — 

xx(x-|-n) 

der  von  Ew.  mir  gütigst  communicirten  Methode,  dass 

rtnl'l 


r 


1 + i(*  sH1  +T  + T)“t_etc-’ 


also  musste  seyn 


12 


— 1 ~ i (‘  + t)  + ?(f  + T + t) “ etc- 


Ich  finde  aber  die  summam  dieser  series  per  approximatio- 
nem  = 0,750fc,  und  folglich  grösser  als  12. 

Dass  diese  series 

ß=i  +^(*  +t)+?(*  + T + t) +**•—■ AC~~  TBB 

habe  auch  durch  Ew. . Methode  gefunden.  Dass  ich  also  die 
Summ  ^ 3>  ^ — yBB  für  verdächtig  halte,  weilen  proxime 
— 2,54335  und  y ßß—  0,722k7,  und  also  der  valor 

für  ß viel  zu  gross  herauskäme,  dieses  wird  noch  mehr 
bestätigt,  wenn  Ew.  angeben 

b — 1 ■+•  i C1  + i)  + r*  (!  + ^ + i)  + etc- 


— BB 


II  X* 


lld* 


1.3*.5.T 

denn  da  BBzz  I,kkk9k0  und  ^ j — 1,86513,  so  wurde 
b negativum  werden. 

Für  die  von  Ew.  mir  gütigst  communicirte  Methode 
sage  tausendfältigen  Dank,  indem  dieselbe  weit  leichter  und 
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natürlicher  auf  diese  series  leitet,  als  diejenige,  welehe  ich 
gebrauchet  und  sehr  embarassant  ist.  Um  aber  diese  herr- 
liche Methode  auf  die  folgenden  Casus  zu  appliciren,  so  habe 


dieses  Lemma  gebraucht 


1 -i  J (1  + _1_  'v ( 1 - 1 V 

xn (r a)n  — a"  \x"  ~ (x-\-afn)  «"  + ' \.rn~l  •+•  (x+a)"-'J 

»(»+0  ( 1 t 's 

_r  l.*2.an  + 2 V"-2  ~ (x+a)"-*/ 

_ /»(>,  + 1 J(r, -f- 2 j / l_  _ » , 

Vr"-*  H"  ' 

bis  man  ad  potestates  primas  ipsarum  x et  x a kommt. 
Von  den  signis  ambiguis  gelten  die  oberen,  wenn  n ein 
nuinerus  par  ist,  sonst  die  unteren.  Wenn  auch  ungleiche 
dignitates  mit  einander  inulfiplieirt  werden,  so  dienet  die- 
¥ l l 


ses  Lemma: 


xm(j-|-a)rr  x**(x-\-aY 


(1 

|_  " - | 

f 1 - - 1 A 

\xm  — (x+a)mJ 

1 l.an+‘  1 

■+•  (,r  a m — 1 ) 

_j_  f _L  -I- 1 'N  _ etc 

iJV'  + * \ m ( l _ I N 

' am\x”  ~ I «'"  + 1 \x"-1  _t_  (*-f a)n-'J 

, _m(m+0  / I + 1 'S  t 

> t.l.am  + 1 \xa~*  ~ (x+fl)"“*/ 

Wenn  man  nun  setzt  P — t 4-  -j-  + etc., 

Q — 1 •+  2"  + Jn'  H“  jjn  “+■  etC.  et  Z — * + -ytr+h  + Jm  + 5 
4-  ^srqHS  + et(-,  so  fi*>det  sich 

I*  Q — % — + j ^ + 'J7r~^7n  + JäJpn  et<'" 

“I  |1"  "H  2 .1 " 3m.iin  “t“  e^C' 


i * —g- — |— — -L- 

’ 1 jm  ■ ,ln  f \m  ' 3".5m  ’ 


1 1 l 1 

i |‘3”  • 2"*An  ' 3m.'5"  ' e ( 
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-j-  , 4m  2". 5™  4*  3 ” . 6 m 4 e*''- 

4 ?T4"  4 '2 ,n . 5 " 4 3m.Bn  4 PtC‘ 

etc. 

Wenn  man  nun  sowohl  gleiche  als  ungleiche  dignitates  mit 
einander  multiplicirt , wie  Ew.  unfehlbar  werden  gethan 

haben,  so  finde,  wie  schon  vorher  gemeldet,  ft— A C — ^ B B 

und  b~BB — — E und  wenn  man  weiter  geht  und  setzt 

a — * 4 + 51)  4"  elc- 

0=1  4 5s(*  4 ^r)  4 Ktv 
Y = * 4 (*  4 y)  + t>tc- 

so  findet  sich  y — A K — B D -f-  4-  C C und  2 « -f-  5 ft  — 
10  B ö — y CC,  wo  .4.  B,  C,  D,  etc.  die  vorgemeldten 
valores  behalten. 

Die  series  etc.  will  sich  noch 

auf  keine  Art  tractiren  lassen.  Ich  fand  letztens  per  appro- 

ximationem,  dass  BB  — A welches  ziemlich  genau 

eintrifit,  aber  doch  nicht  Stich  hält,  denn  es  ist 

BB=z  l,UWW7m3  und  A = 1,61193106681, 

A — 4-—  l,Ufc93i0668&  und  BB  — A — ± 4- 

5 ’ 5 r 100000000 

Inzwischen  ist  der  nexus  zwischen  dieser  Serie 

B—  1 4'  <2»  4 3s  4 -f-  etr- 

und  den  längst  bemerkten  Brüchen 

■ 1 1 3 5 «91  35 

T ’ J6  ’ fi  ’ ip’  IT  ’ jTo’  2 ' 
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remarquabel;  denn  wenn 

1 1.1  3,5  691  , 35 

J — T T + ¥ ~ w + ¥ — öiö  + T — etc- 

»«  ist  B 1 +-^-s.  Der  Beweis  davon  steht  in  meiner  Disser 
tation : De  inventione  termini  summatorii  ex  dato  termino  gene- 
rali. Denn,  wenn  inan  setzt  z—  f — )—  ^ -J-  . . - -A , und 

B=l  + -f- etc.  in  inhnitnm,  so  wird 

ß_ » , i 1,11  11,11  31 

— " ' 2x*  «i*  ' 2 ‘ 2.r4  6 ’lx*  ' 6 - 3^4  |0  ’ 2*“* 

5 1 691  1 , 

+ T ' 2P7  üb  ‘ 2*14  + etCl 

Wenn  man  also  für  x eine  beliebige  Zahl,  als  10,  nimmt, 
so  kann  man  per  additionem  actualem  Z finden:  es  wird 
nehmlich 


Z—  1,1 9753198567  k 1932516686862869780 
dahero  ist 

® — Z~\~  2ÖÖ  2000  40000  12000000  1200000000  ete- 

und  wird 

ß=  1,20205690315959k. 

Gleichergestalt  können  auch  die  lummae  serierum  reliqua- 
rum  potestatum  gefunden  werden,  nachdem  man  einige  ter- 
rninos  ab  initio  actu  addirt  hat.  Als  es  sey 

Z — i 4~  5»  »,nd  N—  1 -(-  55  3S  4"  <‘tc-  *n  *nf- 


so  wird 


jV= 


1 1 J . » 1 

n-  1 ' x”~i  1.2.i"  ( 1.3' 

*(„  + l)(/,+2)  1 . 1.  (1.4-I)..  .fn + ») 1_ 

1.2  3.4.5  * 6-r"-*-*  1 1.2.3.  ..2  *6jr"+‘ 

n (/j 1 ) . . . (/i  -j~  6)  3 . l)...(w -^-8)  5 

1 .2.3. . .9  ' 10x"+  7 ' 1.2.3  .11  8r"  + * 

11  («4-1)... (*+10)  691 

1.2.3...  13  210.r"+»>  “T  et<* 
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Durch  diese  Regel  habe  ich  nachfolgende  summa»  vero  pro- 
xinias  gefunden 

1 4-  i + h + etc‘  — 1 ,6*W3W668*8286W6  — A 
1 “t"  Ji  + ^ + etc-  = 1,202056903159594281  = B 
1 +5*  + i + etc.  = 1,082323233711138191  ~C 
i + fg  + ft  -+-  etc.  = 1,036927755106863293  = 0 
14-  ji  -f  3»  + etc.  = 1,017343061984449139  = E 
I + X-\-  ir+e tc.  — 1,008349277386601872:=  F 

Z o 

‘ 4-  fs  ■+•  f,  + etc.  — 1,00\077356197944339  = ti 
1 + ‘4.  L 4 el,..  — i ,0020083928260822 1 0 = H 

* o 

1 + öroH-  jtö  etc.  — 1,000994575127618085  = / 

1 -f  -n  4-  -J-,  4-  etc.  = 1 ,000494 1 8860k  194651  = K 
t _j_  J-f+ete.  = 1,000246086553308048  = L 
I ^4-  etc.  = 1,000122713347585744  ~ M 

1 4.  J__|_  J.  4_  etc.  — 1,000061248135058704  = N 
1 4.  ' 4 _1_|_  etc  — 1,000030588236307020  = 0 
1 4 _1  4-  _i  .4  etc  — 1 .0000152822594-08657  = P 

Bald  wird  der  7T  tomus  von  den  hiesigen  Miscellaneis 
zum  Vorschein  kommen,  welcher  ziemlich  stark  seyn  wird, 
indem  ich  allein  in  der  mathematischen  (dass  auf  28  Bo- 
gen habe.  Darunter  ist  eine  grosse  piCce  von  dem  Gonieten 
des  vorigen  Jahres  und  eine  neue  Art  die  series 
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* + 2 in  + p-h  + pH  + etc- 

zu  summircn,  welche  bloss  allein  durch  Differentiation  ge- 
•ehiehct.  — Vor  etlichen  Wochen  hat  man  wiederum  einen 
Gomcten  allhier  gesell n,  welcher  aber  ohne  Schwanz  und  sehr 
klein  war,  auch  nur  10  Tage  lang  aus  dem  Dracone  durch 
Ursam  majorem  in  Leonem  minorcm  gehend  observirt  wor- 
den; es  ist  aber  keine  so  accurate  Observation  gemacht  wor- 
den , wodurch  man  seinen  Lauf  bestimmen  könnte.  Die 
Opera  Job.  Bernoullii  omnia  werden  bald  aus  der  Presse 
kommen  und  unserm  König  dedicirt  werden.  Es  nimmt 
mich  sehr  Wunder  ob  Ew.  mit  der  Akademie  in  gar  kei- 
ner Connexion  mehr  stehen. 

Euler. 
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LETTRE  LVII. 

(i  OL  UBACH  ä F.  Ul.  KR 

Sun  Hi  i m M^iu«  Htjrii. 


St.  Petersburg  d.  SS  Mar«  |74S. 

Endlich  stellet  sich  die  demonstratio  nova  ein,  so  im  Fol- 
genden bestehet: 

Lemma  t.  Si  aeqnutio  B ...  km n — m — J ~ a1  non  es! 
possihilis  easu  quo  ni  est  numerus  hujns  formae  ku  - — 1 , 
neqne  ullo  alio  easu  ipsius  m erit  possihilis,  ut  in  superie- 
ribus  litteris  ostcnsimi  fuit. 

Lemma  2.  Si  vera  est  aequalio  B,  vera  etiam  erit  C . . . 
kMn  — M — 1 — posito  M zz.  2a  4-  m -+-  kn  — 1 , fiel 
mim  A ~a  kn — 1. 

Sed  aeqnatio  C non  potest  fieri  vera,  nisi  iW  sit  numerus 
hujns  formae  W — 1 (per  leirnna  1),  erit  igitur  Af  — Kv-~  I 
~ 2a  -4-  fcn  • — 1-j-V«  — 1,  ergo  kv  —2'a  -j-  'in  ku  — 4, 

Corres p math.  etphyj.  T.  /.  | V 
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Remarques  hätte  schreiben  sollen,  man  alsdann  nicht  seinem 
Exempel,  sondern  seinen  Regeln  zu  folgen  habe.  Es  ist 
mir  also  sehr  lieb,  dass  Ew.  an  meiner  Methode  etwas 
Gutes  gefunden,  ohngeachtet  in  die  von  mir  angeführten 
Exempel  einig*:  Fehler  cingeschlichen  sind. 

Wäre  mir  Ew.  lemma  , wodurch  ---  „ in  andere 

xm  (x-\-a)n 

series  resolviret  w'ird , eher  bekannt  gewesen,  so  hätte  ich 
die  erwähnten  summas  viel  leichter  und  ordentlicher  finden 
können.  Ich  habe  indessen  angemerket,  dass  wenn  die  summa 
seriei,  deren  formula  generali*  ist  ^ 1 $ für  bekannt  an- 

genommen und  ~ a gesetzt  wird,  alsdann  jede  series,  cujus 
terminus  generalis  est  ^ r ubi  p sit  numerus  quieun- 

que  integer,  exprimiret  werden  kann  per  n et  quadraturam 
circuli,  hingegen  kann  ich  die  series  hujus  formae  , 

dato  p numero  quocunque,  nicht  anders  ad  quadraturam 
circuli  reduciren,  als  cognitis  summjs  trium  casupm  p~  11, 
p — \0,p~9,  aut  aliorum  trium  his  aequivalentium. 


Es  wird  Ew.  vermuthlich  nicht  schwer  seyn  Ihr  lemma 

. . axtn~  24-l3.rI”  — ,4-7T*”  — 44-ctc. 

auch  auf  L-:-- — „ ‘ . — 2,1  extendiren:  so 

ist  z.  Ex.  positis  p ~ \ , qzz.—  3 , r — -f- 1 , die  summa  seriei 

o.r2-f-/3  jr-f-y  «(64u-f-sr* — 6 rr)  t (S(lfiu-|->t* — 4/r)  2»r) 

(4x  — 3 )*(■•*—  I)*  ä*  ' 2*  ’ 2* 

wenn  u die  summam  seriei  - — — — - andeutet. 

('n-3)* 

Iingleichen , wenn  p~\,  q — — 2,  r — 0 , so  wird  die 
summa  seriei 

ax'+ßx+i  arc1  . ß («■*-«/?) 

(U-llbU)*  'är  • 2»  T“  3. -2» 


Wenn  man  setzet  erzy-f  y-(-  y 
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i — 4-  -"t ‘L  (v  4.  _i_ ) _| 

nn(n-J-l)  («-|- 1)1  nn\  rt-j-1'  6(n-)-l)« 


ß=: 


(/*  4-D*  ('■ 

+ £ 


■a”+3)  ft.  4— L-  | -L-\ 

*4-^;*  («  +T?  \ n+  1 ' n -\-2/ 


6("+‘iK«  + 1) 

r_  » - _ 1 -| — 1 | — L-^ 

L — i„+-2)\n  + 3)  («+3)*(«+3)#  ^ ^ „ + 1 ~ „ + 2 T „ + 3J 


so  werden  die  quantitates  AC  et  DB  desto  weniger  von 
einander  differiren,  je  grösser  der  numerus  n genommen 
wird. 

Was  Ew.  von  der  summa  seriei  B in  Dero  Schreiben 
beyfiigen,  halte  ich  für  sehr  merkwürdig.  Die  Dissertation 
de  invenlione  lermini  summalorii  erinnere  ich  mich  nicht  ge- 
sehen zu  haben , weiss  auch  nicht,  ob  dieselbe  in  Berlin  oder 
allhier  herausgekommen  ist.  Für  die  mir  communicirten 
summa*  in  terminis  decimalibus  danke  ich  ergebenst. 


G o ldbach. 
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LETTRE  LVIII. 


Euler  ä Goldbach. 

Som  maire  Insuffisance  de  la  demonstration  de  Goldbach  du  thloreme 

brn  n — m — 1 ~~T~  a*.  Resolution  de»  fraction»  rorapo»ee»  en  frartions  »rrople».  f 
Rapport  fini  entre  deux  M^rie»  infinit»  Le  terme  gt'nlral  d’une  j^rie  *tant 
donnl , trouver  le  terme  »onuuatoire  de  cette  i^rie  Methode»  d’approximation 
pour  trouver  le  norabre  rt. 


Berlin  d.  0 April  1743 

Ew.  bin  ich  für  die  mir  gütigst  überschriebene  Demonstra- 
tion, dass  kmn — m — t keine  Quadratzahl  scyn  kann, 
gehorsamst  verbunden.  Die  raisonnemens  darin  sind  wegen 
der  propositionum  exclusivarum  und  infinitarum,  so  darin 
häufig  Vorkommen,  so  tiefsinnig,  dass  ich  \iele  Muhe  gehabt, 
ehe  ich  dieselben  habe  völlig  einsehen  und  aus  einander 
wickeln  können,  und  die  gewöhnlichen  Regeln  der  Logik 
scheinen  mir  dazu  kaum  hinlänglich  zu  scyn.  Alles  beruhet 
auf  dem  ersten  lemmate,  und  wenn  dasselbe  seine  Richtig- 
keit hat,  so  ist  an  der  Demonstration  nicht  das  Geringste 
auszusetzen.  Ew.  bernfep  sieh  wegen  dieses  lemmntis  »uf 
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Dero  vorige  Briefe,  au*  welchen  ich  diese  Demonstration 
gezogen : 

I.  Si  knx — x — 1 cst  quadratum  casu  x~m,  tum  erit 
etiam  quadratum  casu  x ~ Ifirnn1 — kn — 1. 

II.  Ergo  si  inj; — x — 1 non  esl  quadratum  casu 
iGmn1  — kn — 1,  tum  eadem  formula  knx—x — t non 
erit  quadratum  casu  x — rn. 

III.  Cum  igitur  16mna — kn  — 1 contineatur  in  forma 
Ve — 1 , si  demonstretur  forrnulam  knx  — * — 1 quadratum 
esse  non  posso  casu  x ~ kv — I,  tum  etiam  certum  erit» 
forrnulam  kmn  — nt — I quadratum  esse  non  posse. 

IV-  Quare  formula  kmn  — m - 1 quadratum  esse  non 
poterit,  nisi  quadratum  sit  haec  formula  knx  — x — I exi- 
stente x numero  formae  kv  — 1. 

V.  Quoniam  ergo  hae  formulae  kmn—m  — 1 et  knx 
■ — x — I congruunt,  formula  kmn  — m — 1 quadratum  esse 
non  potest  nisi  sit  m numerus  formae  — 1. 

Wenn  diese  letzte  Conclusion  ihre  Richtigkeit  hat,  als 
worin  Ew.  erstes  lemma  besteht,  so  ist  die  ganze  übrige 
Demonstration  vollkommen.  Allein  eben  diese  letzte  Gonse- 
quenz erwecket  bei  mir  einen  Scrupel,  welchen  ich  nicht 
wohl  mit  Worten  ausdriicken  kann.  Dass  aber  dieser  mein 
Scrupel  gegründet  sey,  kann  ich  dadurch  zeigen,  weilen 
man  auf  gleiche  Art  beweisen  konnte,  dass  kmn — m -(-1 
kein  quadratum  seyn  könnte,  nisi  sit  m numerus  hujus  for- 
mae i v -f-  l , welches  doch  falsch  ist.  Diese  Demonstration 
würde  also  lauten : 

I.  Si  4 n . r — x -4-  I est  quadratum  casu  x — m , erit 
etiam  quadratum  casu  zu  I6mn*  -f  U-f  I,  fit  enim 
(Umn*  — IGmn1  f-  I6n  * — 16n 1 (4-m  u — m -f-  t). 
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II.  Ergo  si  4 /» x — x -+-  t non  fuerit  quadratum  casu 
jt  n lGmnJ  -f-  t 1>  ■ non  wit  quadratum  haec  forma 
4 m n — ni  -i-  1. 

III.  Cum  igitur  16  mu1-)-  4«-|-  1 contineatur  in  forma 
4-  v -}-  1 , si  demonstretur  formulam  knx  — x -|- 1 quadra- 
tum esse  non  posse  casu  x~  Vu-j-l,  tum  simul  certum 
foret,  hanc  formulam  4mn  — m -j-  I prorsus  quadratum  esse 
non  posse. 

IV.  Quare  formula  4mn — m -j-  1 quadratum  esse  non 
poterit,  nisi  quadratum  sit  haec  formula  4nx  — x -(-  1 casu 
x—  hv  -f-  1. 

V.  Quoniam  ergo  formulae  4mn — m-j-let4nx — x-|-  1 
congruunt,  formula  4 in  n — m -(-  1 quadratum  esse  non 
poterit. nisi  sit  m numerus  formae  4o  -j-  1. 

Da  nun  in  dieser  Demonstration  ein  Fehler  gewiss  steckt, 
so  kann  auch  die  vorhergehende,  als  welche  dieser  in  allem 
gleich  ist,  nicht  admittirt  werden.  Vielleicht  können  aber 
Ew.  von  Dero  erstem  lemmate  eine  andere  Demonstration 
geben,  welche  dieser  Difficultät  nicht  unterworfen  ist,  deren 
Richtigkeit  am  füglichsten  auf  gleiche  Art  erkannt  werden 
kann,  wenn  nehmlieh  Ew.  aufsuchen  werden,  ob  eben  das- 
selbe ratioeinium  nicht  auf  die  Formul  4mn  — m + 1 sich 
appliciren  lasse. 

Was  die  'andere  Demonstration  betrifft, . dass  4 p m n — 
tn  — n kein  quadratum  seyn  könne,  so  kommt  gleicherge- 
stalt die  ganze  Sach  nur  darauf  an,  dass  man  richtig  be- 
weise, dieselbe  Furmul  könne  keine  Quadratzahl  geben,  nisi 
sit  m ~ knnq  — n.  Wenn  dieser  Satz  seine  Richtigkeit  hätte, 
so  würde  die  folgende  Demonstration  nicht  einmal  nöthig 
seyn , weilen  ob  eandem  rationem  auch  seyn  müsste  n ~ 
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4 mmr — m,  and  folglich  zugleich  m < n und  n < nt,  wel- 
che» unmöglich  ist.  Man  könnte  aber  auf  eben  diese  Art 
auch  beweisen,  dass  pmn — m — n nimmer  ein  quadratum 
seyn  könne,  denn  kraft  eben  des  vorigen  ratiocinii  musste 
pmn  — m — n kein  Quadrat  seyn  können , nisi  sit  m — 
nnq  — n;  nun  aber  würde  dieser  Schluss  der  Wahrheit  doch 
nicht  gemäss  seyn. 

Ungeachjt  ich  aber  auf  diese  Weise  in  dem  ratiocinio  ei- 
nen Fehler . verspüre,  so  muss  ich  doch  gestehen,  dass  ich 
denselben  nicht  deutlich  darthun  und  vor  Augen  legen 
kann,  welches  doch  sehr  nötliig  wäre  um  in  andern  Fällen 
denselben  desto  sicherer  vermeiden  zu  können. 


Meine  Regel  um  eine  solche  Expression 

axk  -\-hx*~  1 cx*  — * -f-  etc. 

C px  -<j)m(rx-s)” 

in  ihre  partes  simplices  zu  resol viren,  wenn  nur 
verhält  sich  folgendergestalt.  Sint  partes  quaesitae 


<px-q)m  (/>*-?) 


B , C D 

— q)m~  * ' (px  — qtm~  * (/i  X — q)m~ 1 ' 


+ 


(Px  — 1) 

M 

px  — q 


i a i_  * , * . 

' tr.r  — i)n  ' (r x — s ) " ~ (rx  — s)n~ 1 ' (rx  — f)n—  * ' * V 


4*: 


SD? 


Ponatur  brevitatis  gratia  o'x  — >)” — Q et 

qnaerantur  per  differentiationem  rontinuam,  posito  dx  con 

. dQ  ddQ  d*  Q d*  O ~ 

»tante,  vaiores  * , -r » ~ etc.  entnne 

dx  dx 2 d je 1 * d x*  1 
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A-Q, 

c— 


1 dQ 


1 l.pp  dx * 


Simili  modo  ponatur 


B — 


ddQ  n—  1 . 

• ' D=rrr?-^’  *>tr' 


t.p  d x 

p 


posito  x — ^ 


■ b x*  * — {—  < 


, *—  * 


-f-  etc  


it>x  - iY 


S , erit 


21  = A\  = 

1 . r rf.r 


J 

1.2.rr  rf?’ 


1 rf*  5 

® — i.äXT5  *</x»'  ett'- 


posito  x ~ • 


Wenn  also  diese  Formul  ..  ar  * r j>roponirl  wird, 

(ix  — 3)*  (ix  — I)*  ■ ' 

6 


um  die  partes  m + fTTZTiv 


ix-3  1 (ix  — I)2  ' ix  — I 


zu  linden. 


A 

(4-r~3) 

so  wird  erstlich 

ft axx-\-bx-\-c  dQ 2ax-\-b  8(iixx-f-ix-{-c) 

” (ix  - I 2 ’ dx — (fix  — 1)*  (ix  - 1)» 

und  posito  x — ^ ob  p ~ V et  q — 3,  erit 
A — &-  iit c.  — l a _l_  ± b + — c 

i 64  1 1 6 1 4 

Ü—l_  (ia  + b _ f*  - 6 ft  — 8 c\  _ __  i 

* \ i H J 64  » « 

Hernach  ist 

q axx  -f-  bx  -{-  c dS 1ax-\-b  H (axx -f- 6x-f- c) 

(ix -3)*  ’ dx  ~ (ix-3)1  (ix -3)» 

und  posito  x ~ ob  r~kels~  I,  erit 

a = — - o + -b  + - c 

i 64  1 16  1 4 

-f -U  4-  -c 

^ 4 \ i ' H ) 84  1 8 1 4 

lieh  wird 

diese  partes  resolvii 

° U»(ix  - 3); 

/ (l«(Vr  _ 3V 


4*  ^ * 

4 ’ 8 “ 

Folglich  wird  die  proponirte  Expression  J ^ ’n 


i 


* 9 3 | ■ i 

“ ■ ° V6i(ix  - 3)'  fiiTi'r  ^3)  ' "■ ' ■ - - 1 2 ' 


6i(i  r — 3)  T Ri  ( ix  - |)2 

‘ . * 1 
TT  T 


s t i - 3, 


•+ 


iß  fi  x - iy 


Kl  (i  x — |) 

1 

8 (4  x - 1) 


,) 
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+ cC 


4 (4* -3)*  4(4x-3) 


1 + L_ 

— 3)  ' 4(4*  — 


7p  "f"  4(4* 


hü 


Wenn  also  die  gegebene  expressio  ein  terminus  generalis 
seriei  infmitae  ist,  ub 


itn 

8 


et 


fiT-  3 Jttx-i—  4 et  /(4*-3)*  /(**-!)* 

“ — 

wie  Ew.  annebnien,  su  wird  derselben  seriei  summa  seyn 


— a 


f nn 


Öl2 


1 3 jr\  . ,,  it  n . 1 rr  \ . tnn  n\ 

8 U — iSß)+  8 “~iä)  + Cl*i  "Tg) 

= VÄ4-  16C)  + ^a  + Ä;  — ^Sfl  + Sft  + tSc). 

Wenn  also  a~  — b,  so  kann  die  summa  seriei  per  solam 
quadraturam  circuli  angegeben  werden. 

Dass  die  drey  Formuln  A,  B,  C,  posito 

v—{  + T + y + ' ‘ * v 

so  beschaffen  sind,  dass  wenn  n ein  numerus  valde  magnus 
ist,  proxime  AC  — B2  seyn  wird,  deucht  mir  daraus  klar 
zu  seyn,  weilen  in  diesem  Fall  dieselben  Quantitäten  sogar 
fast  einander  gleich  werden. 

Wenn  die  summa  seriei  - — * — v für  bekannt  an^enom- 

(3* -2)*  ° 

men  wird,  so  ist  auch  die  summa  seriei  * bekannt, 

(3*-  t)^ 

und  da  in  beiden  die  termini  alterni  besonders  summirt 
werden  können,  so  findt  man  daraus  die  smnmam  seriei 
denotantc  n numerum  quemeunque  integrum.  Ilier- 

l 


(6  .r  ■+;  n)1 


aus  ist  ferner  klar,  dass  um  die  seriem  — — ; — rr  zu  sum- 

(12*^  n)* 

miren,  drey  casus  diversi  ipsius  n für  bekannt  angenommen 
werden  müssen. 

Ew.  Postscriptum  vom  t2'*n  Februar  habe  ich  wohl  er- 
halten , und  weilen  ich  auf  die  fürnehmsten  Punkte  schon 
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geantwortet  hatte  und  nicht  wusste,  dass  Denselben  die  Briefe 
franco  zugesteilt  werden,  so  habe  meine  fernere  Antwort 
bis  jetzt  verspart.  Ew.  darin  enthaltene  Reflexion  über  zwey 
series,  deren  jede  eine  summam  infinitain  hat,  doch  aber 
unter  sich  eine  rationein  finitani  haben , ist  sehr  merkwürdig. 
Dergleichen  series  können  nach  Belieben  auf  folgende  Art 
gefunden  werden.  Sit  seriei  a b c d etc.  zz  A 
summa  infinita,  hujus  autem  seriei  ce— j— 1— y -}-  d-+-  etc.  — B 
summa  finita , erit 

ABzzaa-\-b(a  c(u-f-Ji  -)-■/) -4- d(a  +-|3-f-y+^)+etc- 

■ -]ry(a-{-b)  -f-d(a  etc- 

hier  ist  aber  die  summa  seriei  inferioris  finita  und  folglich 

j4  R 

evanesrirt  dieselbe  prae  superiori,  dahero  ist— — zzB,  oder 

4-  ff-l-7-M)  •*- ctc 

g-(-  b -j-c  -f- d -f-  etc. 
a —\ — d "4“  y d ~j”  etc. 

ferner  ist  auch  b -j-  c -j-  d -j-  e 4-  etc.  ~ 4 und  also 
AB  — ba  -f-c(a-|-^)  -j-  d{a  (t  -j-  y)  -f-  etc. 
welche  zur  obigen  gethan  gibt 

2 AB—  (u+b)a-\-(b+c)  (a +/?)• 4- (e + d) (a+ß +}')  + etc.  = C 

und  also  zz  B.  Wenn  Azz  l -j-  "I“  "J  "H  Y "t-  e*c*  un<^ 

Bzz  i ^5  -f-  rs  + etc.  80  kommen  Ew.  series  heraus. 

Meine  Dissertation  de  inventione  termini  summatorii  ex 
dato  termino  generali  seriei  ist  in  dem  8t<‘"  tomo  Commen- 

tariorum  gedruckt.  Dieselbe  bestehet  kürzlich  darin,  dass 
l 2 a 4 * 

wenn  man  setzt:  A B-^-C-\- D-\- . . XzzS  oder  wenn 
S den  terminum  summatorium  einer  series  andeutet,  deren 
terminus  generalis  ist  n;  ,Y,  das  ist  eine  quantitas  ex  indice 
x utcunque  composita , so  wird  seyn 
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f , . X i dX ■ 1 d*  X I rf*  X 

S—JA ®*  -r  772  ■t-  h-t.i.i.dx"'  T 12  . 5 5?  ' T'i 2.:.Trfi? 

3 d'  X , ft  </*  -V 

7Ö  * 1 .2.  . .9  rf*’  ■ G * 1 2.  . Urft* 

691  f/'*X 

~ 2lÜ  * 1.2...l3</.r"  e ,:' 

da  ob  integrationem  [Xdx  eine  solche  eonstans  muss  addirt 
oder  subtrahirt  werden,  das»  die  ganze  expressio  wird  ~ 0, 
wenn  X — 0. 


Wenn  also  zum  Exempel  der  tenninus  suuimatoriiis  von 
dieser  Serie  1 ete. . . x*  gestiebt  wer- 
den soll,  so  ist  Xzzx1,  jXdx'ZZ  — x* , dd^  — 

7 . Sxs,  f ^—G.l.Sx*,  (i**—  5.6.7  Sx* , f f — ü.5.6.7.8x», 

ax * 7 dx%  rf.r* 

5.6.7.8x,  — 0 nnd  die  folgenden  diffe- 

rentialia  alle  evanesciren.  Dahero  wird 

'S’*  t*  yx  i3 x +'9X  - 

f 

So  oft  also  X eine  funetio  integra  von  x ist,  weilen  bey 
einer  jeglichen  Differentiation  die  dimensiones  abnelnnen,  so 
muss  immer  ein  terminus  siinunatorius  in  forma  finita  ge- 
funden werden.  Wenn  aber  der  terminus  generalis  X eine 
Fraetion  ist,  so  gehen  auch  die  differentiationeg  in  infinitum 
fort  und  folglich  wird  der  terminus  sumraatorius  per  seriem 
infinitam  exprimirt.  In  diesem  Pall  kann  auch  die  conslans 
adjicienda  nicht  anders  gefunden  werden  als  dass  man  da- 
tum terminorum  numerum  actu  addire  und  die  constantem 
so  annehme,  dass  in  diesem  P’all  die  bekannte  Summa  heraus- 
komme. Als  es  sey  .S  — t -{-  ^ 4 A A 4"  etc. 


l 


so 


ist  X — A u,,d  / Xdx  zz  Gonstant. 


r — s fern« 

2 xx 
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dX  _ 3 ddX_3.it  d’X  _ 3 4 8 X 3.4*6  1 

rfx  ar4’  </-r*  -r4  * «/**  a*  ’ x* 

Dahero  wird  S — Const. 


1,1  1 1,11  113  l ^ 

Ixx  Ix*  2 " 2a4  ' fi  " 2x*  6 *2r*  ’ 10  * 2jt10  C C‘ 

Um  die  constantem  zu  finden,  so  addire  man  actu  10  ter- 
minos.  Gesetzt,  die  gefundene  Summe  sey  N,  so  muss,  po- 
sito  x—  10,  S—1S'  werden,  also  wird 

Const ,N-\~  2. 10* 2.2. 104  2 6.10* 2.6.10*  etc‘ 

woraus  diese  eonstans  verae  proxima  leicht  gefunden  wird. 

Hiernach  kann  man  leicht  die  summam  seriei  ad  datuin 
quemvis  terminuni  finden,  und  wenn  man  die  summam  in 
infinitum  verlangt,  so  setze  man  x — oo,  und  da  wird 
S — Gonst. , also  die  eonstans  inventa  ist  die  summa  seriei 
in  infinitum  rontinuatae. 


Wenn  man  diese  seriem 

— J L.  -1 ! 1 1 \- _J_. 

aa  > a„  + l ' + 4 ' aa-|-9  * 1 aa-\-aa 

aetu  summirt,  so  ist  die  Summ  deswegen  merkwürdig,  weil 
durch  dieselbe  die  quadratura  eirculi  so  nahe  gefunden  wer- 
den kann.  Es  sey  s~  — -I -| j — - -4—  • - • — 1 J — , 

J aa  ‘ aa-f-1  ' aa  4 ' aa-f-aa 

so  wird  proxime  seyn  tx  — 4o.t — — -|-  • Als  wenn  man 

setzt  o — 1 , fit  t ~ 1,5  et  jt  — 3,166666  ...  zu  gross. 
Si  d ~2  fit  s — -i-  4-  y 0,575 ; 4 <15— 4. 6 und  also 

n — 3,14166666. . .zu  gross. 

Sit  « 3 fit  *=  i -f  *-  ^4-^  — 0,3435897435897435897 
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= i2.s—  V,  1230769230769230 
subtr  — — 1 

a 

add.  — — 0.0185185185185185 

fiaa 

fiet  n — 3,1415954415954415.  Diese  Expression  gibt 

also  die  Peripherie  immer  zu  gross.  Ich  habe  demnach  den 

excessum  gesucht , und  gefunden , dass  sey 

3.1  1 1 l . S l 

71  * OS  a ' y ' 1 .3 aa  ' 6 ’ 2*. 3. Ta»  I”  6 * 24  5.11a10 


2*  5. 11a10 


33  1 43662 

T " 2*  . 2. 13  a14  ' 42 


2*. 9. 19a'* 


854513 


2692292 2 


210  1 1 .Ija** 


21S  . 13.22a2* 


allwo  dieser  letzte  terminus  ungemein  klein  wird,  -wenn  a 
mittelmässig  gross  angenommen  wird;  denn  es  ist  schon 
«**^2153552990,  weilen  e*  — 23,14069.  — Ew.  waren  ein- 
mal auf  Operationen  bedacht,  wie  man  Zahlen  finden  könnte, 
so  ohne  einige  legem  fortgingen,  um  zu  versuchen,  ob  man 
nicht  etwa  auf  eine  solche  Art  die  Zahl  ;r  2=3,14159  etc. 
herausbringen  könnte.  Solche  irreguläre  Zahlen  können  nun 
gefunden  werden  durch  die  ordentliche  Division,  wenn  man 
bev  jeder  Operation  den  divisorem  um  1 vermehrt;  als  aus 
diesem  Exempel  zu  sehen 

1 2 2 4 5 2 6 4 4 10  1 10  9 6 15  6 9 18  9 

Dividend  1,0000000000  0 000  0 0 00  0000 
Di  visores  I,  2,  3,  4, 5.  6,  2,8,9. 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 12, 18. 19,20 
Quötus  0, 46478274  3 9 07  6 3 9 3 4-9  't  etc. 

Wenn  ich  nehmlich  so  viel  mal  nehmen  könnte,  dass  nichts 
übrig  bliebe,  so  nehme  ich  einmal  weniger,  damit  diese 
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Division  in  infinitum  fortgehe.  Wenn  man  nun  auf  eine 
solche  Art  die  quadraturam  circuli  finden  könnte,  so  hielte 
ich  dieselbe  für  so  gut  als  würklieh  gefunden. 

Auf  die  vorher  beschriebene  Art  durch  die  series  n ~ 
kas  — ^ -f-  etc.,  wenn  für  a eine  etwas  grosse  Zahl, 

als  10,  genommen  wird,  kann  der  valor  ipsius  n auf  viel 
Figuren  ziemlich  leicht  gefunden  werden,  allein  da  die 
coöfficientes  sehr  irregulär  Fortgehen,  so  halte  ich  keine  Me- 
thode bequemer  um  den  valorern  ipsius  n zu  finden,  als  die- 
jenige, welche  schon  längstens  einmal  gefunden.  Ich  weiss 
nicht,  ob  Ew.  derselben  sich  noch  erinnern;  sie  bestehet  aus 
zwey  seriebus,  deren  jede  stark  convergirt  und  auch  leicht 
per  approximationes  auf  sehr  viel  Figuren  summirt  werden 
kann.  Ks  sey  nehmlich 


i 

jTT* 


1 

t/J* 


13.  V 
1 




— 1,1  T J.2>  5.2*  2.2*  ^ 9.2*  11.2* 

n J_  i \ 1 I | * _i 

l.l’  3.2S  ' 5 . 2*  2.2T  ' 9.2*  11.2“  ’ 13.2“ 

so  wird  seyn  rt  — k A -}-  2 B oder  es  ist 

_L  _j__L  j L . ' 

2.2*  ' 9.2*  T 10.2*  ' II  24 


etc. 


etc. 


_ , , • i J 

* — 3 + T — O“  71' 


i 

13.2* 


1 

7*  2» 


rW-hetc. 

Da  in  diesen  seriebus  nur  die  potestates  binarii  Vorkommen, 
so  kann  ich  auch  solche  geben , worin  nur  die  potestates 
von  2 und  3 enthalten  sind.  Also  wenn  man  setzt 

r — J 1 ! L * * | e»r 

U — 2 3.2»  5 2*  2.2’  ' 9.2*^  11.2“'' 

und 

D-1 L i J L+  J. L 

U — 3 3 3*'  5.3*  2.3’  ' 9.3*  11.3“ 


etc. 


so  wird  seyn  n~\C-\-hD.  Diese  series  scheinen  mir  nun 
weit  bequemer  zu  sevn , als  diejenige,  welcher  sich  Sharp, 
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Machin  und  I.agni  bedienet,  als  welche  ihre  grossen  Zah- 
len durch  Hülfe  dieser  seriei 

2t'3  2V3  . 2^3  2F3  . 2i  3 

* = 1 3.3  ' V3*  — 7.3»  + «Ts?  ~ etr- 

gefunden,  welche  nicht  so  stark  convergirt,  als  eine  von 
den  obigen,  und  noch  dazu  dieser  Schwierigkeit  unterwor- 
fen ist.  dass  man  erstlich  k 3 auf  so  viel  Figuren  als  man 
haben  will  suchen,  und  dann  diese  beschwerliche  Zahl  be- 
ständig dividiren  muss.  Deswegen  kann  sich  in  keinem  ter- 
mino  eine  revolutio  periodica  figurarum  finden,  wodurch 
mair  die  folgenden  Figuren  aus  den  vorhergehenden  finden 
könnte.  Dahingegen  bey  meinen  seriebus  dieser  Vortheil  in 
einem  jeden  termino  stattfindet,  so  dass  ich  wohl  10  ter- 
minos  per  frartiones  deciinales  von  meinen  seriebus  evol- 
viren  wollte , ehe  Lagni  einen  einzigen  von  seiner  evol- 
virt  hat. 

Euler. 
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LETTRE  L1X. 

Goldbach  ä Eulf.ä. 

So  kl  Mi  i rk.  Cootinuatioo  tur  Im  rühmet  cujeti. 


St  Petersburg  <L‘4.  Mai  1744. 

Ich  ■ehe  in  der  That,  dass  das  letztlich  angeführte  lemma  t. 
nicht  alsofort  aus  dem,  was  ich  vorher  von  der  aequatione 
Kmn  — m — 1 — a*  geschrieben  hatte,  erhellet;  dahero  bitte 
ich  nachfolgendes  raisonnement  in  cönsideration  zu  ziehen: 
Si  in  aequatione  E . . . kmn  — m — 1 — o*  ponatur 
mniv  — 1 , v—kn*M  — n et  a*  ~ 16»*  A */  transmutabitur 
aequatio  E in  F...knM  — M — 1 — A1  quae,  cum  non 
differat  ab  aequatione  E , nisi  sola  specie  litterarum  M,  A 
et  m,  a,  et  pro  unaquaque  harum  litterarum  poni  possint 
omnes  numeri  integri  aftirmativi,  necesse  est  aequationetn 
E et  F unam  eandemque  esse.  Si  vero  in  E solus  valor  (ex 
hypothesi  impossihilis  m~kif — f comprehendit  aequationeui 

Corr.  math.  et  phy%,  T.  f.  ■ r 
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F in  omni  sua  amplitudine,  quae  aequatio  t revera  aequi- 
valet  acquationi  E > sequitur,  per  casum  v — 1,  si 

impossihilis  est  in  E,  non  magis  excludi  omnes  casus  pos- 
sibiles  aequationis  F,  quam  omnes  Casus  possibiles  ipsius 
aequationis  E , rum  nullus  casus  possibilis  reperiatur  in  E, 
quin  sit  assignahiü»  in  F. 

Dieses  wird . sich  hoffentlich  auch  in  dem  von  Ew  vor- 
geschlagenen parallelismo  mit  der  Formul  knx  — 
deren  casus  quadrabilitatis  ich  nicht  untersuchet  habe,  sou- 
teniren:  Wo  nicht,,  so  wird  es  mir  lieh  sevn  die  Sache  ins 
künftige  besser  einzusehen.  Ich  danke  indessen  diensll.  für 
die  in  Ew.  Schreiben  enthaltenen  schönen  theoremata,  wo- 
von ich  vielleicht  künftig  etwas  zu  melden  Gelegenheit  ha- 
ben werde  Goldbach. 

P.  •<.  Haben  Ew.  eine  Methode  den  valorem  in  dem  casu 
zu  determiniren,  da  / ~ 1 und  n in  der  gewöhnli- 
• chen  Bedeutung  genommen  wird  in  hac  formula? 

»*  p/->)  V, * i « i , «\, » 

«/</—'*)  Pf-  I)*  V -i  3 H h !)* 

Ich  halte  dafür,  dass  der  vaior  quaesitus  alsdann 

• 1 sevn  werde 

wir  . • . . I I 1 t . , \ 

. • ~ T ■+  ^ ä*  + 3»  + 4*  + etc) 

Wenn  ich  mich  recht  erinnere,  so  haben  Sie  mir 
ehemals  eine  Formul  commuuiciret,  welche  die  sum- 
«las  serieruni,  .quaruin  formula  est  generaliter 

gibt,  posito  pro  / numero  quocunque  ctiam  fracto; 
die  Formul  selbst  aber  ist  mir  vorjetzo  nicht  bekannt. 
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LETTRE  LX. 


Rdlf.r  ä Goldbuh 

SoNHMlK.  Continuation  »tu  Je»  meine*  »ujeU 


! 


I ■ * Berlin  d«  21.  Mai  174S« 

Aus  der  Verwandelung  dieser  Formul  kmn — m — t~oa 
in  diese  ähnliche  kMn — M — 1 = AA  facta  substitutione 
m ~ki> — 1,  v—knnM — n et  au  — t6n*^*  kann  ich 
nicht  sehen,  dass  mehr  folget  als,  si  formula 
quadrata  nequeat  esse  casu  m~  Vd — i,  omnino  quadratum 
esse  non  poterit;  oder,  wenn  man  demonstriren  könnte, 
dass  kmn  — m — t nullo  casu  m~kv  — 1 ein  Quadrat 
wäre,  so  wäre  zugleich  richtig  erwiesen,  dass  ebendieselbe 
Formul  nullo  prorsus  casu  ein  Quadrat  seyn  könnte.  Hin- 
gegen kann  diese  Gonclusion  nicht  zugegeben  werden : om- 
nes  casu» , , quibus  kmn  — m — t sit  quadratum , habere 
m ~ kv  — I.  A.ber  diese  Consequenz  hat  wiederum  ihre 
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Richtigkeit  si  eognitns  esset  easus,  quo  ^mn — m — t — 
noque  tarnen  fuerit  m numerus  formae  Wv — I,  ex  eo  certe 
alius  easus  derivari  posset,  -quo  m esset  numerus  formae 
in — I.  Um  aber  die  Saeh  deutlicher  zu  machen,  so  will 
ich  diese  ähnliche  Fornml  9 mn — m — lznaa  betrachten, 
welche  wenn  man  setzt  in  — 9 e — 1,  t>— 9 nnM  — n et 
a — 9 n 1 in  diese  9 )ln  — M — I ~ AA  verwandelt  wird. 
Wenn  man  nun  sehliessen  wollte  diese  Fornml  9mn— m—  t 
könne  kein  quadratum  sevn,  nisi  m sit  numerus  formae 
9e  1 , so  wurde  die  Unrichtigkeit  dieses  Schlusses  sogleich 
erhellen,  denn  9”in — m — 1 wird  ein  quadratum  in  fol- 
genden casibus: 


n~  2 , m~  1 

n — 3 , m — 1 

n — 2 , m — 10 

n ~ 3 , m — 1 7 

n — 2,  rn  — 26 

n — 3 , m — 37 

n — 2 , in  — 53 

n — 3,  m — 85 

etc. 

etc. 

n — ti,  m—  10 
n — 6,  in—  tT 
ii~  6,  in  — 1 09 
n — 6,  in  — 1 30 
etc. 


woraus  erhellet,  dass  9 mn  — m — 1 infinitis  rnodis  ein  qua- 
dratum  seyn  könne,  ohne  dass  m ein  numerus  hujus  formae 
9e — 1 ist,  ungeacht  eben  dasjenige  raisonnement  hier  an- 
gebracht werden  kann,  welches  bey  der  Fornml  4mn-m-l 
gemacht  worden. 

Dieses  Jahr  hat  der  Ilr.  Prof.  Daniel  Bernoulli  das  ganze 
praemium  erhalten  und  meiner  piöre  ist  das  Accessit,  je- 
doch ohne  meinen  Nahmen  zuerkannt  worden. 

Nunmehr  sind  die  opera  Joh.  ßernoullii  omnia  in  vier 
Quart- Bänden  fertig  worden.  Der  Verleger,  M.  Bousquet, 
hat  dieselben  seihst  hiehergebracht  und  dem  Könige  ein 
magniiiq  eingebundenes  Exemplar  praesentirf.  Ich  habe  auch 
eins  von  dem  Hn.  Bernoulli  zum  Praesent  erhalten.  Die 
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3 ersten  tomi  enthalten  alle  seine  Piecen,  welche  bisher 
hin  und  wieder  gedruckt  worden,  der  kl?  aber  die  anecdota. 
Das  Exemplar  wird  nicht  anders  als  für  20  Ilthlr.  in  Franc-“ 
furt  verkauft.  M.  Bousquet  hat  einen  Gontract  mit  mir  ge- 
schlossen, kraft  welches  er  alle  meine  Schriften,  ausgenom- 
men diejenigen,  welche  ich  nach  St.  Petersburg  zu  schicken 
schuldig  hin,  drucken  wird,  und  wird  den  Anfang  mit  dem 
tractatu  de  Isoperimetris  machen.  Er  hätte  gern  mit  der 
Scientia  navali  angefangen;  ich  muss  aber  erst  vernehmen, 
ob  die  Akademie  noch  gesinnt  scyn  wird,  dasselbe  zu  drucken. 


Ew.  problema  de  inveniendo  valore  hujus  expressiunis 

.■  (an-i)(i+|+i.4-:-+T) 

6n(n — 1)  ' n(n  1)*  m,  (n — i )a 

casu  quo  n^l  ist  gewiss  mit  eines  von  den  schwersten  in- 
dieser  Art.  Ich  habe  eben  denjenigen  valorem  herausgebracht, 
welchen  Ew.  mir  entdecket.  Um  denselben  zu  finden,  habe 
ich  gesetzet  n—  1 -f-  a,  denotante  anumerum  evanescentem. 

Sit  enim  hoc  casu  l-fy  + 4'^ H y — ^ atque  for- 


mula  proposita  abibit  in  hanc 


P — 


rtrt 


+ 


(1+3«)Q  _ 


6a(l-f-a) 

t ( r - ')  + r.  - t + * - « (‘  + 2 “)  (A  - t + 3).^ 

— — 4 + 1 — 0' 

Die  ganze  Sach  kommt  also  auf  den  valorem  ipsius  Q an, 
posito  n ~ i -f-  «•  Diesen  finde  ich  also:  generaliter  ist- 


es 


ist 


1-x" 


1 — X 


dx  si  post  integrationem  ponatur  jc~1. 
— t -(-  x -{r  x1  -4-  • • • *"  ' folglich 


Denn, 
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2 3 n 

angenommen  worden.  Nun  setze  ich  nzl  -j-  a,  eritqüe 
V—  ] — jj — — — dx~  I — dx.  At  cum  sit  generaliter 

•”=  '+4'+^  + + etc.  erit 


«=/&(•—■ 


1.2  1 1.2.3 

axlx  a* . r(/x;* 


1.2 


«’  x(lx)* 
1.2:5 


etc  ^ “ 


/arrfx  , o*  t xdx  ,,  a’  rxdx...  ,,  > . 

_/ x (/X) * _ etc., 

posito  post  singulas  integrationes  sz:t.  Nun  integrire  ich 
eine  jede  Formul  ä part. 


Primo  est  ~ jd  x [x  -j-  x1  -j-  x 1 etc.)/x;  at 

gfeneraliter  est  fx'ndxlx  ~ — posito  post  integratio- 

pxdx  ' 1 “ ' | f t**#, 

nem  x~i.Ergo  erit  [j^—lx—  — ^ ^ — etc.  — 


— A- f I — I — -jr  posito  A — i ^.etc.=^. 

Secundo  est  /-^-^(lx)*  — fdx(x -\-x*-\-xi-\-elc.)  (Ix)*-, 
at  est  generaliter  Jxmdx  (lx)*  — ^ posito  x ~ t , unde 

fit  fd±-(lx)*  = 2(^  + ^+^+etc.)  = 2(B~l)  posito 

B—i  4"  <jl  4 3»  4*  etc- 

Tertia  est  l^^(lx)i—  fdx(x  -\-  x*  -|-  x*  -\-  etc.)  (Ix)*-, 
at  est  generaliter  f xm  dx(lx)*  = — (m+ty  P08'to  x — * » 
unde  fit  jf^L  (Ix)*  =■-  6 (£  4 - ^ 4 p + «*.)  = 

— 6 (C  — 1 ) posito  C ~ 1 -f-  ^4  -h  gj  + e*c« 
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Simili  modo  si  ponatur  D~  I -+  ^-  4“  4"  4“ etc-  et  E~ 

t 4-  -|-  ^ +-  -4-  etc  reperietur  tandem  Q — 1 4"  a(A'—  1) 

— a*(li — 1)4-«*  (C  — 1)  — etc.,  hineque  ob  4~Z~  erit 


p — 1 ~ V ■+■  ('  ■+■  i ^ r*  '+  r» + etc) 

wie  Ew.  gefunden  haben 

Für  die  summa  seriei  -r-  habe  ich  eine  formuiam 

‘ xJrf* 

integralem  schon  längst  gefunden;  nun  aber  hat  mich  eben 
diese  Untersuchung  auf  eine  bequemere  Eipression  geleitet, 
welche  allem  Ansehen  nach#Rw.  bekannt  sevn  und  Diesel- 
ben ebenfalls  auf  diese  Materie  geführt  haben  wird.  Denn 

da,  posito  x— J , gefunden  ist  1 4-  - + y 4"  T 4"  = 

{ -\-J{A  — 1)  — Jf(M  — l)-(-  fs  (C  — 1)  — etc.  erit  quoque 


1 4-  - 4.  1 

' 3 3 


,_i L — i _i /L  . 

^ i+f—  ^2(2+/) 


-j-etc.  Sit  S — J^rji- 


l + 2T 


-J—  + 

3(3+/H  4(4+/) 

4 


+fx~~  !(>+/)  1 5C H-/)  T 3(3+/)  4-  etc- 

erit  S=y(l  +T+T-1 ^t)~  ^ ^ ~ 

/(ß  — 1)  4 -ff{C  - t)  -/*  (t>  ~ »)  4 etc. 

Euler..  * 


r 

«i 


Digitized  by  Google 


232 


LETTRE  LXI. 


Goldbach  ä Edler. 

So  mit  Afft*.  Conti  nuation.  Division  infinie. 


St.  Petersburg  d.  22  Juni  fet  n.  174t. 

Ew.  waren  in  Dero  vorigem  Schreiben  der  Meinung,  dass 
Alle*  auf  dem  bewussten  ersten  Iemmate  beruhete,  und  wenn 
dasselbe  seine  Richtigkeit  hätte,  an  der  Demonstration  des 
theorematis  nicht  das  Geringste  auszusetzen  wäre.  Ich  wollte 
dahero  in  meinem  letzten  Briefe  die  Wahrheit  des  iemmatis 
primi  darthun,  und  sehe  auch,  dass  ich  darin  nicht  übel 
reussiret,  nachdem  Ew.  zugeben,  dass  wenn  man  demonstri- 
ren  könnte,  dass  hmn  — m — 1 nullo  casu  m~kv — t ein 
Quadrat  wäre,  zugleich  richtig  erwiesen  seyn  würde,  dass 
eben  dieselbe  Formul  nullo  prorsus  casu  ein  Quadrat  seyn 
könnte ; dieses  ist  aber  der  einzige  Inhalt  des  Iemmatis  primi. 
Ohngeachtet  aber  beyde  lemmata  ausser  Zweifel  sind , so 


Digitized  by  Google 


233 


erkenne  ich  doch  nunmehro,  dass  diese  Demonstration  aus 
einer  andern  Ursache  nicht  bestehen  kann,  denn  es  heisset 
daselbst:  aequalio  C non  potest  fieri  vera,  nisi  M sit  numerus 
hujus  J'orniae  % v — t (per  lemnia  primnm)  ; dieses  folget 
aber  in  der  That  aus  dem  leminate  primo  nicht.  Vielleicht 
findet  sich  künftig  etwas  Besseres 

Die  sumrnam  der  Formul 

_i  . i2n  — l)(t  + -) 

(n  — 1)  ~ r n(n  — l)* 

casu,  quo  n~i,  welche  Ew.  durch  eine  so  schöne  und 
generale  Methode  heraus  gebracht,  hatte  ich  ganz  ohngefähr 
und  nur  in  selbigem  casu  particulari  allein  angemerket, 
denn  weil  die  series 

A ' ' ' rä  + h (*  + t)  + TÄ  0 + T + t)  • 

* -I-  2?  4"  +•  + etr‘ 


aus  nachfolgenden , numero  infinitis  seriebus  bestehet 


ß. 

C- 

D- 


i 


1.3.1 


'+  3^%  + 


1 


1 


3.4.9  T U 16 


k je 

-f  etc.  = z 1 - 


1 , 1 . ' 1 . 1 . i . itir 

3.3-1  ' 3 4.4  ' 4.5.9  ' 5.6  16  elC‘  — 377*  > 3.1.« 

-.40+4) 

1 . . 1 . 1 . 1 | . 1 | »* 

' 3 4.1  > 4 5 4'  5.6.9  "T"  6.3.16  T e c*  IT  3*  ' 3.3.« 

-40+4  + i) 


etc. 


und  die  summa  generalis  omnium  serierum  B,  C , D etc.  ist 
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n n 

6n  (n  — I) 


+ n, 


n(n—  t)1 


(>»-<) 

l)'1 


•o  wird  die  summa  seriei  B (»Uwe  « ~ 1)  ~ z -f-  1 — —• 

Diejenige  Division welche  E\v.  in  Dero  Schreiben  vom 
9 April  angefiihret  haben,  dienet,  so  viel  ich  sehö,  nur 
dazu,  dass  man  in  dem  qnoto  einen  iiumerum  non  cireu- 
lantem  erhalte;  dergleichen  numeri  non  circulantes  aber 
können  auf  unzählige  andere  Arten  ohne  solche  mühsame 
Division  gefunden  werden,  zum  Ex.  der  mimerus 
1.1.  . t . . . 1 . . . . 1 etc.  in  inf. 

ist  gewiss  non  rirculans,  es  mögen  die  loca  vacua,  quae 
punctis  designata  sunt,  mit  allen  Zahlen  nach  Belieben  (wenn 
es  nur  nicht  lauter  I in  infinituni  sind)  ausgefullt  werden,  als 
101001000100001000001  etc. 

121221222122221222  21  etc. 

1012311*1126711351*1  etc. 
etc. 


, 


sind  non  circulantes. 


Es  können  alle  * fractioncs  rationales  per  denominatorem 
l0000....et  numeratorem  circulantem  exprimiret  werden, 
welche  numeratores  aber  zweicrley  sind,  1)  in  quibus  datur 
elementum  initiale  non  circulans,  2)  in  quibus  idein  est 

l 50 

elementum  initiale,  quod  circulans,  als  z.  Ex.—  -j- ailwo 

das  elementum  initiale  non  circulans  ist  5 , das  unterstrichene 
elementum  circulans  ist  0 

I 3 t:  1 ■ • ’ • 

— — — , all  wo  das  elementum  initiale  und  circulans  idem 

3 10 

ist,  nehmlich  3. 

8l  3*65431198  „ , , .... 

— ~ — ■ -- — > ailwo  das  elementum  initiale  ~ 3, 

161  10 

das  elementum  circulans  zi:  765*32198.  Es  trifft  sich  auch 
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bisweilen,  dass  das  elementum  eirculans  aus  so  viel  Ziffern 

b^steh^t,-  als  in  derb  denominatore  frattionis  — der  rtu- 

«4-1 

merus  a unitates  hat,  ex.  gr.  si  a~  22  , ent 

1 4347876086956 53 1 739 1 30 

23  100  ’ 

Wenn  man  setzet  • • 

Y 


— Y und  dYzz.  Pdy,  so  wird  die  formula  — n die 
summatrix  tot  terininorum  serici 

* * V 

i , l l 


4r  etc. 


31/'1  — 1 '■  — 1 

quot  n continet  unitates;  est  autem  terminus  generalis  seriei 
A ~ ^ - : f— t > posita  x pro  exponente  terminorum  ; ■ 

igitur  quia,  si  ponatur  y — series  A transit  in 

ß- • • h + rn  + üit  + etc- 

quae  in  infinitum  continuata  aequalis  est  semicirculo  cujus 

diameter  — I , erit  seriei  B summatrix p — n,  si  dif- 

ferentiatione  peräcta  ponatur  y~~-  Sit  ex.  gr.  n~2,  fiet 

Py 


r 9/--*  — to^-'  + i 

P Pfote  marginale  d‘ Eitler : 

L 1 — P 


iOy  - ly*  38 

9 - 10^ 105r‘ 


L 

irYp 

Up  cot  -ji 

* - -1 

i*y 


p ■ n‘-p 

JL  _1_  P 4-  P 4 etc 

t-p  ^ S*-p  ~ 5*  — p ^ 


+ + et0- 


n V p it  V p 
U"8  -r. 


J .1 1 

-»  -i  ^ 5V"' 


-j-  et<*. 


nVy  nV  y~\ 
“*• ,an*  /} 
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. Es  gibt  unzählige  quadrata,  welche  zu  dieser  Formul 
C .knrx  2 (m  -r-  I)  n -f-  m — 1 , denontantibus  metn  nu- 
meris  integris  affirmativ«,'-  nicht  gebracht  werden  können, 
als  I*,  2*,  3*,  5*,  71,  etc.  Wenn  man  aber  eine  formulam 
infinitorum  quadratorum  ad  formulam  C non  revocabilium 
geben  könnte,  so.  wäre  auch,  das  prohlema:  in  venire  nurae- 
rum  priihum  dato  quocunque  majorem  solviret. 

. Dato  termino.  primo  seriei  et  lege  progressionis  hac, 

ut  dato  quocunque  termino  -i-  fiat  terminus  sequens  — 

erit  summa  totius  seriei  = — 

• J(A  — 1)+1  o—  i 

■ . Goldbach. 
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LETTRE  LXII. 


Eulf.r  k Goldbach. 

So  mm*  IRK.  Continuation.  Reports«  a U lettre  pr^c^dente. 


. Berlin  d.  9 Juli  1845. 

Ew.  erste*  lemrna,  worauf  ich  die  ganze  Demonstration 
gegründet  zu  seyn  glaubte,  hatte  ich  nicht  sowohl  nach  den  : 
Worten,  womit  dasselbe  ausgedrückt  war,  betrachtet,  als  ' 
nach  der  Application  desselben  in  den  nachfolgenden  Pro- 
positionen und  habe  deswegen  die  ganze  Demonstration  aus 
eben  demjenigen  Grunde  für  unrichtig  gehalten,  welchen 
Ew.  anjetzo  selbst  anzeigen.  Denn  ich  gab  zu,  dass  wenn 
kmn  — m — 1 nullo  casu  m~ke — t ein  quadratum  wäre, 
eben  dieselbe  Formul  nullo  prorsuS  casu  ein  qüadratum 
seyn  könnte.  Ich  zog  aber  diesen  Satz,  worin  die  Application 
bestund,  in  Zweifel:  quod  omnes  casu»,  quibus  unquam 
formula  >mn  - m — 1 quadratum  fieri  queat,  idpo  in  hac 


^ * 
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forma  m~\y  — I contineantur.  Die  Unrichtigkeit  dieser 
Application  kann  durch  folgendes  Exempel  am  deutlichsten 
eingesehen  werden:  Si  demonstrari  posset  nullum  numeruin 
imparem  esse  quadratum,  simtil  deinonstratum  foret,  nullum 
prorsus  numeruin  esse  quadratum.  Diese  propositio  hypo- 
thetica  Ifat  ihre  völlige  Hichtigkeit;  daraus  aber  folget  diese 
keineswegs:  Ergo  si  ulli  dantur  numeri  quadrati,  ii  oinnes 
erunt  numeri  ihipares. 

Die  Art,  nach  welcher  E.W.  den  schönen  Satz,  betreffend 
■den  valorem  expressionis 

, . '(*«-•)(' +t+T+"4' 


. «(«-')*  * nn(n  — 1 ;* 

casu  n — i , herausgebracht,  ist  sehr  merkwürdig.  Man  kann 

auf.  eine  ähnliche  Art  viel  andere  dergleichen  schöne  Sätze 

herausbringen.  Als,  da 

. J i_  i _ i / I l \ 

m m — a)*  : a (m — d)*  a a \m  — a m / 

so  wird  sey'n 

+ + + ^-  = ri  + >) 


r ' ' , 1 i ! | !. 

J.l!  J>  T 5.5*  6 . < 


>.t2  ^ 55* 


t?  3* 


Q... 

etc.  ! <• 

Erit  ergo  generaliter 

i , • • i 

i* 


7. 


'"■  — Ti~  i(*  +?) 

V+t) 


«.l‘  («4- 1)  7*  ~ (rt-l-'i)..!*  ' (n-)- 3).'»* 


4-  etc.  — 


(n-l).6 
n n 


- I)2  V.  1 ' 3 > n- I ) — 


— ■ — 1 — ( t -L_ 

(n  — 1)6  (n  — I)*  V ' 1 


■+i) 


Dahero  muss  dieser  expressionis  valor  casu  quo  nn  1 die 
summam  hujus  seriei  geben  l+?+i*+-Ä  + rte- 
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Ob  (fiejenitfp  Division,  wodurch  ich  einen  numerüm  in 
infinitum  excurrentem  non  circulantem  erhalten,  in  der  That 
einigen  Nutzen  haben  könne,  will  ich  nicht  bestimmen;  ich 
dachte  aber,  wenn;  inan  auf  eine  solche  Art  diese  Zahlen 
3.14159265  etc.  herausbringen  könnte,  die  quadratura  cir- 
euli  für  völlig  gefunden  gehalten  werden  könnte.  Ew.  Art 
pumeros  circulantes  zu  formiren  war  mir  noch  sehr  wohl 
bekannt;  es  ist  aber  meines  Erachtens  dienlich,  viel  derglei- 
chen Arten  zu  bemerken,  um  etwaü  mit  der  Zeit  eine  sol- 
che zu  entdecken , wodurch  die  quadratura  circuli  ausge- 
druckt werden  könnte.  Es  findet  sich  aber  in  Ew.  Art  noch 
eine  gewisse  Ordnung,  dergleichen  in  den  Zahlen  3,14159  etc. 
alleüi"  Ansehen  nach  nicht  stattfindet.  Dass  alle  numeri 
rationales  in  fractiones  decimales  circulantes  (das  elementum 
initiale  ausgenommen)  resolvirt  werden,  ist  eine  proprietas 
essentialis  numerorum  rationalium,  und  es  ist  leicht  zu  se^ 
hen,  dass  das  elementum  circular»  fractionis  decimalis  ex 


hac  fractione  ortae  niemalen  mehr  als  b Figuren  ent- 
0-J-  1 ^ 

halte;  denn  wenn  man  wirklich  dividirt,  so  können  nicht 

mehr  als  6-erley  residui  üherbleihen,  so  oft  man  aber 

gleiche  residua  bekommt,  so  oft  cireulirt  der  quotus. 


Die  expressio  summatrix,  welche  Ew.  für  diese  seriem 
i l i i 

j-~l — I “ 1 — I ’ — 1 ( 2/» — 1 )l y~~  1 — • 

geben , kann  in  vielen  Fällen  sehr  nützlich  seyn.  Es  können 
aber  immer  aus  factoribus  per  difierentiationem  series  sum- 
mabiles  gefunden  werden.  Die  von  Ew.  gefundene  Summ 
bringe  ich  solchergestalt  heraus.  Cum  sit 
0 — * — 1 ) f 3*y~  * — r(5*y— 1 — l)...i(2n—  1 )*y  *— Y, 
erit 
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lY-=tl{y  l)4-/(3*y“1— l)4-/(5*y-1— l)+...+/((2n— l)*j— *— 1) 
— l(l—y)+l(3t—y)  +/',5*— y)  + ...-+-/((2n— 1)*— y)— n/y 
■umantur  differentialia,  eritque 

d y Pdy dy  dy  dy  • dy  ndy 


1 -y  3*-r 

y 


Multiplicetur  per  — j-  erit 

_«  + ,_iJ_+L-  + 

y~l- i ' 3*y~l  — 1 ’ «V-1  - 1 ' 


32  ~y 

PZ 

r 


•4-; 


••  uzA 


5ty~‘—l  1 * (ln  — t),y~  1 — 1 

Um  aber  auf  diese  Art  einen  numerum  terminorum  finitum 
zu  summiren,  so  deucbt  mir,  dass  die  additio  actualis  nicht 
schwerer  seyn  würde , als  die  Exerution  dieser  Methode. 
Wollte  inan  aber  diese  seriem  in  infinitum  excurrentem 
summiren,  so  würde  man  auf  diese  Art  um  so  viel  weniger 
gewinnen,  da  man  die  suinmam  hujus  seriei  A alsdann  ab- 
solute anzeigen  kann.  Denn  man  suche  einen  angulum  a, 
qui  sit  ad  angulum  rectum  ut  Vy  ad  1 ; sit  porro  radius 
ad  tangcntem  hujus  anguli  « ut  1 ad  $ , dico  fore 

t i 1 , 1 i ...  • tjrVjr 


y~l  — , T 3* r- « _ | "f“  sty~x-  | 1 — 4 

tenente  n valorem  consuetum  3.1  M 59265  etc.  Ich  kann  auch 


etc.  in  infinitum  — 


die  mmmam  hujus  seriei  angeben 
-14- 1 ^ 3sr-'  + t ^ 


r~l+ 
Sit  enim 


*V~'  + 


- -f  etc.  inf.  — P 


e — 1 + t + 71 + rrr + 


-j-  etc. 


23  ' 1.1  3.4 

ny,y  — 0,  seu  sit  1.0  — n~V  y , eritque  summa 


ac  ponafur  e 

..  ,,  — l rc  \'r  „ 

quaesita  r — Est  vero  quoque 


0—\  4 


<9-f- 1 4 

n Vy 


ZU 

1.2 


r V 


1 1.2  ' 1.2.3  1 2.3.4 

Vel  ppnatur-^  n;ry  ^ n , erit  sequenti  modo 


etc. 
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2 P — 


‘ + - 


3 + 


n 


7 + 


9 + 


1 1 4-  etc. 


Diese  Expression  ist  eine  frartio  continua,  von  weither  Ma- 
terie etliche  Dissertationen  im  akademischen  Archiv  liegen, 
um  deren  Copie  ich  letztens  angehalten,  weilen  ich  das 
Meiste  vergessen,  und  bei  mir  nirgend  angemerkt  finde. 

Was  für  Quadratzahlen  in  dieser  Expression 
in*  4-  2 (2m  — 1)  n -j-  m — 1 
nicht  enthalten  sind,  ist  schwer  zu  sagen,  indem  diejenigen 
quadrata,  welche  darin  enthalten  sind,  nicht  anders,  als  durch 
unendlich  viel  Formuln  ausgedruckt  werden  können.  Für 
das  erste  habe  ich  gleich  gesehen,  dass  alle  biquadrata  in 
dieser  Formul  enthalten  sind.  Hernach  kann  ich  unendlich 
viel  serics  numerorum  geben,  deren  quadrata  in  dieser  Ex- 
pression kn*  2 (2m  — t)n  -j-  m — 1 enthalten  sind:  nehm- 
lich  alle  Quadratzahlen,  welche  in  nachfolgenden  formulis 
enthalten  sind,  werden  zugleich  in  obiger  Expression  be- 
griffen: (5p  ± I *;  (13p  — k)*;  (17p  ± 2;*:  (29p  ± 6)’; 
(37 p ± 3)*;  (kl  p ± 16)*;  (53p  ± 15)*;  (61  p ± 25)*; 
(73p±23)*;  (89p±  17)*;  (97p±U)*;  (10lp±5)*;  (109p±38)*; 
(113p  ±k9)*;  (137p  ±50)*;  (lk9p±22)*;  (157p  ± lk)*; 
(173>±k0)*;  (181p  ±81)*;  (193p  ± 56)*;  (197p  ± 7)*; 
(229p  ±61)*  etc. 

Diejenigen  quadrata  aber,  welche  in  keiner  von  diesen 
Formuln  enthalten  sind,  sind  allein  diejenigen,  .welche  Ew. 

Corr.  math  ttphyt,  TT.  |£ 
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Expression  nicht  in  sich  begreift.  Es  käme  also  darauf  an , 
wie  inan  auf  leichte  Art  alle  diejenigen  Zahlen  finden  solle, 
welche  in  keiner  der  obigen  Formuln  begriffen  sind,  und 
da  würde  man  freylich  das  problema,  de  inveniendo  nu- 
mero  primo,  dato  majore,  leicht  solviren  können.  Denn 
wenn  man  setzt  i n1  -f  2 (2  m — i)  n m — I — aa,  so 
wird  km  — — kn  4-  3 -4-  — — Wenn  also  kaa  4-  1 ein  * 
numerus  primus  ist.  so  kann  das  quadratum  aa  nicht  in 
jener  Expression  enthalten  seyn  , und  hinwiederum  alle 
quadrata  aa,  welche  nicht  in  rtn‘1-\-2(2m — l)n-Fm — t 
enthalten,  sind  von  dieser  Beschaffenheit,  dass  Vaa  -f  1 ein 
numerus  primus  ist.  Da  nun  kb ' -(-  i niminer  ein  numerus 
primus  ist,  sondern  allzeit  zvvey  oder  mehr  divisores  formae 
Vn4-1  hat,  so  sind  auch  alle  nuineri  biquadrali  in  Ew. 
Expression  enthalten.  Ich  erinnere  mich,  dass  ich  einmal 
eine  Tabelle  gemacht  von  allen  Zahlen  bis  auf  1000,  deren 
quadrata  unitate  aucta  numeri  primi  sind  *) , wovon  der 
Ilr.  Prof.  Krafft  Ew.  eine  Abschrift  gemacht.  Dieselbe  Ta- 
belle habe  ich  fast  aus  einem  gleichen  Grund  verfertiget, 
als  Ew.  bey  Dero  Formul  ohne  Zweifel  vor  Augen  gehabt 
haben. 

Wenn  k n -j-  1 ein  numerus  primus  ist,  so  ist  derselbe 
immer  eine  summa  duorum  quadratorum,  idque  unico  modo. 

Es  gibt  aber  allzeit  unendlich  viel  quadrata,  quae  unitate 
aucta  sint  per  Vn-|-  1 divisibilia.  Alle  diese  quadrata  können 
nun  leicht  in  einer  formula  generali  exprimirt  werden  fol- 
gendergcstalt:  Sit  kn  -f-  1 rl  -f-  s*,  erunt  utique  r*et  s 
numeri  intcr  se  primi.  Formetur  fractio  et  quaeratur 
in  minoribus  numeris  fractio  proxime  accedens  £->  ita  ut 
*)  Voir  i Ja'  fin  de  cette  letlre. 
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ps  — qr  sit  ± 1 (der  Bruch  ~ kann  aber  durch  eine  vött 

mir  gegebene  Methode  allzeit  leicht  gefunden  werden).  Tum 
ponatur  pr-\-qs~k,  atque  dico  omnes  numeroa,  quorum 
quadrata  unitate  aueta  sint  per  kn  1 divisibilia , contineri 
in  hac  forma  (*n  1)  m ± k.  Sic 

1.  Omnes  numeri,  quorum  quadrata  unitate  aucta  sint 
divisibilia  per  5 continentur  in  formula  5m  ± 2. 

2.  Si  sit  ao-f-1  divisibile  per  13  erit  a—  13m  ± 5. 

3.  Si  sit  oo-(-l  divisibile  per  17  erit  a—  17  m ± *. 

*.  Si  sit  oo  1 divisibile  per  29  erit  a~  29m  ± 12. 

etc. 

Exemplum.  Quaerantur  omnes  numeri,  quorum  quadrata 
unitate  aucta  sint  divisibilia  per  numerum  primum  1381. 

Cum  sit  1381  — 15*-1~3*1,  quaeratur  fractio  tarn  prope 

accedens  ad  ut  differentiae  numerator  fiat  ~ 1.  Ad  hoc 

cum  duobus  numeris  1 5 et  3*  instituatur  operatio , qua 
maximus  communis  divisor  quaeri  solet,  hoc  modo 


Ex  quotis  2,  3,  1,  3 formetur  sequens  fractionum  series 
a s t s 

o 1 3 4 15 

7’  7 ’ 1 ’ 9 ’ 34 

incipiendo  ab  yj  hat:  lege  ut  quisque  numeratot  per  indi- 


Digitized  by  Google 


— 2üV  — 

cem  supra  scriptum  muitiplicatus  cum  numeratore  praece- 
dente,  praebeat  numeratorem  sequentem  . similique  inodo 
denominator  quiaque  per  indicem  suprascriptum  multiplica- 
tua  cum  praecedente  denominatorc,  praebeat  denominatorem 

aequentem.  Hoc  modo  ultima  fractio  ^ semper  erit  ipaa  pro- 

poaita,  penultima  vero  erit  ea  proxime  accedena  y»  quam 

quaero.  Jam  ergo  erit  k~  k.  15  -(-  9.3  V — 366,  unde  om- 
nea  numeri , quorurn  quadrata  unitate  aucta  aunt  per  1 38t 
divisibilia,  continentur  in  bac  forma  1381  m ± 366. 

Rw.  summatio  aeriei  — -4- -f-  , , , 1 , ist  ao 

d yl  jt  "y-  1 

merkwürdig , daaa  ich  anfänglich  darüber  erataunet  bin . 
indem  dieae  aeriea  ao  atark  convergirt  und  die  gröaaten 
exponentea  ipaiua  a in  den  denominatoribua  nach  der  pro- 
greasione  gcometrica  dupla  aufateigen , dergleichen  aeriea 
aummabilea  sehr  rar  sind.  Ich  habe  aber  nach  einigem  Nach- 
ainnen  bald  diese  Demonstration  gefunden.  Sit 

— erit  ^ = — *)-hi 

Porro  r=l  — J + 7“1  erit  c — b(b  — 1)  -h  1 

— - — ~ — -4-  , * - erit  d~c(c  — t ) — |—  1 

c — 1 t ' d-  t ' ' .T 

etc. 

Ergo  fiet  — — ( — — 4-  i — l-  - — f-  — 4-  etc.  welches  Ew. 
aeries  ist.  Euler. 

Addition  & la  marge 

Einige  numeri  primi,  so  grösser  sind  als  1000000,  wel- 
che ich  durch  obige  Methode  leicht  gefunden,  sind:  1008017; 
1020101:  1073297;  1110917;  1123601;  1136357:  11VV901; 
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11  96837;  1201217;  hi  enim  numeri  sunt  formae  aa-f-1. 
ruijue  ullum  haben!  divisorem  primuni  formae  *n^-i. 

Feuille  rolaole  apparlenant  i cell«  lettr«. 

Cntalogus  nvmerorum  a,  ex  quibus  fit  *aa-|-  1 numerut 

primus : 

1,  2,  3,  5,  7,  8,  10,  12,  13,  18,  20,  27,  28,  33,  37.  *2, 
*5,  *7,  55,  58,  60,  62,  63,  65,  67,  73,  75,  78,  80,  85,  88, 
90,  92,  102,  103,  105,  112,  115,  118,  120,  125,  128,  130, 
132,  135,  1*0,  1*2,  150,  153,  157,  163,  170,  175,  192, 

193,  198,  200,  203,  210,  215,  218,  220,  222,  232,  233, 

235,  237,  2*5,  2*8,  268,  272,  278,  285,  288,  292,  297, 

317,  318,  322,  323,  327,  337,  3*0,  3*3,  3*5,  3*8,  350, 

352,  357,  358,  370,  375,  380,  382,  390,  392,  *08,  *13, 

*22,  *30.  *32,  **5 , *53,  *55,  *60.  465,  *68,  *73,  *75, 

*80,  *83,  *93,  502,  505,  518,  527,  530,  533,  535,  5*7, 

5*8. 

Sollte  in  diesen  Zahlen  eine  series  regularis  enthalten 
seyn,  so  wäre  das  problema  de  inveniendo  numero  primo, 
datum  numerum  excedente,  leicht  solvirt.  Es  kommt  mir 
aber  diese  series  eben  so  confus  vor,  als. die  series  nume- 
rorum  primorum  ipsa. 
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LETTRE  LXIII. 


Goldbach  ä Euler. 

SoHNiim  Kouvell«  cfcraonstration  du  thtforeine  4 m ft  — nt — IX«1*  13c- 

tfrnjination  approximative  de  U vajeur  de  ff.  Theoreme»  de  nombres 


St  Petersburg  d.  30  Juli  n.  »t.  1743. 

Nachfolgende  Demonstration  habe  ich  zu  deiri  Ende  in  un- 
terschiedene kleine  propositiones  abgetheilet,  damit  Ew.  die- 
jenige, bei  welcher  sie  einigen  Anstand  finden  möchten, 
desto  bequemer  anzeigen  könnten : 

1.  In  aequatione  kmn  — m — 1 ~aa  pono  aa  quadra- 
tum  integrum  minimum  omnium  eorum  quae  aequationi 
satisfacere  possunt  fsi  quae  possunt). 

2.  Utrique  aequationis  parti  addo  — kma-\-kmm,  fiet 
Km(n  — a m)  — m — l~(o  — 2m)*. 

3.  In  hac  aequatione  non  potest  fieri  a — m Iposset  enim 
altera  pars  aequationis  di  vidi  per  m,  altera  non  posset). 
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*.  Neque  pote*t  fieri  a > m,  esset  enim  n — a -4-  m <n, 
adeoque  ja  — 2m)1  <a*,  quod  est  contra  hypothesin,  cum 
aa  sit  omnium  possibilium  minimum. 

5.  Restat  ergo  ut  sit  a ■<  m. 

6.  Similiter  si  ad  aequationem  kmn — m — 1 rz_/7a  cx 
utraque  parte  addatur  — *a/i-f-*/»n,  fiet  kn(m — a -j-  n) 
— m — I —(a  — 2 n)1. 

7.  In  hac  aequationc  non  potest  fieri  a ~ n,  propterea 
quod  foret 

kmn  — m — i — nn  seu  n — 2m  -{■  V [km m — tu  — I), 
qui  numerus  nequit  esse  rationalis. 

8.  Sed  non  potest  fieri  a>n,  quia  (m  — a -j-  n)  fieret 
<m  et  (a  — 2n)1<aa,  quod  est  contra  hypothesin. 

9.  Restat  igitur  ut  a sit  < n,  et  quia  jam  supra  prop.  5 
ostensum  est  a<m,  sequitur  aa<^mn. 

10.  Erit  igitur  kmn  — m — t < mn,  quod  est  absurdum. 

Ergo  inter  omnia  quadrata  (si  quae  sunt)  bujus  f'ormae 

kmn  — m — 1 non  datur  minimum  in  integris,  ergo  datur 
nullum. 


Diese  Demonstration  kann  etwas  kürzer  gefasset  und  nur 
allein  gezeiget  werden,  dass  a non  > m,  nec  > n,  woraus 
schon  folget,  dass  kmn  — m — ■"  t non  > mn,  quod  est 
absurdum. 

Was  die  von  Ew.  angeführte  Aequation 

L_  -1 i ±(J _L\ 

m(m  — a )l  a (m — a)1  aa\m—~a  m f 

für  eine  influence  in  die  series  B,  C,  D,  etc.  habe,  sehe 
ich  noch  nicht. 


Mir  ist  es  wahrscheinlich,  dass  eine  solche  series 
a b . c d 


( 


<0 


100 


1000 


-4-  etc-  Tr 
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gefunden  werden  könne,  darin  die  numeratores  a,  b,  c,  etc, 
(entweder  integri  oder  fracti)  allezeit  grösser  werden,  ob- 
gleich die  Methode,  selbige  numeratores  zu  determiniren,  viel- 
leicht niemals  bekannt  werden  wird;  denn  durch  formulas 
algebraicas  diese  numeratores  zu  bestimmen,  ist  in  sofern 
eine  vergebliche  Mühe,  als  man  persuadirct  seyn  kann,  dass 
die  ratio  diametri  ad  peripherium  nicht  in  numeris  rationa- 
libus  bestehet;  doch  gibt  es  einige  merkwürdige  approxima- 
tiones.  Es  ist  z.  Ex.  eine  sehr  leichte  progressio  numerorum 

secundum  hanc  formulam  - — - * > und  wenn  ich  7 sol- 

eher  terminorum  zu  2 addire,  so  w ird  die  summa  3,1kl 5922. 

Ew.  danke  ich  dienstl.  für  die  Communication  der  Zah- 
len a,  welche  \aa  -(-1  numerum  primum  geben.  Den  Auf- 
satz von  dergleichen  Zahlen  bis  1000  habe  ich  zwar  Schon ; 
ich  weiss  aber  denselben  jetzo  unter  meinen  andern  Schrif- 
ten nicht  hervor  zu  linden.  Dass  aus  solchen  Zahlen  eine 
ordentliche  seriös  herausgebracht  werden  sollte , zweifle  ich 
sehr.  Es  haben  aber  nicht  allein  alle  quadrati  ua,  welche 
in  der  formula  k nn  -f-  2 (2  m — 1)  n -|-  m — t nicht  Vor- 
kommen, diese  Eigenschaft,  dass  sie  in  kaa  -f-  1 einen  nu- 
merum primum  geben,  sondern  alle  trigonales  in  illa  for- 
mula non  extantes  geben  gleichfalls  k A 1 numerum  pri- 
mum und  die  Formul  krm  2 (2m  — 1)  n -f-  m — 1 kommt 
dermaassen  mit  dieser  k Ai N M -j-  iV  überein,  dass  kein 
casus  in  der  einen  ist,  welcher  nicht  in  der  andern  assig- 
nabilis  wäre  (wie  denn  auch  alle  casus  knn-j-2(2m — 3 )n  — 
m — I)  in  dieser  Forinul  kAfiV — M — N,  et  contra,  ent- 
halten sind).  Wenn  man  also  nach  der  Formul  k M A'-f-  M -t-  iV 
folgende  Tabelle  formiren  wollte: 
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6.  II.  16.  21.  26.  31.  36.  *1... 

11.  20.  29.  38.  *7.  56.  65... 

16.  29.  *2.  55.  68.  81... 

21.  38.  55.  72.  89... 

26.  *7.  68.  89  . .. 

31.  56.  81. .. 

36.  65... 

*1 . . : 

so  könnte  man  festsetzen,  da»*  alle  in  dieser  Tabelle  nicht 
enthaltene  sowohl  trigonales  als  quadrati  per  muitiplicati, 
addita  unitate,  numcri  primi  sind. 

Ich  erinnere  mich  in  den  Göttinger  gelehrten  Zeitungen 
gelesen  zu  haben , dass  wenn  *m-(-l  ein  numcrus  primus 
ist,  selbiger  allezeit  eine  summa  duorum  quadratorum  sey, 
welche  Observation  ohne  Zweifel  von  Ew.  kommt,  und  mir 
schon  vorher  bekannt  war.  Gleichwie  aber  auf  diese  Weise 
in  den  numeris  primis  hujus  formae  * m -j-  1 allezeit  wird 
m — aa  bb  b,  hoc  est  duplo  trigonaä  plus  quadralo,  so 
halte  ich  davor,  dass  in  den  numeris  primis  km — 1 alle- 
zeit »eyn  wird  m~2(a — » hoc  est  duplo  qua- 
dralo -j-  Irigonali.  Sit  ex.  gr.  m — 1 , erit  a — b ~ 1 : m— 2, 
erit  d~  2 , b — 1 ; m — 3,  erit  a — b — 2 , etc. 

Als  ich  vor  einigen  Wochen  in  einem  Buche  schon  A.  1718 
von  mir  notiret  fand  4-  -4-  4-  -4-  4-  + * -4 — 4 h etc.  — 1 , 

nebst  der  lege  denominatorum  2 3,  2.3 -t-  1 ~ 7, 
2.3.7  -|-  1 = *3,  2. 3. 7. *3  -(-  1 = 1807  etc.,  schrieb  ich 

gleich  dabei:  si  terminus  primus  fuerit  lex  progrcssion is 

ut  dato  termino  quocunquc  --  , fiat  terminus  sequcns 
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• , ■ erit  summa  scriei  * ; ich  erinnere  mich  aber 
— I)  — f-  1 a — 1 

nicht  mehr,  worin  meine  Demonstration  bestanden,  und 

danke  Ew.  desfalls  um  so  viel  mehr,  dass  Sie  mir  die  Ihrige 

.communiciren  wollen,  welche  ganz  e\ ident  ist.  Sonst  halte 

auch  bey  dieser  serie  die  leichte  Art,  dato  termino  quocun- 

que  die  lumniani  ipsius  scriei  usque  ad  hunc  terminum  zu 

finden,  für  merkwürdig.  Sit  terminus  quicunque  datus 

erit  summa  ejusdem  et  omnium  sequentium  terminorum 

“ --  f > summa  vero  ipsius  seriei  usque  ad  hunc  terminum 

-v  exclusive  erit  

A u — I A — 1 

Dass  H.  Hasumovsky  und  H.  Teplov  bey  Ew.  logiren 
und  sich  noch  eine  Zeit  lang  in  Berlin  aufhalten  werden, 
ist  mir  sehr  lieb;  Ew.  werden  hiedurch  nicht  allein  Gele- 
genheit haben  die  Russische  Sprache  ferner  zu  excoliren, 
sondern  auch  die  hiesigen  nova  academica  von  denselben 
recht  frisch  erhalten  können. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXIV. 

SS 

Euler  ä Goldbach. 

Soumaire  Kupons«  au»  articlt«  de  la  lettre  prüden te. 


Berlin  d.  34  August  f 743 

Wenn  Kmn — m — 1 in  einem  Fall  ein  quadratum  wäre, 
so  würde  man  gleich  unendlich  viel  andere  casus  daraus 
finden  können.  Wenn  nun  Ew.  annehmen,  dass  aa  das 
kleinste  quadratum  sey,  welches  in  formula  Kmn — m — t 
enthalten  ist,  so  muss  nothwendig  a kleiner  seyn  als  m,  und 
daher  haben  die  5 ersten  propositiones  ihre  völlige  Rich- 
tigkeit. Wenn  aber  Ew.  ferner  zu  dieser  Aequation  fortgehen 
Vn  (m  — a -j-  n)  — m — 1 — (a  — 2 n)2,  weilen  dieselben 
nicht  in  der  vorgelegten  Form  Kmn — m — I enthalten  ist, 
so  folgt  auch  nicht,  dass  (a  — 2 n)1  kleiner  seyn  müsse  als 
o*,  denn  Kmn  — m — 1 könnte  das  kleinste  mögliche  qua- 
dratum  geben,  ungeacht  Kn  (m  — a -f  n)  — m — 1 einem. 
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noch  kleinern  quadrato  gleich  wäre,  und  also  kommt  mir 
die  8te  Proposition  verdächtig  vor,  weilen  non  obstante  hy- 
pothesi  aa  grösser  seyn  kann  als  (a — 2 n)*. 

Bey  diesem  tentamine  fällt  mir  ein,  oh  man  dieses  theo- 
rema  nicht  etwan  auf  eine  gleiche  Art  demonstriren  könnte, 
wie  man  zu  erweisen  pflegt,  dass  a*  b*  oder  a 4 — b 4 kein 
quadraturn  seyn  könne.  Man  nimmt  liehmlich  an  dari  casum, 
quo  a * -J-  b 4 sit  numerus  quadratus,  puta  — mm,  und  lei- 
tet daher  einen  andern  c4  d*  zz.  nn,  dergestalt  dass  n <m. 
Auf  diese  Weise  zeigt  man,  dass  wenn  ein  quadraturn  quan- 
tumvis  magnum  nun  eine  summa  diiorum  hiqiiadratorum 
wäre,  man  daraus  sogleich  ein  kleineres  nn,  und  daher  fer- 
ner ein  kleineres,  und  so  fort  Bilden  könnte.  Man  nimmt 
aber  als  ein  postulatum  an,  dass  in  numeris  parvis  kein 
casus  satisfaciens  begriffen  sey.  Weil  nun  ebenfalls  gewiss 
ist,  dass  in  numeris  parvis  kmn  — m — 1 kein  Quadrat 
seyn  könne,  so  wurde  die  Demonstration  auf  folgende  Art 
vollkommen  richtig  seyn: 

I.  Ponamus  dari  quadraturn  aa  qui  in  forma  ktnn  — m—  1 
contineatur. 

II.  Inde  inveniri  posset  alius  quadratus  hb  minor  quam 
aa,  qui  pariter  in  forma  kmn  — m — 1 esset  contentus. 

III.  Gontinuo  ergo  ad  numeros  quadratus  minores  per- 
veniretur,  quod  foret  absurdum. 

Die  ganze  Demonstration  wurde  also  auf  den  II  Satz 
ankommen:  an  concesso  quadrato  a a.  aliud  minus  bb$\  eo 
inveniri  possil,  quod  in  forma  '*mn  — in  1 contineatur. 

Ew.  bin  für  die  (ionununication  Dero  Idee  über  die 

seriem  — 4~  — A — — > -f  4-  etc.  sehr  verbunden,  denn  auf 
t -r  |0  -r  |(ip  -r  )000 

solche  Art  werden  öfters  grosse  und  beschwerliche  Zahlen 
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leicht  ausgedrückt  werden  können.  Um  diese  Zahl  1,1  VI 502 
durch  sieben  tenninos  zu  bekommen,  brauchen  Hw.  diesen 

terminum  generalem  'lzx  ^ Ich  glaube  aber  Dieselban 

haben  sich  verschrieben,  indem  7 termini  hujus  seriei  nicht 
mehr  geben  als  1,1  VI 2882.  Die  verlangte  Zahl  kommt  aber 
heraus  wenn  man  diesen  terminum  generalem  — — ^ * 

annimmt. 

Ich  habe  neulich  eine  expressionern  indefinitam  gefunden, 
wodurch  der  valor  ipsius  n ausgedrückt  wird.  In  circulo, 
cujus  radius  — 1,  capiatur  arcus  quicunque  u,  cujus  Cosi- 
nus — a et  sinus  ~ a ; sit  autem  sinus  arcus  2 u ~ ß, 
sin.3«~y,  sin.Vi/md,  sin.5w~e  etc.  His  positis  dico  fore 

Y — « -f-  «a  -f-  +-y  a*y  + \ etc.  Setzt  man 

u — - 


ob  a — Yl' 


1 o . 1 

“ — W ß — * * Y — 


Vl 


d—  0, 


; — etc.  findet  man  folgende  seriem 


L + JL_ 

4 — 1.2  — 1.1  ~ 2 2* 

1 

— etc. 


_J 1 L + JL  j L _ 

A ■ 1*  fi.2s  1.1*  ’ 9.2‘  ' 10. 2‘ 


lt  .2* 

welche  ziemlich  stark  convergirt. 

Diese  Aequation  — -5  “ — • - — ^ — 7 —(  * 

* m{m  — ay  a (m  — a)*  a a \m  — a m / 

hatte  ich,  wo  ich  nicht  irre,  zu  diesem  Ende  angeführt,  um 
die  summam  hujus  seriei 

* 1 1 1 * | * 1 pfr 

(«  + 1)1*  T (.«  + 2)2*  («  + 3)3*  (a  + 4)4*  "r 

desto  leichter  zu  finden,  denn  im  ersten  termino  ist  m~o-l-l, 

im  zweiten  m zzi  a -+  2 , im  dritten  ist  m ~ a +-  3 und  so 

fort,  dahero  diese  series  sogleich  in  dipse  resolvirt  wird 
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1 f\  . 1 . I . I . , \ ff* 

7 (71+55  + 3-,  + ^-!-  rtc.)  — ^ 

“ i (4  ““  iT^i  + T ä-\-i  ■+■  T ~ «4^  + etc  ) 

— " o^C1  + T ^ 1-^)' 

welche  summa«  Ew.  in  Dero  letztem  Schreiben,  allem  An- 
sehen nach,  auf  eine  andere  Art  gefunden  haben. 

Dass  alle  numeri  quadrati  aa,  welche  in  dieser  Formul 
knn  -f-  2 (2m  — i)  n-\-  m — 1 oder  in  dieser  VMA'-j-  M-\- If 
(welche  mit  jener  übereinkommt  ponendo  N—n  et  M~n 
-|-  m — 1)  nicht  enthalten  sind,  einen  numerum  primum 
für  Vafl-f-1  geben,  ist  klar.  Denn  wenn 

aa  ~ kn'  (2  in  — l)n-j-m  — t ~kMN-\-M-\-N, 
so  wird 

k aa  4-1—  iVn-j-Vm — 3 (Vn  -f-  1)  = (kM  -f-  !)  (ViV-(-  1) 
und  hat  folglich  Factoren.  Wenn  also  Vaa  4*  * e*n  numerus 
primus  ist,  so  kann  aa  in  obgedachten  formulis  nicht  ent- 
halten seyn.  Ich  zweifle  aber  sehr,  ob  durch  solche  formu- 
las  exclusivas  jemals  etwas  herausgebracht  werden  wird, 
indem  darin  die  ganze  Kenntniss,  welche  wir  von  den  nu- 
meris  primis  haben,  gegründet  ist;  denn  auf  gleiche  Art 
kann  man  sagen,  dass  alle  numeri,  welche  nicht  in  dieser 
Formel  mn  4-  m 4"  n 4-  • enthalten  sind,  numeri  primi  seyen. 

Ich  zweifle  auch  sehr,  ob  die  valores  von  m,  wenn 
km — 1 ein  numerus  primus  ist,  eine  solche  gewisse  Eigen- 
schaft haben,  dergleichen  statt  findet,  wenn  im  4 I ein* 
numerus  primus  ist.  Denn  dass  m nicht  immer  scy  ein  du- 
plum  quadratnm  4“  numero  trigonali,  wenn  im — 1 ein 
numerus  primus  ist,  erhellet  aus  dem  casu  im  — t ~ 79; 
dann  wird  m — 20,  welche  Zahl  die  vermuthete  Eigenschaft 
nicht  hat.  • Euler. 


Digitized  by  Google 


2 fi  5 


LETTRE  LXY. 


Goldbach  ä Euler. 

Som  maire.  Nouvel  Amendement  k la  dlmonstration  precldente.  S^ries  reprrfsen- 
tant  U valenr  de  flr*  Divers  sujets. 


St.  Petersburg  d.  38  Sept,  1743. 

Au*  Ew.  Erinnerung  gegen  die  vorige  Demonstration,  habe 
ich  die  prop.  6 ipsius  demonstrationis  allerdings  unrichtig 
befunden;  dahero  ich  dieselbe  nebst  den  darauf  folgenden 
in  meinem  letzten  Schreiben  auszustreichen  und  an  deren 
Stelle  folgende  zu  substituiren  bitte: 

6.  Ad  hanc  aequationem  (An — l)m  — i~oa  ex  utra- 
que  parte  addatur  — 2a  (kn  — l)-|-(An — l)4,  fiet 

(kn  — l)(m  — 2a  -f-  An  — i)  — I — (a  — (An  — 1))*. 

7.  Quoniam  vero  aa  est  quadratum  minimum  quaesito  sa- 
tisfaciens  ex  hypothesi,  erit  aa<i(a — An-f-i)4,  vel  aa  — 
eidem,  sed  aequale  esse  non  potest  ob  An  ml,  erit  ergo 
( — 2o-(-(An — i])(An  — l)>0,  ergo  (An — l)>2ft:  e*t 
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autein  ex  hypothesi  Vn — 1 — ergo  >■  2 a,  seu 

aa>2om  — 1,  seu  a>2m  — — • 

8.  Sed  per  prop.  5 patet  esse  a <;  m,  ergo  m > 2m  — 4-, 

quod  ost  absurdum  si  m et  a sint  integri,  quod  absurdum 
sequeretur  ex  imn  — m — l~aa. 

Vor  einigen  Tagen  fielen  mir  unterschiedene  propositio- 
nes  ein,  die  bey  dem  ersten  Anblick  schwer  zu  demonstriren 
scheiden  mochten,  ex.  gr.,  wenn  ich  setze 

1 ~ T + T “ T etc*  — A 

1 — i i — i + etc-  = B 

* — ^ -f  p + etc.  = C et  sic  porro, 

erit  f + 4"  etc' 

Vel  si  ponatur 

‘ T + i + pf  + ^ + etc-  — ^ 

1 + h + h r*  + etc- = v 

1 + i*  + ^ 4-  etc.  = d et  sic  porro 

erit  Y~ + ? 4-4>4-^l  + etc. 

Wenn  ich  eine  seriem  mache,  in  deren  terminis  der  nu- 
merator  perpetuus  ist  1 , die  denominatores  aber  aus  allen 
numeris  possibilibus  omnium  potestatum  bestehen , folgen- 
dergestalt: 

l . i i , 1,1,1  - i 

k ' 8 ~ 9 ~ 16  ~ 25  ~ 27  ' 33  ' 

so  wird  die  summa  seriei  in  casu  signi  superioris  seyn  1; 
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in  casu  signi  inferioris  autcm  (quod  Omnibus  dcuoininato- 
ribus  imparibus  praefigitur)  erit  summa  seriei  2/2  — 1. 

Was  Ew.  bey  der  formula  der  7 terminorum,  welche 
1,  Hl  592  machen,  erinnert  haben,  ist  ganz  richtig;  die  an- 
dere Formul  war  aus  Versehen  dahin  geschrieben. 

Ob  es  zwar  sehr  leicht  ist  zu  demonstriren,  dass  eine 
formula  algebraica  bujusmodi  a -\-  b a?  — (—  cxx  -f-  dxl  etc. 
lauter  numeros  primos  geben  kann,  posita  x pro  exponente 
terminorum,  die  coefficicntes  a,  b,  c,  etc.  mögen  numeri 
integri  quicunque  seyn,  so  gibt  es  doch  formuias,  welche 
vor  vielen  andern  eine  Menge  numerorum  primorum  in 
sich  halten;  dergleichen  ist  die  series  xx 19* — 19,  so 
in  den  ersten  kl  terminis  nur  vier  numeros  non  primos  hat. 

Gleichwie  in  casu  im  } I ~ numero  primo,  m est  — 
duobus  triangularibus  -f-  □,  so  könnte  dennoch  wohl  seyn 
in  casu  fcm  — t — numero  primo,  dass  m — duobus  qua- 
dratis  -(-  A wäre,  uti  20^.1  -}-■  — )—  15,  wiewohl  ich  es 

noch  nicht  probiret  und  fernerer  Untersuchung  anheimstelle. 

Diese  beyden  propositiones:  dass  8n-|-  3 allezeit  in  drey 
quadrata,  und  n in  tres  trigonales  resolvirt  werden  kann, 
sind  aequivalentes  und  conccssa  uns,  sequi tur  altera. 

Es  scheinet  mir  sehr  probable,  dass  wenn  in  der  obge- 
dachten Formul  xx  -|-  19» — 19  vor  x gesetzt  wird  2'", 
alsdann  posito  m numero  quocunque  integro  affirmativo, 
allezeit  ein  numerus  primus  herauskommt;  wenn  aber  die- 
ses auch  wäre,  würde  es  doch  schwer  zu  demonstriren 
seyn;  ingleichen,  dass  dieselbe  Formul  xr1  -f  19* — 19  kei- 
nen divisorein  bujusmodi  lOn-j-l  hat. 

Goldbach. 


Corr.  math  et  pkyt.  T / 
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LETTRE  LXVI. 


Edler  h Goldbacb. 

So  mm  ai  re.  La  dlmonfttrAtion  du  thrforime  4 mn — m — I HZ  au  «pprouv^«. 
Demonstration  de  celui-ci  4 mn  — m — n ~T~  aa.  Autrcs  thloreme*  ana- 
loguca.  Serie»  pour  — et  autres.  TWoreme»  de  norobre*. 


Berlin  d.  1$  öc*ol*r  1*743 

Nunmehr  hat  Ew.  Demonstration,  das»  (kn  — i itn  — 1 Xaa 
ihre  völlige  Richtigkeit;  denn  da  Dieselben  vorher  erwiesen, 
dass  posito  aa  omnium  quadratorum , si  quae  darentur,  mi- 
nirno,  seyn  müsse  m > a,  anjetzo  aber  pro  eodcm  casu, 
dass  in  •—  1)  > 2a,  so  muss  folglich  seyn  (A  n — l)m  >2aa$ 
nun  aber  ist  (kn  — »nd  wäre  also  aa  4-1  >2aa, 

welches  nicht  seyn  kann  nisi  sit  a — 0 vel  a ~ ( (denn 
hier  muss  das  Zeichen  > nicht  majus,  sondern  non  minus 
heissen).  Wenn  man  aber  setzt  vel  a m 0 , vel  a~l,  so 
wird  die  Aequation  (in  — 1)  m — l~aa  unmöglich.  Ich 
muss  gestehen,  dass  ich  nicht  geglaubt  hatte,  dass  dieses 
theorema  auf  eine  so  leichte  und  schöne  Art  bewiesen  wer- 
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den  könnte,  und  bin  datier  versichert , das*  die  meisten 
theoremata  Feruiatii  auf  eine  gleiche  Art  bewiesen  werden 
können,  weswegen  ich  Ew,  um  so  viel  mehr  für  die  Com- 
muuication  dieser  herrlichen  Demonstration  verbunden  bin. 
tingeacht  nun  daraus  folget , dass  auch  diese  Form  ul 
kmn — in — n kein  Quadrat  seyn  könne,  so  habe  ich 
doch  nach  Ew.  Anleitung  darüber  folgende  Demonstration 
gemacht: 

Qui  negat  yeritatem  propositionis  kmn — m — nzrzaa, 
is  statuere  debet  dari  quadratum  aa  mini  mm«,  cui  formula 
k ran  — m — n aequari  possit.  Sit  ergo  aa  hoc  quadratum 
minhnum,  sitque  kmn — m—n—aa  erit  (km  — 4)<kn— 1)— 1 
rrkaa  Addatur  utrinque  — 8n(kn — l)-|-k(kn — 1)*, 
erit  (km— i— 8a-+-k(kn— l))(kn— 1)— 1 — k(a  — kn+l)*~0. 
Quod  cum  praecedente  minus  esse  nequeat,  sequitur 
(km  — t — 8 a -j-  k (kn  — 1))  (kn  — 1)>  (km  — 1)  (kn  — I) 
ideoque  kn — l>2a  (ubi  signum  > signiticat  non  minus) 
Simiii  modo  demonstrabitur  esse  km  — l>2a.  Sit  ergo 
im — i=.2a-f-/j  et  kn  — f — 2a~|-<7  eritque  p > 0 et 
f >0,  unde  fiet  (km  — l)(kn  — 1)  — kao -{- 2a 
At  est  (km  — 1)  (kn  — 1)  ~ kaa  -f-  1 et  ideo  2 a(p-\-q)-\-pq 
— 1 , quod  ticri  nequit  nisi  sit  a — 0 et  p — 1 et  q 1 . 

Verum  aliunde  eonstat  esse  uou  posse  a — 0;  quamobrem 
non  datur  quadratum  minimum  aa  formulae  kmn — m — n 
aequale  et  conscquentcr  haec  formula  quadratum  null«  modo 
esse  potest.  Q.  E.  D. 

Ich  habe  noch  einen  grossen  Vorrath  von  dergleichen 
theorematis,  welcher  Demonstration,  wenn  solche  auf  gleiche 
Art  sollte  herausgebracht  werden  können,  gewiss  nicht  wenig 
scu  Erweiterung  dieser  Wissenschaft  heytragen  würde.  Diese 
theoremata,  wie  ich  sie  der  Ordnung  nach  herautgehraebt 


Digitized  by  Google 


260 


habe,  sind  folgende,  nehmlich  alle  nachfolgenden  förmulae 
können  nullo  modo  numeros  quadratos  geben 

XXVII  24mn-  t (m+n) 
XXVIII.  24m  n~  5 (m+n) 

XXIX.  24mn-  7(m-+-n) 

XXX.  1kmn±  7 ( m — n ) 

XXXI.  24m n — 11  (m-f-n) 
XXXII.  24mn-H  11  (m  — n) 
XXXIII  24mn  -)-  13(m — n) 
X XXIV.  24  m n -f- 13  (m  — n) 
X XXV.  24  mn+n(m  — n) 
XXXVI  24m«+n(m-f/t) 
XXXVII.  24mn+19(m  + n) 

XXXVlII.24mn+23(m+n) 
etc. 


ferner  ist  auch  7 mn — m — nxaa. 

Ausser  diesen  habe  ich  auch  noch  einige,  welche  gene- 
raler sind,  als  Kkmn—m — nxD,  oder  auf  folgende  Art 
exprimirt: 

Theorema.  Existente  mn  divisore  quocunque  numeri  N 
dico  formulam  KN — m — n quadratum  nunqnarn  esse  posse. 
Hernach  kann  auch  diese  Formul 

K [Kk  -f-  I)  mn  — [Sk  1)  (m  -4-  n) 
nimmer  ein  quadratum  geben. 

Die  theoremata,  welche  Ew.,  durch  unendlich  viel  series 

den  valorem  ~ zu  cxprimiren,  gefunden,  waren  mir  schon 

4 n 2 2 2 2 

•längst  bekannt,  denn  da  -y  = - j •+■  y — y 4-  «tc.  so 

wird  »eyn 


I. 

4 mn—  1 (m-f-n) 

II. 

4 mn  — 3(m-}-n 

IIL 

8 mn  — 1 (m  + n) 

IV. 

& mn  — 3 (jn  — [■*  n') 

V. 

8mn+3(m  — n) 

VI. 

8mn+5(m  — n) 

VII. 

8mn+5(m-+-n) 

VIII 

8mn-(-7(m-)-n) 

IX. 

12  mn  — 1 (m-f-n) 

X. 

1 2 mn  -+-  5 (m  -f  n) 

XI. 

l2mn+5(m  +n) 

XII 

1 2 mn  + 7 (m  + n) 

XIII. 

l2mn  — 7(m  + n) 

XIV. 

12mn  — 1 l(m-|-n) 

XV.  20mn—  1 (m-|-n) 
XVI  20 mn-  3 (m-|-n) 
XVII.  J0mn+  3 (m  — n) 
XVIII.  20m«  — 7 (m+n) 

XIX.  20mn±  7 (m  — n) 

XX.  20mn — 9 (m-f-n) 

XXI.  20mn-[-ll  (m-)-n) 

XXII.  20 mn-)-  13(m  — n) 
XXIII.  20  mn  -f- 13 (m-j-n) 

XXIV.  20mn±17(m-n) 

XXV.  20 mn  t-n(m-f-n) 

XXVI. 20mn  + 19(m-f-n) 
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« o 1 

t = ö— i-r=r  + 6~ i-j— i + etc-  oder 

« _ i i . 

T — + 4ZTT  + etC' 

Wenn  nun  ein  jeglicher  terminus  in  progressionem  geome- 
tricam  resolvirt  wird,  so  kommt 

y — IH-y+y-f-yr-i-  y "h  etc- 

1 l i t i 

. _ __ — - . _ ptp 

2 2.4  WH  23 . 16  2V32 

, 1 | 1 , 1 | 1 , 1 , 

*+■  3 ' 2.9  ' 2*. 27  ' 2*. 81  ' 2*7243  ' elC' 

etc. 


-fl 

+ H' 

-t(* 

+10 


i-  + ±_-L 

2 ' 3 4 


— etc. 

O 


l . i l . i , \ 

T + T"“li'“^'25'~etc-) 
i , i i t . \ 

¥ + 27“  64  f m ~ etc  ) 

JL  _L  i Ü | ? etc  ^ 

16  ^ 81  236  ' 625  ) 


etc. 


TT  4 4 4 

Gleichergestalt,  da  — = — -+-  — -f-  •+-  etc.,  so  wird 

seyn  T = 1^“ i + ctc*  = yr*  + yij 

4-  -f-  etc.  Wenn  nun  ein  jeglicher  terminus  in  eine 

seriem  geometricam  resolvirt  wird,  so  kommt  Ew.  andere 
Expression  heraus  • 

f=  1 + F + P+i  + *tc- 

+ ¥(1  + ?i  + ^ + ?J  + etc) 

' + Ä(t  + ?+  F+f»  + etc  ) 

etc.  ‘ , - 
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wovon  Ew.  easu  signorum  superioruni  die  Summ  ~ 1 , 
at  casu  signorum  inferiorum  die  Summ  — 2/2 — 1 angeben, 
wird  ein  Versehen  seyn,  indem  alle  denominatores  unitate 
minui  debehant.  Alsdann  aber  kommen  eben  diejenigen 
theoremala  heraus,  welche  Ew.  mir  schon  längst  eommu- 
niciret  und  giitigst  erlaubet,  dieselben  nebst  Dero  Demon- 
stration im  9t',,‘  tomo  zu  publiciren. 

Die  series,  deren  terminus  generalis  ist  xx  19  (x  — I), 
ist  in  der  That  wegen  der  häufigen  numerorum  primorum, 
so  darin  Vorkommen,  sehr  merkwürdig.  Inzwischen  finden 
sich  doch  die  numeri  compositi  um  so  viel  häufiger  ein , je 
weiter  man  die  Seriem  continuirt.  Denn  da  in  den  ersten 
47  terrninis  nur  4 numeri  non  primi  Vorkommen , so  kom- 
men in  den  ersten  75  terrninis  schon  14  numeri  non  primi 
hervor.  So  weit  habe  ich  diese  seriem  continuirt,  und  die- 
ses war  genug,  um  Ew.  beyden  Muthmassungen  über  die 
Beschaffenheit  dieser  Progression  zu  widerlegen.  Denn  erst- 
lich habe  ich  gesehen,  dass  nicht  immer  ein  numerus  pri- 
mus  herauskommt,  wenn  vor  x eine  potestas  binarii  gesetzt 
wird:  der  64**  terminus  ist  5293  — 67.79.  Hernach  weiset 
aber  der  73  terminus  6697—  37.181,  dass  die  divisores 
formae  1 0 n — (—  I nicht  excludirt  werden.  Was  im  übrigen 
die  divisores  terminorum  hujus  seriei  anlangt,  so  ist  zu 
merken,  dass  keine  andern  stattfinden,  als  welche  zugleich 
divisores  numerorum  hujus  formae  19rta — 23 bb  sind  und 
vicissim. 

Ew.  Observation,  dass,  wenn  4m — I — numero  primo, 
auch  m ein  numerus  sey  ex  duobut  quadrati»  et  trian- 
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gulari  compositus , kann  ich  weder  refutiren  noch  de- 
monstriren,  indem  ich  noch  nicht  einmal  einen  numerum 
habe  linden  können,  der  nicht  in  duo  quadrata  et  numerum 
trigonalem  resolubilis  wäre,  zum  wenigsten  gibt  es  unter 
100  keinen.  Sollten  nun  alle  n umer i diese  Eigenschaft  ha- 
ben, so  hätte  auch  diese  Observation  ihre  Richtigkeit,  aber 
auf  eine  solche  Art,  als  wenn  ich  sagen  wollte,  dass  m im- 
mer eine  summa  trium  trigonalium  oder  quatuor  quadrato- 
rum  wäre.  Das*  diese  beyden  Propositionen:  8m  3 ~ 
summae  3 □ et  m — suminae  3 A aequivalentes  sind,  ist 
leicht  einzusehen,  und  dependiret  eben  davon  auch  die  De- 
monstration, dass  oranis  numerus  summa  k quadratorum 

sey.  Denn,  si  m — — ^ 1 ^ 1 ent  8 m -f-  3 zz 

(2  a -f-  1)*  -|-  (2  b -f-  l)1  (2  c -t-  1)*,  folglich  ist  immer 

6m-\~  \ eine  summa  quatuor  quadratorum,  und  ferner  ejus 
quadrans  folglich  omnis  numerus  impar,  et  per 

conscquens  omnis  omnino  numerus  erit  in  quadrata  re- 
solubilis. Bey  dieser  Form  8m-f-3  ist  zu  merken,  dass  so 
oft  dieselbe  ein  numerus  primus  ist,  auch  in  dieser  Form 
2aa-\-bb  enthalten  sey.  Um  dieses  und  andere  dergleichen 
theoremata  zu  beweisen , kommt  das  meiste  auf  folgende 
lemtnata  an,  wovon  ich  noch  keine  rechte  Demonstration 
habe  finden  können: 

I.  Si  numerus  integer  n non  sit  summa  duorum  qua- 
dratorum integrorum,  talis  quoque  non  erit  in  frac-- 
tis,  seu  nullus  numerus  npp  in  duo  quadrata  Integra 
resolvi  poterit  Atque  vicissim,  si  npp  fuerit  summa 
duorum  quadratorum,  etiam  numerus  n erit  summa 
, duorum  quadratorum,  idque  in  integris 
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II.  Si  numerus  n non  fuerit  summa  3 quadratorum  in 
integris,  etiam  talis  non  erit  in  fractis. 

III.  Si  numerus  npp  fuerit  summa  V quadratorum,  erit 
quoque  numerus  n summa  V quadratorum  integrorum 
cyphra  non  exclusa. 

Ich  kann  mich  nicht  erinnern  ob  Ew.  nachfolgende  Ex- 
pression bekannt  ist 

am — y (a-f  b)"‘  + (a+2by—  "("  ~ (a + 3 b)m 

+ [a  -f  kb)m  — etc. 

Wenn  m und  n numeri  integri  sind  und  m<«,  so  ist  die 
ganze  Expression  immer  ~ 0. 

Nachfolgendes  theorema  scheint  mir  auch  merkwürdig 
zu  seyn:  Si  fuerit  aa-\-kn  numerus  primus  —p,  atque  d 
sit  divisor  quicunque  numeri  n,  erit  p numerus  in  hac 
forma  dxx  -j-  yy  contentus  (idque  uniro  modo).  Ex.  gr.  sit 
n~30;  sumto  o~ll,  fit  Vn  aa  — 2V1  —p.  Gontinetur 
ergo  numerus  2M  in  sequentibus  formis  xx  -)-yy;  2xx-]-  yy\ 
3x*4-yy;  5 xxy-yy.  bxx  \ yy\  !0a;x-)-yy;  I5xx-] -yy, 
30 xx-\-yy,  in  unaquaque  autem  semel  tantum  continetur. 

Gleich  wie  eine  summa  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  aa-\-bb  keine  andere  divisores  haben  kann,  als 
welche  in  dieser  Form  Vn-f-I  enthalten  sind^  also  kann 
ich  auch  demonstriren , dass  alle  divisores  formae  a*  b* 
in  dieser  Formul  8n  t enthalten  sind;  gleichergestalt, 
dass  alle  divisores  von  a*  b*  numeri  hujus  formae  !6n-)- 1 
seyn  müssen.  Et  generaliter 

Numerorum  in  hac  forma  n*m  -f-  b%m  contentorum  alii 

divisores  non  dantur,  nisi  hujus  naturae  1. 
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Wenn  diese  factores  in  infinitum  wirklich  mit  einander 
multiplicirt  werden  (I  — r»)  (t  — «*)  (1  — n*)  (i  — n4)  (I  — n*)  etc., 
so  kommt  nachfolgende  series  heraus 
l_n‘_„»+n*  + n7 

-(-  n*7  — etc. 

wovon  per  inductionem  leicht  erhellet,  dass  omnes  terinini 

3X  X ^ X 

in  hac  forma  n * begriffen  sind , und  das  signum  -b 
praefixum  haben,  wenn  x ein  numerus  par,  das  signum  — 
aber,  wenn  x ein  numerus  impar  ist.  Ich  habe  aber  noch 
keine  Methode  finden  können,  wodurch  ich  die  Identität  . 
dieser  zwey  Expressionen  demonstriren  könnte.  Der  Hr.  Prof. 
Nicolaus  Bernoulli  hat  auch  praeter  inductionem  nichts 
darüber  herausbringen  können. 

Euler. 


LETTRE  LXVII. 


Goldbach  ä Euler. 


Sommaikk.  R^ponse  a la  pHc^dente. 


St.  Petersburg  d.  Dec.  1745. 

Aus  Ew.  Schreiben  vom  15.  October  habe  ich  mit  Vergnü- 
gen ersehen,  dass  endlich  aus  meiner  Demonstration  etwas 
geworden  ist.  Ob  mir  nun  wohl  meine  andere  occupationes 
fast  keine  Zeit  übrig  gelassen,  die  von  Ew.  beygefügten  an- 
dern theoremata  etwas  genauer  zu  untersuchen,  so  holle 
ich  doch,  dass  man  künftig  in  dieser  generali  aequatione 
impossibili  e m n. — J (m  n)  nz  aa  die  conditiones  nume- 
rorum  e et  f in  unendlich  vielen  casibus  wird  bestimmen 
können. 

In  der  serie  etc.  und  den 

von  mir  angegebenen  summis  ist  gar  kein  Fehler,  wie  sol- 
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che»  Ew. , wenn  Sie  selbige  noch  einmal  zu  betrachten  be- 
lieben, leicht  ersehen  werden. 

Dass  die  divisores  formae  10n-}-i  in  der  Serie,  cujus 
terminus  generalis  est  aca;-|-19* — 19,  nicht  excludiret 
werden,  ist  so  offenbar,  das»  es  mir  des  Morgens  nach  Ab- 
gang meines  vorigen  Briefes,  als  ich  ohngefähr  daran  dachte, 
selbst  beyfiel;  ich  achtete  aber  die  gloriam  der  ersten  Ent- 
deckung dieses  erroris  nicht  so  wichtig,  dass  ich  selbige 
durch  ein  besonderes,  nur  blos  dazu  gewidmetes  Schreiben 
notiticiren  sollte. 

Die  series  a.m — n(a  ■{  b)"'  -\-n(n — l)(a-(-  2b)'"  — etc.  — 0 
ist  mir  vorher  gar  nicht  bekannt  gewesen;  um  mich  von 
der  Wahrheit  derselben  zu  convinciren,  wollte  ich  grada- 
tim  erst  m~l,  mzz.2,  etc.  setzen,  und  dann  successive 
auch  n~  1,  nz r2,  etc.  nehmen,  so  würde  es  sich  zeigen, 
dass  auch  in  den  grösseren  valoribus  rn  et  n,  die  series  sich 
allezeit  destruiren  müsse. 

Bey  der  serie  (1 — n)  (1 — nn)(l  — n*)  etc.  ist  mir  ein 
besonderes  problema  eingefallen:  Data  serie  A infinitorum 
terminorurn,  signis  -\-  et  — dato  ordine  variantibus  proce- 
dentium,  invenire  lenem  B hujus  naturae,  ut  in  producto 
AB  signa  -(-  et  — eodem  ordine  sibi  succedant,  quo  ordine 
isbi  succedebant  in  A.  Dieses  problema  kann  sehr  leicht  sol- 
viret  werden  in  dem  casu  A~(t  — n)  (i  — nn)(l  — n*) 
etc.,  obgleich  darin,  wie  Ew.  angemerkt  haben  die  signa  -f- 
et  — auf  eine  gar  ungewöhnliche  Art  abwechseln,  denn 
wenn  ich  setze  ß:r:(l — nl)  (1 — n^)(l — n t)  etc.,  so  wird 
A multiplicata  per  B eine  neue  series,  welche  dieselbe"  Va- 
riationen) signorum  in  sich  hält.  Goldbach. 
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LETTRE  LXVIII. 

i 

Euler  ä Goldbach. 

Som  MiilE.  Mime«  sujets.  Probleme  de  la  geomltrie  de«  courbes 


Berlin  d.  21  Januar  1744. 

— — Ausser  den  vorher  gemeldten  theorematibus  über  die 
formulas,  quae  quadratos  numeros  praebere  nequeunt,  habe 
ich  seit  der  Zeit  in  dieser  Materie  nichts  anders  angemerkt, 
als  dass  diese  Formul  2 abc — b — c kein  quadrattim  seyn 
könne,  si  vel  b vcl  c fuerit  numerus  impar  formae  kn— 1. 
Ferner  kann  auch  diese  Formul  2 abc  - b 4- c kein  Quadrat 
seyn,  si  fuerit  a numerus  impar  et  b numerus  vel  hujus 
kn-j-1  vel  kn-(-2  formae.  Hernach  kann  auch  2abc-\-bztc 
nimmer  €in  quadratum  seyn,  si  fuerit  a numerus  impar  et 
b vel  hujus  formae  kn  — 1,  vel  hujus  kn  — 2.  Ich  kann 
aber  von  allen  diesen  Propositionen  noch  keine  andere  völlig 
demonstriren , als  diejenigen,  welche  aus  Vmn-m-nxaa 
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fliessen,  und  welche  Evv.  folglich  auch  durch  Dero  letzt- 
gemeldte  Methode  demonstriren  können. 

Ich  kann  noch  nicht  einsehen , dass  kein  Schreibfehler  in 
der  von  Ew.  letztangeführten  serie 

.1,1.1  .1.1.  1.1.  . 

T + T-  ir  + TS111!! - 2^  + 33  + etC' 

. sollte  unterlaufen  seyn.  Denn  da  Ew.  gefunden,  dass 

. i i i l . 1 l . 

1 — T +T  + T+15  + M + 55  + etc- 

so  muss  diese  series  etc‘  nothwcndig 

kleiner  als  1 seyn,  indem  sogar  der  defectus  angegeben 
werden  kann,  welcher  ist 

J l_L  _i !_  J L_  J L_.  etc 

3A'  7.8  8.9  ' 15.16  ' 24.25^ 

Gleichergestalt  da  fest  demonstrirt  worden,  dass 

2 12  — ! = 4 -1-  ~ — | ^ ^ ^ + etc. , 

so  kann  ja  eben  diese  series,  si  singuli  denominatores  uni- 
tate  augeantur,  unmöglich  eben  diese  Summ  2/2  — 1 haben. 
Dahero  noch  mehr  in  meiner  Meinung  gestärket  werde, 
dass  Ew.  vergessen  die  denominatores  um  1 zu  vermindern. 

Dass  diese  series 

am—n(a  + b)m  + a + 2 b)m  — etc.  - 0 

si  fuerit  n>m,  erhellet  ex  natura  serierum  recurrentium. 
Denn  da  alle  progressioncs  algebraicae  ad  genus  recurren- 
tium gehören,  dergestalt  dass  ein  jeder  terminus  ex  aliquot 
praecedentibus  determinirt  werden  kann,  so  muss  auch  diese 
series  a'" , (a b)m , (a-\-2b),n,  etc.  eine  series  recurrens 
seyn,  und  ein  beständiges  Verhältniss  zwischen  einem  jeden 
termino  und  einigen  vorhergehenden  Statt  finden.  Dieses 
kann  sogar  infinitis  modis  geschehen,  indem  die  scala  rela- 
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tionis  seyn  kann  I — n y"  ' — *^*  j — — -f-  «tr. , 

wenn  nur  n > m. 

Ich  zweifle  «ehr,  ob  inan  eine  leichtere  Demonstration 
davon  wird  linden  können,  als  diese,  weiche  ex  natura  se- 
rierum  recurrentium  von  »elbsten  folgt,  denn  wenn  man 
sich  schon  per  inductionem  von  der  Wahrheit  davon  über- 
führet, so  sieht  man  doch  nicht  den  Weg,  so  dazu  ge- 
führet,  ein. 

Ew.  Reflexion  über  die  Expression  (1  — n)  (1  — n1) 
(I  — ns)  etc.  in  Ansehung  eines  faetoris  (1 — ni)(i — n?) 
(l-ni)  etc.  also,  dass  das  factum,  si  evolvatur,  eine  gleiche 
Abwechselung  der  signorum  -4-  et  — gebe,  könnte  vielleicht 
bey  andern  Untersuchungen  einigen  Vortheil  bringen;  allein 
in  der  Serie,  welche  ich  daraus  bcrgeleitet,  habe  ich  daraus 
noch  keinen  Nutzen  ziehen  können. 

Man  sichet  hier  schon  seit  mehr  als  8 Tagen  einen  ziem- 
lich grossen  Cometen,  welcher,  da  er  in  coelo  fast  gar  keinen 
motum  zu  haben  und  doch  immer  grösser  zu  werden  scheinet, 
allem  Ansehen  nach  genau  auf  die  Erde  zugehet. 

In  den  Actis  Lips.  M.  Nov.  ist  ein  prohlema  proponirt 
worden  solches  Inhalts:  Circa  data  duo  pimrta  (Fig. 8.)  Eel  F 
lineam  curvani  describere  hujusmodi  trt  si  ex  duobus  ejus 
punctis  quibusvis  A et  B ad  illa  puncta  E et  F ducantur 
rectae,  area  AEB  futura  sit  semper  proportionale  angulo 
A FB.  Yel  si  corpus  in  peripheria  hujus  curvae  revolvatur, 
ut  areae,  quas  circa  punctum  E describit,  proportionales  sint 
angulis,  quos  circa  alteruin  punctum  F absolvit. 

Euler. 
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LETTRE  LXIX. 

Goldbach  ä Eulf.r. 

S o M u k I R c.  Rdponi*  a la  prdcddente 


Moscau  d.  12.  Marx.  it.  n.  1744. 

Das  problema,  dessen  Ew.  aus  den  Actis  Lips.  Erwähnung 
thun,  werden  Sie  ohne  Zweifel  schon  solviret  haben.  So 
viel  ich  sehe  hat  die  curva  unter  andern  diese  Eigenschaft, 
dass  wenn  sie  durch  eine  rectam  quamcunque  per  punctum 
F (Fig.  8)  transeuntem  in  zwey  Theile  getheilet,  und  von 
demjenigen  Theile,  in  welchem  das  punctum  E stehet,  das 
triangulum  rectilineum  AEB  abgezogen  wird,  das  trilineum 
residuum  AEB  allezeit  eine  aream  constantem,  areae  dimi- 
diae  totius  curvae  aequalem  habe,  oder  dass  die  pars  curvae 
EAGB  allezeit  “ sey  der  parti  curvae  EAHB. 

Die  vermeinten  summae  serierum  sind  allerdings  aus 
einem  offenbaren  Fehler  entstanden. 
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Die  von  Ew.  angegebenen  vielen  Casus,  wodurch  die 
quantitates  e und  f in  emn — f( ’m  -)-  n)  zc.  aa  bestimmet 
werden,  geben  mir  Ursach  zu  vermuthen,  dass  selbige  noch 
viel  generaler  dcterminiret  werden  können,  ob  mir  gleich 
dazu  bishero  keine  Methode  bekannt  ist;  indessen  scheinet 
doch  auch  diese  kleine  Observation  einigen  Nutzen  zu  haben, 
dass  die  aequatio  impossibilis,  so  w ie  sie  angedeutet  worden, 
allezeit  ihre  Richtigkeit  hat,  wenn  aa^k(e — _/)*,  allwo 
das  signum  minus  oder  gleich  bedeutet,  gleichwie  ich 
seit  Ew.  vorigem  Schreiben  das  signum  für  majus  vel 
gleich  zu  meinem  eigenen  Gebrauch  angenommen. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXX. 

Euler  ä Goldrach. 

Sommaikb  Cause  de  la  peuntear.  Rlpnnse  ä la  prlrldcnte.  Divers  sujets. 


Berlin  d.  25  April  1844. 

— Ich  bin  in  Verfertigung  meiner  piöce,  welche  ich 

über  den  Magneten  im  vorigen  Jahr  nach  Pari«  geschickt, 
auf  einen  Einfall,  um  die  causam  gravitatis  zu  erklären,  ge- 
rathen,  welcher  mir  je  länger  je  gründlicher  vorkommt, 
ungcacht  ich  mich  noch  nicht  im  Stande  befinde  denselben 
völlig  auszuführen.  Anjetzo  sollte  man  hier  schon  wissen 
können,  wer  dieses  Jahr  den  Preis  bey  der  Akademie  zu 
Paris  erhalten;  weil  mir  nun  der  Hr.  Clairaut  noch  nichts 
davon  gemeldet,  so  kann  ich  gewisse  Rechnung  machen, 
dass  ich  diesmal  wieder  Jeer  ausgegangen.  Ich  kann  auch 
die  Ursach  leicht  errathen,  denn  da  ich,  um  meine  Erklä- 
rung zu  bekräftigen,  die  Meinung  der  Engländer  von  der 

Corr.  math  et  phyu  T ' 18 
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Attraction,  als  einem  attributo  essentiali  corporum,  ziemlich 
stark  angegriffen  und  widerleget,  so  wird  dieses  den  Herren 
Cornmissariis,  welche,  wie  ich  seit  der  Zeit  erfahren,  dieser 
Meinung  völlig  beistimmen,  gar  nicht  gefallen  haben. 

Die  Eigenschaft,  welche  Ew.  von  den  ciirvis,  dem  in  den 
Actis  Lipsiensibus  proponirten  problemati  satisfacientibus, 
entdecket  haben,  hat  ihre  völlige  Richtigkeit,  und  ist  also 
allen  den  unendlich  vielen  krummen  Linien , wodurch  das 
problema  solvirt  wird , gemein.  Ich  habe  vor  etwas  Zeit  eine 
ausführliche  Solution  darüber  nach  Leipzig  geschickt,  darin 
ich  ex  quolibet  curvarum  algebraicarum  ordine  eine  ange- 
geben. Aus  den  sectionibus  conicis  satisfacirt  der  Circul,  da 
ein  punctum  im  ccntro,  das  andere  in  der  Peripherie  an- 
genommen wird.  Ex  lineis  tertii  ordinis  satisfacirt  diese  Ae- 

quation  yy  ~ *ax^x  , positis  (Fig.  C et  D duobus  illis 

punctis,  circa  qitorum  illud  C sint  areae  proportionales  an- 
gulis  ad  D formatis,  et  vocatis  CL)~u,  DP  — x,  MP  — y. 

Ausser  diesen  curvis  algebraicis  gibt  es  unendlich  viel, 
deren  Construction  a quadratura  circuli  dependirt,  die  übri- 
gen aber  lassen  sich  durch  keine  Quadratur  construiren ; ich 
habe  aber  eine  General-Construction  per  motum  tractorium 
gegeben. 

Ueber  die  theoremata  numerica  habe  ich  seit  der  Zeit 
nichts  Neues  entdecket  Was  die  neuen  Zeichen  ^ und  <: 
betrifft,  dergleichen  in  diesen  Speculationcn  öfters  höchst 
nöthig  sind,  so  wollte  ich  nach  der  Analogie  dieses  Zeichens 
uz,  welches  non  aequnle  bedeutet,  vielmehr  diese  <£  und  ]> 
gebrauchen,  deren  jenes  non  minus,  d.  i.  entweder  aequale 
oder  majus  (j»,  dieses  aber  > non  majus,  d.  i.  so  viel  als 

minus  oder  aequale  bedeutet. 
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Nächstens  wird  bei  dem  Hn.  Bousquet  mein  Tractat  de 
problemate  isoperimetrico  herauskommen;  und  darauf  wird 
er  ein  anderes  Werk:  lnlroductio  ad  Analysin  infinitorum 
drucken , worin  ich  sowohl  den  partem  sublimiorem  Al- 
gebrae  als  Geometriac  abgehandelt.  Ich  habe  für  nöthig  be- 
funden dieses  vor  der  Analysi  infinitorum  selbst  hergehen 
zu  lassen,  an  welcher  ich  jetzt  wirklich  arbeite. 

Jetzt  wird  hier  an  einer  Dissertation  de  motu  Planetarum 
et  Cometarum,  worin  ich  die  orbitam  des  letzten  Cometen 
bestimmet,  gedruckt.  Es  ist  bey  diesem  Cometen  merkwürdig, 
dass  derselbe  d.  k.  April  so  nahe  bey  dem  Mercurio  vorbey- 
gegangen,  dass  man  daher  eine  Perturbation  in  dieses  Pla- 
neten Lauf  zu  vermuthen  Ursach  hat.  Bisher  ist  aber  der 
Mercurius  noch  unsichtbar,  dass  man  sich  also  hierüber  noch 
nicht  hat  erklären  können. 


Euler. 
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LETTRE  LXXI. 

’f»  ; ’•  - ■ « < » . ' "a  i H w 'i.  • .H 


GoLnBACII  h Euler. 

. .*  1 i (Kii'ilÄWW 

Sow  mairf..  Knrore  sur  Ir»  expreiMom  qui  peuvent  et  ne  peuvent  point  donner 

des  nonihres  quarrt».  Savants  de  Berlin.  K nutzen.  Trailrf  des  comctes. 
Divers  sujets. 


Moscau  d.  1 Juni  st.  n.  1744. 

Vor  wenigen  Tagen  habe  ich  ganz  unvermuthet  gefunden, 
dass  die  aequatio  emn  ±/m-\-gn  — aa  allezeit  possihilis 
ist,  nehmlich  dass  datis  numeris  e,f,  g,  allezeit  gegeben 
werden  können  m,  n et  a.  Die  Demonstration  ist  sehr  leicht: 
ponatur  m ~ eg  ±f  ± 2g,  n — g,  erit  a — eg±/±:g. 
Wie  aber  bey  solcher  Bcwandniss  der  Sache,  25  von  den 
38  casibus,  welche  Ew.  in  Dero  Schreiben  vom  15  Oct.  als 
acquationes  impossibiles  anführen,  sich  werden  legitimiren 
können,  lasse  ich  (nach  der  bewussten  phrasi)  gar  sehr  an 
seinen  Ort  gestellet  seyn. 

Von  Hn.  Prof.  Strubc  hoffe  ich  bey  dessen  Zurückkunft 
einige  particularia  von  den  dortigen  savans  als  MM.  Jordan, 
d'Argens,  Algarotti  etc.  zu  vernehmen.  Ew.  werden  auch 
ohne  Zweifel  einen  gewissen  M.  des  Champs  kennen,  wel- 
cher einen,  mir  annoch  unbekannten  Conrs  de  la  philosophie 
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fVolßeime  geschrieben  hat.  In  diesem  Buche  soll  eine  pas- 
sage  Vorkommen,  da  ad  marginem  stehet:  «M.  Huygens  cri- 
tique».  Wo  sie  so  beschaffen  ist,  wie  mir  hinterbracht  wor- 
den, wird  es  Ew.  nicht  gereuen,  selbige  gelesen  zu  haben. 

Für  die  Communication  der  aequationis  ad  curvam  danke 
ich  dienstlich  und  werde  Ew.  Dissertation,  sobald  ich  die 
Acta  Erud.  bekomme,  mit  Vergnügen  lesen.  Mit  der  an-, 
geführten  Veränderung  der  signorutn  bin  ich  auch  wohl 
zufrieden. 

Aus  einem  Stück  der  Hainburgischen  Nachrichten  habe 
ein  favorables  judicium  von  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Tractat 
von  den  Cometen  ersehen;  es  wird  daseihst  bey  dieser  Ge- 
legenheit gemeldet,  dass  zwar  schon  einige  Gelehrte  gewe- 
sen, die  Cometen  auf  eine  gewisse  Zeit  vorausprophezeyet 
haben,  die  Cometen  batten  sich  aber  nicht  eingefunden,  so 
dass  unter  Allen,  der  Ilr.  Prof.  Knutzen  der  erste  gewesen, 
welcher  einen  Cometen,  nehmlich  den  von  A.  HW , in  ei- 
ner öffentlichen  Schrift  schon  7 Jahr  voraus  vermuthet  hat. 

Aus  dem,  was  von  der  Theorie  de  la  figure  de  la  Terre 
par  M.  Clairaut  in  den  Lcipz.  gcl.  Zeitungen  gesagt  wird, 
schliesse  ich,  dass  es  ein  sehr  schönes  Buch  scyn  muss. 

Wenn  ein  völliger  tomus  von  Ew.  operibus  herausge- 
kommen seyn  wird,  bitte  ich  mir  notice  davon  zu  geben. 

Ich  erinnere  mich , dass  Ew.  mir  schon  vor  einigen 
Jahren  gesagt  haben,  auf  was  für  Art  Sie  ein  Capital  von 
10000  Rthlr. , im  Fall  Sie  es  erwerben  sollten,  zu  employi- 
ren  gesonnen  wäreu,  nehmlich  ein  Landgut  in  patria  zu 
zu  kaufen  und  darauf  zu  leben.  Ohngeachtet  nun  vermuth- 
lich  der  casus  in  terminis  bald  existiren  wird,  so  will  ich 
doch  nicht  hoffen,  dass  Sie  Ihr  damaliges  Project  in  Erfül- 
lung bringen  werden.  Goldbach. 


r 
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LETTRE  LXXII. 


Euler  ä Goldbach. 


So m m a tu  i Kupons«  a U prlcldente.  Lr^on«  du  calcul  diffcrentiel.  Memoire«  de 
Berlin.  Logogryphe  & d^chiffrer. 


Berlin  d.  4.  Juli  1744. 

Dass  diese  Formul  emn.  .fm.  .gn  generaliter  ein  quadra- 
tum  seyn  könne,  wenn  nur  entweder  f oder  g ein  nume- 
rus  affirniativus  ist,  wie  Ew.  angemerket  haben,  kann  mit 
meinen  vormals  überschriebenen  tbeorematibus  gar  wohl  beste- 
hen. Dieselben  waren  zweyerley,  entweder  von  dieser  Form 
kemn  — pm  — pn,  oder  von  dieser  kemn±pm  + pn.  Die 
erstere  leidet  nun  durch  Ew.  Observation  keine  Noth;  die 
letztere  aber  würde  umgestossen,  wenn  nicht  eine  Condition 
hinzugethan  werden  müsste,  davon  ich  mich  nicht  mehr 
erinnere,  ob  ich  in  meinem  Briefe  damals  Meldnng  gethan 
habe,  oder  nicht.  Nehmlich  es  müssen  m und  n respertu  p 
primi  seyn.  Wenn  ich  also  sage,  dass  8mn  — 3m  3n 
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nimmer  ein  Quadrat  seyn  könne , so  muss  diese  Condition 
dabei  gemeldet  werden,  dass  n kein  niultiplum  3r  sey.  Denn 
wenn  man  dürfte  n~  3 oder  überhaupt  a~3hh  setzen, 
so  könnte  diese  Formnl  8 mn  — 3m  -j-  3n  intinitis  raodis 
ein  Quadrat  seyn.  Diese  Rcstrietion  folget  unmittelbar  aus 
der  Art,  welehe  mich  dazu  geführct,  und  welehe  ieh  auch 
in  der  piöee,  so  ich  vor  einiger  Zeit  über  diese  Materie 
nach  St.  Petersburg  geschickt  habe,  ausdrücklich  angemerkt. 
Denn  8mn  — 3m-(-3n  kann  deswegen  kein  Quadrat  seyn, 
weil  diese  Formul  aa — 2 bb  keinen  divisorein  primum  hu- 
jus  formae  8n  ± 3 haben  kann.  Dahero  werden  diejenigen 
easus  ausgenommen,  wenn  n ein  multiplum  von  3 ist,  eben 
wie  auch  in  jener  aa — 2 bb  diese  Condition  hinzugethan 
werden  muss,  dass  a und  b numeri  inter  se  primi  seyn 
sollen.  Denn  ohne  diese  Restriction  könnte  aa  — 2 bb  per 
quemciinque  numerum  divisibilis  seyn. 

Ich  arbeite  anjetzo  an  einem  Tractat  über  den  calculum 
differentialem,  in  welchem  ich  verschiedene  curieuse  Decou- 
verten  über  die  series  gemacht  habe,  wovon  ich  die  Frey- 
heit  nehme  Ew.  einige  zu  comnuiniciren: 

I.  Sumto  in  circulo  arcu  quocunque  a,  cujus  sinus  sit 
~a,  sinus  arcus  dupli  ~,i,  sinus  arcus  tripli  —y,  sinus 
quadrupli  zr  d,  quintupli  zz  e etc.  dico  luijus  seriei  infinitae 

+ T ^ T * etc-  8Ummain  “u»Per 

exprimere  longitudinem  arcus  90°  in  eodem  circulo. 

II.  Posito  radio  cireuli  zz  I , atque  arcus  cujuscunque  a 
statuatur  ut  sequitur  sin  a — a,  sin  2 a — ß,  sin  3 a~y, 
sin  kazzd,  sin  5a~e  etc.,  cos  azz.d,  cos2flZzß,  cos3az;C, 
cos  V a zz  D,  cos  5 n~E  etc.  sitque  n longitudo  semicir- 
eumferentiae , erit 
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T + rf*  +3^  + 4^  + 5^+etC-— T 

* + ^ + ^ + ^+:£  + -£+etc-=0 

1 -f  A 4-  B + C + Z>  + E + etc.  = y 

III.  Nachfolgende  series  sind  ex  divisione  arcus  ent- 
sprungen. 

Posito  radio  zz  1,  sumatur  arcus  quicunque  ~s,  euju» 
sinus  sit  — a,  cosinus  dimidii  arcus  sit  — a,  cos  s ~ ß, 
cos  s ~ y , cos  etc.  erit 

a 

a ß 7 St  etc. 

IV.  Si  ponatur  arcus  cujuscunque  $ tangenszz  A,  tang  y 5 
~ B,  tang  y s ~ C,  tang  y s ~ D,  tang  ^s~  E etc.  erit 


1 

1 


ß + 


iC  + lz>  + iE  + et,  = i 


V.  Si  cognita  fuerit  summa  hujus  serici 

a bx  ca*  -f-  </«*  -f-  ex*  etc. 

<[tiam  ponam  ~ z;  dico  semper  assignari  posse  summam 
hujus  scriei 

Aa  -f-  Bbx  Ccx1  -\-  Ddxh  -f-  Ecx*  Ffx * etc- 
dummodo  series  horum  coefficientium  A,  B , C,  D,  E,  etc. 
tandem  habeat  difTerentias  constantes.  Sit  enim  B — A~  B, 
C — 2 ß -f  Q,  D — 3C  -(-  3ß  — A — R etc.  Deinde 

quia  z datur  per  x,  statuatur  ~ — p,  '^zz  q,  ~ ~ r, 
^ — s etc.  Ilisque  valoribus  inventis  erit  serici 
Aa  -\-  Bbx  -j-  Ccx1  -(-  Ddx * -|-  etc. 
summa  — iz-\-Bpx  -j-  — Qqx1  -j-  y Rrx*  -\-~Ssx*  -f  etc. 
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Sit  exempl.  gr.  z=l  -f-  x 4~  xx  -f-  xs  -f-  x*  -|-  etc.  rz 

t du  1 da  6 

— " - ' — — ~ 1 — — r etc. 


. dt 

erit  — — 
dx 


(1—  x)1  — P’  dx — (I  -i)3  — dx  — (1—  x) 


et  pro  A,  B,  C,  D,  etc.  sumatur  hacc  series 
1,  3,  7,  13,  21,  31,  *3  etc. 

2,  6,  8,  10,  12 

- 2,  2,  2,  2,  2, 

0,  0,  0,  0 

deren  fonnula  generali»  ist  nn  — n 1;  davon  die  Diffe- 
renzen genommen,  wird  4zzl,  P~  2,  Q — 2,  R — 0, 
SzzO  etc.,  folglich  ist  die  summa  seriei 

1 -|-  3®  + 7a;l-(-13x8-j-2l«*  -f-  31  as  “ — |—  etc.  ~ 


_J__l  _i£ 

J — .r  I (I  - . 


2.r2 


(I  — xf  ' (1  — x)* 

Gleich  wie  man  vermittelst  der  Newton’schen  Evolution 
de»  binomii  alle  aequationum  purarum  x “ — x4~0  radices 
per  »eric»  infinitas  exprimiren  kann,  so  habe  ich  auf  eine 
ähnliche  Methode  gedacht,  um  aller  aequationum  affectarum 
radices  gleichfalls  per  »erie»  infinitas  zu  exprimiren.  E»  »ey 
gegeben  diese  Aequation 

*”  4-  Axn~l  4-  Bxn  “*  4-  Cx"  ~ * + etc.  = 0, 
deren  eine  radix  sey  x~f,  welche  ich  folgendergestalt  per 
seriem  exprimire.  Ich  setze 

xn  4-  x4xn~x  4-  Bx"~*  4”  Cx”—*  etc.  — y 
und  suche  per  differentiationem  die  valores  folgender  Quan- 
titäten dzz^j  r~  s~d-~ etc. , welche  alle  in 

r dy  «y  djr  dy 

x gegeben  seyn  werden.  Nun  nehme  man  nach  Belieben  für 
x einen  valorem  determinatum  an,  und  bestimme  daraus 
die  valores  von  y,  p,  q,  r,  s etc.  quo  facto  summa  hiijus 
seriei  x — py  4*  qyx  — -g  ry*  -|-  ^ sy*  — etc.  semper  ae- 
qualis  erit  uni  radici  aequationis  propositae 


Digitized  by  Google 


282 


x”  4-  Ax"-*  4-  Bx"“*  4 etc.  — 0. 

Nimmt  man  nun  für  x einen  solchen  Werth  an,  welcher, 
einer  radici  schon  sehr  nahe  kommt,  so  wird  die  Serie*  con- 
vergens  und  weiset  die  radicem  proxime. 


Man  kann  diese  Proposition  auch  folgendergestalt  aus- 
drücken.  Si  fucrit 

j = oj"  + ÄX—*  + C®”-*  -f-  etc. 

dx  d p 


hineque  definiantur  sequentes  quantitates  p — > q — 

r — — > $ — etc.  ex  quibus  formetur  haec  series 

djr  djr 

* — py  \ <7r*  — 4 rf + ^ *y * — etc- 


dico  hu  jus  scrici  summam,  quicunque  valor  pro  x ponatur, 
semper  acquari  uni  radici'  hujus  aequationis 

x"  4 Ax'-'  + Bx''  1 -+- etc.  =r  0. 

Wenn  man  sich  eine  lineam  curvam  vorstellet  von  die- 
ser Natur 

die  abscissae  sind  0,  1,2,  3,  fc,  5,  6,  7,  etc. 

die  applicatae  1,  1,  2,  6,  2 V,  120,  720,  50k0,  etc. 

dergestalt,  dass,  wenn  die  abscissa  gesetzt  wird  ~x,  die 
applicata  wird  y — 1 2.3.tt...x,  so  kann  diese  curva  per 
infinita  puncta  leicht  beschrieben  werden.  Wenn  ich  mich 
recht  erinnere,  so  haben  Ew.  mir  einmal  Anlass  gegeben 
auf  diese  curvam  zu  denken.  Unlängst,  da  mir  diese  Materie 
wiederum  vorkam , so  habe  ich  die  naturam  dieser  krum- 
men Linie  durch  folgende  aequationem  differentialem  ex- 
primirt : Man  setze 

/*  = l4.p4^4^4  e*c-  — » .6*W3*0668*8 
B = l + ^ f p 4 4-  etc.  = 1,202056903159 
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C=l  + £ + ^-|-^  + etc.  = 1,08232323371 1 

D—  i -|-  ± -I-  p + p + etc.  = 1,036927755106 

£=Hp  + 3T-|-tT  + etc.  = l,0173V306198k 

F=.l-f-^r  + jf  + ^i4-  etc.  = 1,0083^9277386 
etc. 


und  ferner  *ey  n — 0,57721566^9,  so  wird  seyn 


*i-t 

ydx — ' 1 ' 3 


woraus  die  positio  tangcntis,  so  oft  x ein  nuinerus  integer 
ist,  erkannt  wird.  Wenn  aber  x ein  nuinerus  fractus  oder 
irrationalis,  so  dienet  diese  aequatio  in  finita : 

—y~  — Ax  — Bx*  Cx * — Dx * -4-  Ex*  — etc.  — n 

ydx  1 

oder  auch  diese 


dy  x , * , x , x , * 

Jdi — 7+7  "r"  4+Xi  9 + 3*  I 6+4*  ' 75+  5*  t CtC-  ~~  a> 

Aus  der  Figur  dieser  eurvae  ist  deicht  zu  sehen,  dass  die- 
selbe eine  applicatam  minimam  inter  ahscissas  0 et  I haben 
muss.  Wenn  man  nun  setzt  dy~0,  so  kommt  proxime 

ß 

heraus  xr~  0,^6096  oder  x — — • Um  aber  aus  einer  jeden 


abscissa  x die  gehörige  applicatam  y zu  finden,  so  habe  ich 
diese  logarithmische  Aequation'  herausgebracht 


b— t/2ti  +(x+T)/a;— *+  n 


• -f 


Ix  3.4.5.62'  T 5.6.1.62' 


-+  etc. 


1 8.9.10** 

Wenn  also  x eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  so  ist  proxime 
x*+lvi* 


posito  e~  2,7182818-  Setzt  man  aber 
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genommen  nicht  ferner  darüber  zu  coneurriren , sondern 
meine  Dissertation  nächstens  allhicr  drucken  zu  lassen.  *) 

So  favorable  das  judirium  in  den  Ilamburgischen  Zei- 
tungen über  des  Iln.  Prof.  Knutzen  Meinung  von  dem  letz- 
ten Cometen  ist,  so  ist  doch  sowohl  der  Grund,  als  seine 
Ausführung  völlig  falsch.  Er  nimmt  erstlich  an,  dass  dieser  j 
Comet  ein  tempus  pcriodicum  von  V5*/«  Jahren  habe,  weil 
er  aus  dem  catalogo  Ilcvcliano  gesehen,  dass  fast  immer 
nach  Verflicssung  dieses  intcrvalli  ein  Comet  erschienen. 
Ferner  glaubt  er,  dass  der  Comet  von  1698  eben  derselbe 
gewesen,  der  A.  1652  gesehen  worden,  da  man  doch,  wenn 
man  die  Sach  genau  untersuchet  , kaum  zwey  Comcten  fin- 
den wird,  welche  so  viel  von  einander  differiren,  als  diese 
zwey.  Hernach  ist  auch  der  letzte  Comet  von  diesen  beyden 
so  stark  unterschieden , dass  man  mit  eben  der  raison  den 
Mercurinm  für  den  Saturnum  halten  könnte,  wenn  man 
nicht  öfter  beyde  zugleich  am  Himmel  sähe.  Ich  habe  auch 
dem  Hn. ‘Prof.  Knutzen  alle  diese  Gründe  überschrieben, 
wogegen  er  nichts  anders  einzuwenden  findet , als  dass 
gleichwohl  seine  Meinung  oder  Prophezeyung  eingetroffen, 
und  dass  er  fast  nicht  glauben  könne,  dass  solches  par  ha- 
sard  geschehen.  Ich  habe  über  diesen  Cometcn  eine  weitläu- 
fige Dissertation  geschrieben,  welche  jetzt  bald  wird  ge- 
druckt seyn,  darin  ich  den  Lauf  dieses  Cometen  auf  das 
Genaueste  bestimmet  und  ganz  deutlich  gewiesen,  dass  sein 
tempus  periodicum  sich  über  etliche  saccula  erstrecke:  wie 
sich  denn  auch  unter  allen  Cometen,  so  seit  700  Jahren 
observirt  werden,  keiner  findet,  dessen  Lauf  nur  im  Gering- 
sten mit  dem  letzten  übereinkäme.  . 

*)  Cette  disScrtation  est  puhliee  dnns  Je  tome  V du  Recueil  des  pieces 
qu»  ont  remporü*  le  prix  de  l’Arad^ie  de  Parts. 
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Die  Theorie  de  la  figure  de  la  terre  par  M.  Clairaut  ist 
in  der  That  ein  unvergleichliches  Werk,  sowohl  in  Anse- 
hung der  profunden  und  schweren  Quaestionen,  welche 
darin  abgehandclt  werden , als  der  angenehmen  und  leichten 
Methode,  nach  welcher  er  die  sublimsten  Sachen  ganz  klar 
und  deutlich  vorzubringen  weiss. 

Ob  mein  Tractat  de  problemate  isoperimetrico  in  Lau- 
sanne schon  völlig  gedruckt  ist,  habe  ich  noch  keine  Nach- 
richt erhalten.  Ich  habe  inzwischen  ein  neues  Werk  dahin 
geschickt  unter  dein  TituI  Introductio  ad  analysin  injinitorum , 
worin  ich  sowohl  den  partem  suhlimiorem  der  Algeber  als 
der  Geometrie  abgehandelt  und  eine  grosse  Menge  schwerer 
problematum  ohne  den  ealeuium  infinitesimalem  resolvirt, 
wovon  fast  nichts  anderswo  anzutreffen.  Nachdem  ich  mir 
einen  Plan  von  einem  vollständigen  Tractat  über  die  ana- 
lysis  infinitorum  forinirt  hatte,  so  habe  ich  bemerkt,  dass 
sehr  viele  Sachen , welche  dazu  eigentlich  nicht  gehören,  und 
nirgend  abgehandelt  gefunden  werden,  vorhergeheri  müssten, 
und  aus  denselben  ist  dieses  Werk  als  prodroinus  ad  ana- 
lysin  infinitorum  entstanden. 

Die  neue  Akademie  allhier  wird  nächstens  einen  tomum 
von  den  darin  abgelesenen  Piecen  herausgeben.  Es  wird  da- 
rin eine  grosse  Anzahl  Piecen  von  mir  kommen.  Weilen 
nun  die  Herren  Staats-Ministri  fleissig  zugegen  sind,  so  habe, 
um  diesen  Herren  keinen  Ekel  zu  erwecken,  meine  Disser- 
tationen französisch  abgelesen,  nachdem  solche  von  dem 
Herrn  Prof.  Naude  eorrigirt  worden.  Ich  habe  auch  um 
dieser  Ursach  willen  pure  mathematische  Speculationen  und 
calculos  zu  evitiren  gesucht,  und  mehrentheils  physikalische 
Materien  abgehandelt.  Darunter  befindet  sich  eine  neue 
Theorie  von  dem  Licht  und  Farben,  wodurch  ich  alle  phae- 
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nomena  auf  da«  Deutlichste  erkläre  und  alle  Schwierigkeiten, 
welchen  andere  Theorien  unterworfen  sind,  vermeide.  Her- 
nach habe  ich  demonstrirt,  dass  die  Forcen,  welche  von 
einem  Stoss  oder  Schlag  herkommen , jederzeit  mit  einer 
blossen  Pression  cornparirt  werden  können,  oder  dass  die 
vires  vivae  und  mortuae  unter  sich  homogeneae  seyen.  Ich 
habe  auch  ex  natura  gravitatis  dargethan,  dass  die  ultimae 
moleculae  omnium  corporum  unter  sich  alle  gleich  dicht 
oder  eandem  gravitatern  specificam  haben  müssen,  wodurch 
das  principium  indiscernibilitim  einigen  keinen  geringen  Stoss 
zu  leiden  scheinet. 

Ich  habe  vor  einiger  Zeit  nachfolgenden  logogryphum 
entworfen,  worin  alle  characteres  Buchstaben  bedeuten  und 
der  Text  latein  ist: 

P xqf  wl  znjdvynftid.dk qxhleebfp xd fgllzbccfbkfodxo 
k J'n  glqxn/'chej  mich  zxhrfn’Jgfhxvzjnbgyxcdgixkoxj 
mlncoigdxvzf  Imefnfyjqf angvnylrcxf onbfj  nlrkwfnbf 
pjoizoxqknubrof adgiaxwkcbrbcklof  rn j'^ngfzfhgjf  c 
bcfvq  jtxeevtbzfyjsbzhf mlnbgf sqjwglnxvzf konbco  Lg  d 
xvrkfjalzxtfnilenfgvcboofcfxnnfgnkbcjnnjynxvplgn 
bfzfoxeejdgxbv.  jcnf dyvdbhzlnvy  xmbcblobbcyfekonb 
ceiobfplwsxzxfjcndbhrlzqxsfonbcoljffyqjmjeevhlee 
xoiexmgicfdnktvoldxnfbxof cktvpxrnv. 

Ungeachtet  hier  die  Bedeutung  der  characterum  nicht 
veränderlich  ist,  so  deucht  mich  doch,  dass  dergleichen  Schrift 
nicht  leicht  dechiffrirt  werden  kann. 

Die  hiesige  Akademie  wird  auch  nächstens  ein  praemium 
von  HO  Rtldr.  aussetzen,  womit  jährlich  continuirt  werden 
soll.  Für  das  künftige  Jahr  wird  die  causa  physica  electri- 
citatis  .das  sujet  der  question  seyn.  Euler. 
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LETTRE  LXXIII. 

Goldbach  ä Eule». 

Som  MAIRE.  Piolilemr  de  nombre*. 

Moscau  d.  16.  Juli  %i.  n.  1744. 

fch  halte  diese  Proposition  für  gewiss,  olmgeachtet  ich  glaube, 
dass  die  Demonstration  davon  nicht  leicht  zu  finden  sey: 
Date»  nnmero  primo  liujus  formae  %n-j-  1,  datur  alius  nume- 
rus  luijiis  formae  o1-)-  * > (P,em  die  dividat;  (dass  aber  invento 
uno  noch  innumeri  alii  von  dieser  Eigenschaft  ge- 

funden werden  können,  ist  an  sich  offenbar).  In  gewissen 
Fallen  ist  die  Solution  gar  leicht,  als  zum  Exempel,  wenn 
in  dem  gegebenen  numero  primo  V n I der  numerus  n 
quadratus  oder  trigonalis  ist. 

Ich  möchte  wohl  wissen  ob  Ew.  ein  Buch  gelesen  haben, 
davon  mir  nur  der  folgende  Titel  bekannt  ist:  La  methode 
des  fluxions,  par  M.  Newton,  ä Paris  i7;f0. 

Im  übrigen  beziehe  ich  mich  auf  mein  letztes  Schreiben 
vom  1.  Juni.  Goldbacb. 


Digitized  by  Google 


295 


LETTRE  LXXIV. 

Goldrach  ä Euler. 

SommaiiiK.  Suite  sur  le«  expresstons  qui  peuvent . ou  ne  peuvent  point  dünner 
des  nnmbres  quarre». 


Moscau  d.  17.  August  1744. 

Wenn  die  numeri  m et  n in  den  bisherigen  theorematibus 
nicht  jederzeit  ntimcros  integros  aftirmativos  angedeutet  und 
Ew.  nicht  in  Dero  damaligem  Schreiben  ausdrücklich  gesagt 
hätten,  dass  die  38  formulae,  in  welchen  diese  numeri  m 
et  n Vorkommen,  nullo  modo  quadrata  »cyn  könnten,  würde 
ich  einige  derselben  nicht  so  leicht  in  Zweifel  gezogen  ha- 
ben , und  glaube  nunmchro  gern , dass  sie  nach  der  von  Ew. 
angeführten  Restriction  alle  richtig  sind.  Vielleicht  wäre  es 
aber  besser,  wenn  man  bemeldte  mimeros  allezeit  in  ihrer 
generalen  Bedeutung  liesse,  und  z.  Ex.  anstatt  der  formula 
8mn — 3m  -}-  3nxoa  (so  einer  Restriction  nöthig  hat)  ge- 
neraliter sagte 

Corr.  rnatH.  rt  phy$,  T.  /•  I ü 
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8 (3m  + 1)  3n±  I)  — 3 (3m  qi  1)-}-  3(3n±  I)  aa, 
worin  dasjenige,  so  bey  dem  theorematc  essentiell  ist,  be- 
stehet. leb  habe  ferner  observiret,  dass  wenn  emn — m — n 
kein  quadratum  seyn  kann,  auch  emn — n — euzD,  oder 
wenn  e ein  numerus  integer  hujus  conditionis  ist,  dass 

niemals  ein  numerus  integer  seyn  kann,  alsdann  auch 


kein  numerus  integer  ist. 

Für  die  mir  communicirten  fürtrefflichen  thcoremata 
danke  ich  verbun^enst. 

Goldbach. 


P.  S.  Unlängst  haben  I.  Kais.  AJajcstät  mich  (wiederum 
praeter  meritum  et  petitum)  zum  würklichen  Etatsrath  liehst 
dem  appointement  von  2000  K.  ernennet. 


r'tjlilfl  ' 

Uuih 


J i in  .n  .Tum 
fit  iiiriiiiiKl  Jii 


ff 


cd.  d.tn  j 
<lii’>li-)i  / 


ut  JCM 

mt  W. 


«f  t , tnC  <|3iup# 

$t)M  - Tllll  i VI«. 
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LETTRE  LXXV. 


Euler  ä Goldbach. 


Sommairc.  Concours  de  Paris  pour  la  thtorie  de  l'aimant.  Suite  des  rcrherches 
arithnkltiques  des  lettres  prlcldente».  Sornmation  de  diverses  slries. 


Berlin  d.  19  September  1744 

— — — M.  Clairaut  hat  mich  von  neuem  versichert,  dass 
bey  der  letzten  Untersuchung  der  eingeschickten  piöces  über 
den  Magneten,  die  uneinige  die  grösste  Approbation  gefunden, 
dass  aber  drey  von  den  fünf  dazu  ernannten  Commissanis, 
welche  Newtonianische  Attraetionisten  seyen,  in  dem  Ge- 
danken stehen,  dass  diese  Frage  nimmer  auf  eine  mathema- 
tische Art  erklärt  werden  könne.  Nach  zwey  Jahren  müsse 
aber,  nach  den  Gesetzen  der  Akademie,  der  Preis  nothwendig 
ausgetheilt  werden.  Unterdessen  deucht  mich,  dass  wenn  die 
Herren  die  Auflösung  dieser  Frage  für  unmöglich  halten, 
dieselben  die  von  neuem  darauf  gesetzten  2500  livres  auf 
eine  ihrem  Urtlieil  nach  mögliche  und  nützlichere  Frage 
hätten  setzen  sollen.  „ 
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Ew.  Observation  dass,  wenn  emn — m — nxD,  auch 
emn — in  — e m □,  kann  zur  Entdeckung  vieler  neuer  theo- 
rematum  Anlass  gehen;  denn  wenn  emn — m — nn=D,  so 
wird  auch,  wenn  man  setzt  n~  pmm — m,  seyn 

epn is  — emm — pmmzszD  oder  emp — p — exrCX 


Ew.  tlmn  in  I)cro  Briefe  nicht  die  geringste  Meldung, 
warum  Dieselben  die  aus  Dero  Reise- Journal  ausgeschnit- 
tenen Blatter  heygefiiget  haben,  ich  vermuthe  aber,  dass 

hiezu  die  series-^  -J- ^ r 57g  “1"  ete. » deren  Summ  von 

dem  Hugenio  “ -i-  soll  angegeben  worden  seyn,  mag  An- 
lass gegeben  haben.  Ich  kann  aber  die  legem  progressionis 
dieser  serici  nicht  einsehen:  wenn  256  anstatt  216  stehen 
sollte,  so  würde  ich  glauben,  dass  von  dieser  Serie 


1 , l . » , l , 

sx + h + * T i + «TTi + • 

die  Rede  wäre,  deren  Summ  — 

's  757ä  327s  «Sü  et< — T ^ 2 

und  folglich  kleiner  als-^-*  Die  «ihrigen  summas,  welche  Ew. 
in  diesen  Blättern  aufgezeichnet,  habe  ich  bald  demonstriren 
können.  Die  formida  generalis 

an  .r  AI+1  — (fl  n .r  « n)  A •* 

m 2 h 1 ■*■*"  1 -J-  m n r h r_**  * 4-  ("«« n r -(-  mn)  hx  -}-  n * r *-(-/»*  x 

resolvirt  sich  in 


an 
— X 
m 


an(x+  t) 


m h*  -j-  n.r  niA  M 1 -f  1 j 

Wenn  nun  die  series.  so  ans  dem  ersten  (»lied  entspringt. 
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ist  A -j-  B -|-  C \ 'D- 4- etc. , so  gibt  das  andere  Glied  diese 
seriem  B -f-  C -f  D -j-  etc-  , folglich  ist  die  summa  ~ 


m m/i  mn 

Was  Ew.  in  den  folgenden  Blättern  von  den  imaginariis 
und  negativis  negativorum  schon  vor  so  vielen  Jahren  me- 
ditiret  haben,  ist  der  Wahrheit  dergestalt  gemäss,  dass  man 
dadurch  alle  Schwierigkeiten,  welche  über  diese  Materie 
gemacht  zu  werden  pflegen , aus  dem  Grunde  heben  kann. 

Euler. 


/•*.  S.  Dass  dato  numero  primo  hujus  formae  1,  allezeit 
eine  Zahl  von  dieser  Form  ad  J-  I gefunden  werden  könne, 
welche  sich  durch  in  f 1 theilen  lasse,  ist  deswegen,  gewiss, 
weilen  der  numerus  prinnis  kn  -)-  I allzeit  eine  summa  duo- 
ruin  quadratoriim  ist.  Denn  wenn  knA~l~pp-\-qq , so  kön- 
nen immer  solche  Zahlen  f und  g gefunden  werden , dass 

gp — fq  — rt  1 , oder  dass  der  Bruch  — dem  Bruch  — so  . 
nahe  kommt,  dass  wenn  man  einen  von  dem  andern  suh- 

\ . « . i ' • 

trahirt,  im  Zähler  nur  1 überhleiht.  Wenn  nun  solchergestalt 

• - ' f "i  ’ . ; V * 

der  Bruch  --  gefunden  worden,  so  ist  <i—/p  - gq,  oder 

, • .'  1 - f 

generaliter  a — (kn  -)-  1)  m ± ( / p gq).  Der  Bruch  kann 

aber  allzeit  durch  meine  Methode,  die  Bruche  in  kleinern 
Zahlen  proxime  auszudrücken , leicht  gefunden  werden.  Als 
wenn  kn-f  1 — 853,  so  ist  Vn-^7  1 =:  IS*  231  und  folg- 
lieh  — zr.  Nun  stelle  ich  zwischen  den  Zahlen  23  und 

. fj  18  " • 

18  die  Operation  an,  welche  zu  Findung  des  maximi  com-  • 
munis  divisoris  gebraucht  wird,  als 
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Diese  quotos  sc  hreibe  ich  hinter  einander  und  formire  daraus 

folgende  Brucjio  . • ’ 

• t,  «,  «,  »,  » 

l l 4 5 9 

y 

nehnilirh  ein  jeder  numerator  oder  denominator,  mit  der 
obgeschriebenen  Zahl  multiplicirt,  gibt  nebst  dem  vorherge- 
henden numerator  oder  denominator  addirt,  den  folgenden  , . • 
numerator  oder  denominator.  Also  ist 

'9  = 1.5  + *,  7 = 1. V -f  3etc. 

* * *_  0 . 23  * ■ . • * 

Der  letzte  Bruch  — kommt  nun  dem  ^ so  nahe,  dass  die 

Differenz,  durch  einen  Bruch,  exprimirt  wird  dessen 

• Zahler  = i.  Da  also  — =^»  so  ist  — = -^-  und  also  • . 

• ' ? 1»  - g 1 

. . . 0 = 9.23  + 7.18  = 333; 

.•  folglich  333 1 -j-  1 divisibel  durch  833.  >'  . 

* **  * « , 

- Exempl.  .2.  Es.  sey  kn  + 1 = 178*81  = 391 1 + 1,68+ 
so  operire  ich  also 
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Daher  ist  a = 22 . 391  -(-9.160  = 1 00^2,  welches  die  kleinste  . > v ' 
Zahl  ist,  deren  Quadrat  -(-  1 theilbar  ist  durch  1784-81,  dehn 
aa  + 1 = 1008U765  = 178481.565. 
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Moscaa  d.  1 October  1744. 

Ich  lasse  dahingestellt  seyn,  ob  bey  jetzigen  Zeitläuften 
nicht  independamment  de  toute  attraction  Newtonienne,  trente 
raisons  mögen  gewesen  seyn,  wodurch  man  die  Austhcilung 
des  Preises  zu  differiren'  genöthiget  worden. 

M?in  voriger  Brief  wurde  in  solcher  Eile  geschrieben, 
dass  ich  gar  vergessen  zu  melden,  warum  ich  die  einge- 
schossenen Blätter  beygefüget-  Ich  habe  in  vorigen  Jahren 
von  unterschiedenen  Briefen,  die  es  nicht  werth  gewesen, 
Copien  behalten,  wovon,  als  ich  dieselben  unlängst  durch- 
geblättert,  ein  guter  Theil  cassirct.  worden;  weil,  aber  doch 
in  den  ubersandten  Blättern  einige  Anmerkungen  über  die 
mimeros  ne^ativos  waren,  so  sich  wohl  möchten  behaupten 


lauen,  habe  ich  selbige  Ew  gleichsam  vor  die  lange  Weile 
communiciren  wollen.  Was  sonsten  von  seriebus  darinnen 
enthalten  seyn  mag,  hat  mir  damals  neu  geschienen,  und 
ist  nunmehro  von  keiner  Erheblichkeit. 

Ew.  Methode,  die  numeros  aa  -f-  1 , so  durch  den  nume- 
rum  primum  n — 1 divisihiles  sind,  zu  finden,  gefallet  mir 
sehr;  ich  glaube  kaum,  dass  ein  anderer  processus  in  die- 
sem Falle  möglich  sey,  und  dass  derselbe  wolif  Niemandem 
vor  Ew.  bekannt  gewesen  seyn  mag. 

Es  ist  mir  unlängst  bey  der  formula  emn..fm.  .gn  Fol- 
gendes eingefallen:  Innumerabiles  sunt  numeri,  qui  ad  hanc 
formulam  10mn±  (m-(-  7n)  redigi  non  possunt,  ut  I,  3, 
k , 6,  9,  10  etc.,  sed  nulla  potest  dari  formula  generalis 
algebraica  a bx  -|-  cxx  -j-  etc.  (ubi  x designet  numerum 
integrum  variabilem,  a,  b,  c,  etc.  constantes)  ita  comparata, 
ut  dici  possit  10  m n ±:  (in  -f-  Tn)  zu  .a  4-  bx  4*  cxx  -(-  etc. 
quemadmodum  dici  potest  b mn  — m — n uz  xx.  Man 
könnte  zwar  sagen,  dass  auch  mn  für  sich  allein  dieselbe 
Eigenschaft  hat,  es  ist  aber  selbiges  theils  alsofort  evident,, 
theils  gehöret  mn  nicht  eigentlich  zur  formula  emn.  ./in.  .gn, 
all  wo  durch  e,f,  et  g numeri  integri  verstanden  werden. 

Ich  möchte  wohl  wissen,  ob  Ew.  den  numerum  e in  die- 
ser Proposition  A. . .emn  — m — nzczaa,  ausser  dem  casu,' 
da  e ein  multiplus  quaternarii  ist,  auf  vielerley  Art  deter-: 
■niniren  können?  Dieses  kann  ich  indessen  demonstriren,- 
dass  die  propositio  A allezeit  falsch  ist,  wenn  e nicht  diese 
Form  hat  (fc  h k h -p  1),  so  dass  h und  k numeri  in- 
tegri affirmativi  seyen;  denn  wenn  e diese  Form-  nicht 
hätte,  so  wäre  A evidenter  falsch  in  casu  n—t,  und  folg- 
lich nicht  universaliter  negans. 


30» 


Als  mir  neulich  ein  Thcil  vort  den  MerWoires  de  l’Aeie- 
d^mie  p.  l'annee  173»  in  8°  in  die  Hände  gerathen,  habe 
ich  daselbst  p.  268  ».  des  Hn.  ClairaUt  solution  de  plusieür» 
probtemes  etc.  angetroffen.  Die  Solution,  so  er  gibt,  kann 
meines  Erachtens  nicht  generälior  erdacht  werden,  und  was 
er  von  dem  probltmc  troisiönie  sagt,  scheinet  mir  auch  sehr 
merkwürdig.  Der  Ilr.  Bouguer  brauchet,  vor  das  signum,  so 
Ew.  schreib«*  , dieses  S.,  welches  zwar  nicht  compendios, 
’ • aber  sehr  expressif  ist. 

. , • Goldbach. 
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. r « Berlin  d.  ff  NoTertiter  Cf 44'.  1 

— ' * — — • Da**  Ew.  meine  Methode  die  nlnüerd».  a«  4"  * *u 
finden,  *o'  durch  den  numerum  primum  T ’ theilbaf 

sind,  einiger  Attention  gewürdiget,  erfreuet  mich  »ehr:  Der 
Beweis  davon  ist  dieser:  Wenn  äa-\-bb  divisore»  haben 
»oll,  *o  müssen  die  Buchstaben  a und  b also  beschaffen 
seyn  a—mp-\-nq  und  b~mq — hp\ denn  da  wird  au-^bb-zs. 
(*nm-\~nn)  {pp~-{-qq),  und  folglich  ist  aa-\-  bb  divisibd  durch 
pp  qq.  Da  nun  & N -\-  t immer  auf  die  Form  p p 4*-'  q q 
gebracht  werden  kann,  so  müssen  solche  Zahlen  für  m und  n 
gefunden  werden,  damit  A wird  dt  I,  oder  mq — npzz zttf. 
Wenn  ich  also  au»  der  Aequalität  kN  i zzpp.^-  qq/  den 
Brutth  — formire,  so  muss  ein  anderer  Bruch  gesucht 


werden  dergestalt,  dass  wenn  diese  Bruche  - X ^ per  cru- 

cem  rnultiplicirt  werden,  die  producta  mq  und  np  nur  uni- 

tate  differiren:  oder  der  Bruch  — muss  in  minoribus  nu- 

n . 

ineris  dem  Bruch  proxime  gleich  seyn.  Wenn  ich  nun  mit 

den  Zahlen  p und  q die  Operation  anstelle,  welche  man  um 
den  maximum  communem  divisorem  davon  zu  Huden,  zu 
machen  pflegt,  und  aus  den  quotis  auf  vorher  beschriebene 

Art  fractiones  formire,  so  ist  der  letzte  Bruch  — und 

da  in  einer  solchen  Reihe  Brüche,  zwey  neben  einander  ste- 
hende immer  so  beschaffen  sind,  dass  die  producta  ex  mul- 
tiplicatione  per  cru'cem  orta  nur  um  I von  einander  dift’e- 
riren,  so  kann  die  fractio  pcnultima  für  m angenommen 
werden,  da  dann  hcrauskommt  a~  mp  -j-  nq. 

So  viel  ich  mich  erinnere,  so  sind  mir  die  in  den  jüng- 
stens übefacliickten  Briefen  enthaltenen  Begriffe  von  den  nu- 
meris  imaginariis  sehr  gründlich  vorgekommen. 

• . VVeün  emn  -\-fm  gn  ze  a bx-\-cxx , so  würde  auch 
V ce  mn- f-  kcj'm  -f-  V ogn  x iac  4-  bbex  4-  keeaja:  — kat 
— b b -J-  (b  -f-  2 ex)1  und  folglich  würde  keemn Vc/m 
+ h’Cgn — kac  -f-  bl)  uz  □.  Ob  es  nun  möglich  ist  derglei- 
chen Formuln  zu  Huden?  so  kommt  es  darauf  an,  ob  es 
solche  Formuln  gebe  emn  ±/m  ± gn  ± h,  welche  immer 
ein  Quadrat  werden  können.  Feh  habe  aber  auf  dergleichen 
Formuln  vorher  nicht  gedacht  und  darüber  auch  noch  jetzt 
nichts  entdecket,  welches  an  Ew.  über  sc hrieben  zu,  werden 
verdiente.  ■■■■,;  * ~ 

, T 

Was  d ie  Formul  emn  — m - — n betritt,  so  habe  ich  sehr 
weit  hinaus  alle  Zahlen  für  e gesucht , in  welchen  diese  - 
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Formul  ein  quadratum  werden  kann,  und  habe  gefunden, 
da»»  für  e alle  Zahlen  gesetzt  werden  können , au»»cr  diesen : 
4,  7,  8,  12,  15,  16,  20,  23,  24,  28,  31,  32,  36,  39,  *0, 
44,  47.  48,  52,  55,  56,  60,  63,  64,  68,  71,  72,  — »o  weit 
bin  ich  mit  meiner  Untersuchung  gekommen.  Da  nun  in 
diesen  Zahlen  keine  andere,  als  welche  in  diesen  beyden 
formulis  4A  und  8k — I enthalten  sind,  Vorkommen,  so 
däuebt  mich  die  Induetion  richtig  zu  seyn,  wenn  ich  sage, 
dass  sowohl  diese  Formul  kkmn — m — n als  diese 
(8  k — l)mn  — m — n 

kein  Quadrat  werden  könne.  Ich  habe  noch,  nicht  nur  keine 
von  diesen  beyden  formulis  falsch  befunden,  sondern  wenn 
auch  für  e irgend  eine  andere  Zahl  ausser  4A  und  8 Ar — 1 
angenommen  wird,  so  habe  ich  noch  immer  die  Formul 
emn  — m — n auf  ein  Quadrat  bringen  können. 

Auf  Ew.  Veranlassung  habe  ich  des  Hn.  Clairaut  piöc.e 
in  den  Memoire»  A.  1734  nachgelesen.  Die  Solution  der 
beyden  erstem  ist  die  Nevvtonianische,  und  kann  freylich 
nicht  allgemein  seyn.  Das  dritte  problema  ist  in  der  That 
sehr  merkwürdig.  Die  Solution  ist  aber  so  beschaffen,  dass 
dieselbe  auf  keinen  andern,  als  einen  rechten  Winkel  appli- 
cirt  werden  kann , da  doch  der  casus , wenn  der  angulus 
nicht  rectus  ist,  eben  so  möglich  ist.  Ich  habe  mit  dem 
Hn.  Clairaut  viel  darüber  correspondirt,  wir  haben  aber 
beyde  diesen  letztem  casum  nicht  ins  Reine  bringen  können. 

Euler. 
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St.  Petersburg  d.  26. 

Januar  1746. 

Au»  Ety.  letzten»  Schreiben  Labe  ich  ersehen,  da**  Sie  zu 
der  aequatione  emn — in  — u keine  andere  valorcs  vor  e, 
als  die  entweder  inultipli  quaternarii,  oder  — 8 k — 1 sind, 
gefunden  haben;  weil  Sie  sieh  aber  hierin  blo*  auf  eine 
Induktion  beziehen,  so  habe  hiebey  anmcrken  wollen, 
dass,  wenigsten*  ausser  diesen  heyden  easibus,  die  propositio 
emn — m — nmna  allezeit  falsch  ist  und  die  quadrata, 
denen  emn  — m — n gleich  wird,  sogar  angegeben  werden 
können,  so  oft  entweder  e oder  c — I ein  divisor  von  einem 
quadrato  Imitate  aucto  seyn  kann.  Denn  in  casu  primo,  uhi 
be  z^.r.c  -j-  1 , liat  n~b -j-.  1 , m~b-\^bb,  erit 
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emn — m — nr=  ei  (i-f- 1)*  — b(b-\-i)  — (6-f  t)  zr 

in  ca*u  secundo,  wenn  e — I ein  divisor  ist  von  oa-f-l, 
ponatur  m—  1,  n ~ • Igitur  nullae  aliae  sunt  formulae 

pussibiles  pro  e in  propositione  emn-r-m — r\zszaQ,  nisi 
cpm  e est  yej  quatcrnarius  (#ut  ejus  multiplus  quieqnquej, 
vel  cum  e est  ~ 8 A — 1;  utruvi*  enim  ca»u  tarn  e quam 
e — t nullo  modo  divjderc  possunt  quadratum  unitate  auctum ; 
hinc  fit,  qt  quamvis  Kk — I non  possit  dividere  quadratum 
unitate  auctum , tarnen  ad  exprimendum  Valoren)  e in  pro- 
positione  emn — m — nuzaa  ineptum  sit,  propterea  quod 
p — t — — 2 potest  esse  divisor  quadrati  unitate  aucti, 

ex  quibus  sequitur  praeter  numeros  in  formulis  kk  et  8A—  I 
eomprehensos,  alios  nullos  posse  suhstitui  pro  e,  quoniam 
scilicet  null,i  alii  hac  gaudent  proprietate,  ut  tarn  e,  quam 
e — - f dividere  nequeat  quadratum  unitate  auctum , etsi  non 
demppstratum  sit  omnes  numeros  hujus  formae  8A — t pro 
e positos  satisfarere,  quod  tarnen  veriaimillimum  arbitror, 
nec  dubito  quin  aliqua  ratione,  quae  mihi  nunc  non  sup- 
petit,  demonstrari  possit. 

Auf  meiner  Rückreise  von  Moscatt  hieher  ist  mir  ein» 
gefallen,  dass  vielleicht  die  propositio  de  numeris  prim» 
hujus  formae  Vn-f-  1,  qui  sunt  snmmae  duorum  quadrsto» 
rum,  nur  ein  corollarium  hujus  theorematis  sejn  möchte: 
Omnes  numeri  hujus  formae  kn+l,  qui  dividi  nequeunt 
per  numerum  hujus  formae  % m I , tot  modis  sunt  sum- 
mac  duorum  quadratorum , quot  modis  dispesci  possunt  in 
duos  factorcs,  ex.  gr.  65  est  numerus  hujus  formae 
nec  dividi  potest  per  numerum  ulliim  formae  km  — 1, 
ergo  65  tot  modis  est  summa  duor.  quadr.  quot  modis  di*~ 
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pesci  potest  in  duos  factores,  ncmpe  duobus  modis  (I)  1.65, 
(2)  5.13,  est  igitur  aggregatum  duor.  quadr.  (1)  1 -)-  6fc, 

(2)  IG  -1-  49. 

Similiter  25  est  numerus  hiijns  formae  %n-f-l  nec  di- 
vidi  potest  per  numerum  lmjiis  formae  \ m — 1 , igitur 
nun  dupiiciter  resolvi  possit  in  duos  factorcs,  nempc  (1)  in 
I et  25,  (2)  in  5 et  5,  erit  duplieiter  summa  duorum  qua- 
dratorum  (1)  0 -|-  t25  , (2)  9 -j-  16. 

Similiter  numerus  625  ejusdem  naturae  triplieiter  resol- 
vitur  in  duos  factores  (I)  1.625,  (2)  5.125,  (3)  25.25, 
ergo  triplieiter  est  summa  duor.  quadr.  (1)  0*-l-25*,  (2) 
7*  + 2%\  (3)  1 5*  -|-  20*. 

Numerus  V93  ejusdem  naturae  duobus  modis  resolvi 
potest  in  duos  factores  (1)  1.V93,  (2)  17.29,  ergo  duobus 
modis  est  summa  duor.  quadr.  (1)  3*-j-22*,  (2)  13*-f  18* etc. 

Uebrigens  habe  ich  zwey  Methoden,  wenn  die  acquatiy 
emq — q — m~aa  in  einem  easu  q possibilis  ist,  innu- 
meros  alios  Casus  pro  aeqüatione  emn  — m — t\~bb  zu 
Huden,  nämlich  si  Hat 

I.  q — 2ak-\-(em — 1 )kk~n, 

II.  ((em — 1 ) A-|-  I fq- — hm  ([ein  — 1 ) h -f-  2)  n:  n 
ubi  h et  k sint  numeri  quieiinquc,  modo  n fiat  integer, 
deren  Wahrheit  per  ipsam  suhstitutionem  alsofort  demon- 
striret  wird. 

Gold  hach. 

*1».  ' • 11»  - '1 
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Sovmjukl  Suite  des  recherrhes  arithmltiqurs.  ProMeme  de  la  courbe  catofrtriquc. 
Fquation  differentielle  ft  integrer. 


Berlin  <1-  1«  Februar  1745. 

Dass  diese  Formul  emn — nt — n nimmer  ein  Quadrat 

seyn  könne,  wenn  e entweder  eine  solche  Zahl  kk,  oder 
eine  solche  8Ä' — l ist,  habe  ich  nur  aus  einer  Induction 
geschlossen.  Diese  Observation  erhält  aber  durch  Ew.  Ent- 
deckung einen  weit  grossem  Grad  der  Gewissheit.  Denn 
dadurch  wird  unwidersprechlich  dargethan,  dass  so  oft  ent- 
weder e oder  e — 1 ein  divisor  ist  von  cc-(-  I,  für  m et 
n allezeit  solche  Zahlen  gefunden  werden  können,  dass 
emn — m — n ein  Quadrat  wird.  Weil  nun  weder  bk  noch 
8Ä'  — l immer  hierin  Platz  finden  können,  so  kann  auf 
diese  Art  weder  für  e — kk,  noch  für  e — 8k  — 1 die  For- 
mul  emn  — m — n zu  einem  Quadrat  gebracht  werden.  Um 

Corr.  ntuth  et  phyt.  ti  20 
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aber  die  Demonstration  vollkommen  zu  machen,  so  musste 
man  auch  die  propositionein  conversam  beweisen  können, 
dass  so  oft  emn  — ni  — >»  ein  Quadrat  sryn  kann,  auch  ent- 
weder e oder  e — 1 ein  divisor  sey  von  einer  solchen  Zahl 
cc  -f-  t.  So  lang  also  dieses  nicht  erwiesen  ist,  so  lang  kann 
man  auch  nicht  behaupten , dass  der  obige  Satz  völlig  be- 
wiesen worden , ob  inan  gleich  daran  gar  keine  Ursach  zu 
zweifeln  hat.  E*  gibt  in  der  Arithmetik  eine  grosse  Menge 
solcher  Sätze,  au  welchen  Niemand  zweifelt,  ungeacht  man 
dieselben  nicht  demonstriren  kann.  Ich  habe  zum  Ex.  diesen 
Satz  noch  nirgend  bewiesen  gefunden:  qui  numerus  in  in- 
tegris  non  est  summa  duorum  quadratorum,  eundem  ne  in 
fractis  quidem  esse  posse  summam  duorum  quadratorum. 
Um  dieses  zu  beweisen,  müsste  man  zeigen,  dass,  wenn 
ann  einer  summa  duorum  quadratorum  gleich  ist,  auch  allzeit 
a eine  summa  duorum  integrorum  quadratorum  seyn  müsse. 
GIcichergcstalt  ist  leicht  zu  demonstriren,  dass  das  Product 
ex  binis  suminis  duorum  quadratorum,  auch  eine  summa 
duorum  quadratorum  sey.  Hieraus  erhellet  aber  noch  nicht, 
dass,  wenn  eine  summa  duorum  quadratorum  per  summam 
duorum  quadratorum  dividirt  wird,  der  quotus  auch  eine 
summa  duorum  quadratorum  seyn  müsse,  woran  doch  Nie- 
mand zweifelt.  Es  ist  auch  meines  Bcdüuken*  noch  nicht 
erwiesen,  dass  eine  summa  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  keine  andere  divisnres  haben  könne,  nisi  qui 
sint  i'psi  duorum  quadratorum  suinmae.  Eine  gleiche  Be- 
wandniss  hat  es  auch  mit  dieser  Proposition:  Omnem  nu- 
merum  primum  hujus  formae  kn-(-  1 semper  esse  summam 
duorum  quadratorum,  idque  unico  modo.  Wenn  man  nun 
dieses  voraussetzt,  so  Hessen  sich  Ew.  theoremata  leicht  er- 
weisen Denn,  wenn  kn  -f  I keinen  divisorem  hat  formae 
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km — I,  *o  iuumcu  alle  factore*  vdii  dieser  Form  km+  t 
und  folglich  »ummac  duorum  quadratorum  seyn.  Es  ist  aber 
generaliter  (aa  4 -bb)(cc-\-  dd) — bd)'  (ad — bc )* 

z=.(ad  bc)*  (ac  — bd)%  und  also  duplici  modo  in  duo 
quadrata  resolubile.  Hernach  lässt  sicli  auch  leicht  erweisen, 
quod,  si  quis  numerus  duplici  modo  in  duo  quadrata  fuerit 
rcsolubilis,  cum  non  esse  primum.  Sit  enim  N~aa-\-bb 

“cc  + dd,  erit  Fer- 

ner  hat  auch  dieser  Satz  seine  Richtigkeit:  Si  numerus  knf-t 
unico  modo  in  duo  quadrata  resolvi  possit,  tum  certo  erit 
numerus  primus;  sin  autem  kn  4 1 nullo  modo  fuerit  summa 
duorum  quadratorum,  tum  non  erit  primus,  sed  factorcs  ha- 
behit  formae  k m — t vel  duos,  vel  k,  vel  6,  etc.  At  si 
kn  4"  1 pluribus  modis  fuerit  summa  duorum  quadratorum, 
tum  quoque  binos  plurcsve  habebit  factores  formae  kmf-l. 
Und  aus  diesem  Grunde  ist  nicht  schwer,  sehr  grosse  Zah- 
len kn -f  t ZH  untersuchen,  ob  dieselben  primi  sind,  oder 
nicht? 

Gleich  wie  ich  bewiesen  habe , dass  alle  divisorcs  primi 
hujus  formae  0*4^’  in  dieser  Expression  kn  f-  i enthalten 
sind,  also  kann  ich  auch  demonstriren,  dass  alle  divisores 
von  a*f-A‘  >n  dieser  Form  8n  f-  1 » und  generaliter  dass 
alle  divisores  von  a'm  f*  b’1'”  in  dieser  Form  2m'M  n fl 
enthalten  sind.  Folgende  theoremata  kann  ich  auch  rigorose 
beweisen : 

I.  Si  am  — bm  fuerit  divisibilis  per  numerum  primum 
2nf-  1.,  atque  p sit  maximus  communis  divisor  numerornm 
m et  2n,  tum  quoque  ap  — bp  per  2n  f-  I divisibilis  erit. 

II.  Si  haec  formula  af  —bgn  fuerit  divisibilis  per  nu- 
merum  primum  mn  f-  I,  tum  quoque  fl"’  — bm  per  mnf-  1 
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erit  di  visibile  * * Si  ergo  pro  f et  g ejnsmodi  numeros  hi  venire 
liceat,  ut  afn  — bgn  sit  divisibile  per  m nfl,  tum  formula 
am  — b"‘  necessario  erit  per  mn  t divisibilis. 

Ich  bin  letztens  auf  dieses  problema  gefallen:  (Fig.  10) 
Circa  datum  punctum  radians  R curvam  describere  ejusmodi, 
ut  singuli  radii  ex  JR  egressi  post  duplicem  reflexionem  in  iW 
et  7Y  in  ipsum  punctum  R revertantur.  Es  gibt  ausser  der 
Ellipse,  alterum  focum  in  R babente,  noch  unendlich  viel 
andere  Linien  quaesito  satisfacientes,  sowohl  algebrdicae  als 
transcendentes;  und  dieses  problema  däucht  mich  eines  vou 
den  schwersten  in  hoc  genere  zu  seyn. 

Haec  acquatio 

ay  dy  -f-  ydx  (3oa:  -(-  b)  dx  (ax*  -)-  bxx  cx  -\-f)  ~ 0 
potest  separari  et  integrari. 

Euler. 
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LETTRE  LXXX. 

Goldbm:h  k Euler. 

Summa  (BE.  Rd|»onse  au*  dcti*  dernicr»  articles  de  U prtfeddente. 


St.  Petersburg  d.  29  Mai  174«. 

Die  integrationem  aequationis 
aydy  -f- y (3aac  -j-  b)  dx  -f-  (ax*-\-  bxx-^-  cx-\ -J)  dx~  0 
halte  ich  vor  sehr  leicht,  indem  ich  alsofort  gefunden 
y— — xx-\-ßx-\-y,  ub\  naß* -\-2abßß-\-  (ac-\-bb)ß -\-bc— af 
et  y — -aßß^bß-c 
' a 

Was  das  andere  problema  betrifft,  so  wird  die  eurva 
nachfolgende  proprietates  haben: 

t.  muss  (Fig.  it),  posita  AB-zzx,  BC—y,  HA—a, 
AG  — b,  y eine  solche  functio  ipsius  x seyn,  dass  positis 
x — — a et  x — b,  y — 0 werde. 

2.  Weil  die  pars  axis  inter  radium  incidentem  AC  et 
radium  reflexum  CD  intercepta,  nehmlich  AD  per  x et  y 
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ope  normalis  CN  bekannt  wird,  folglich  posita  AD~u, 
m per  x et  y data  ist,  »o  muss  auch  positis  AF~c c.',  FE—y, 
die  inter  radios  JE  ei  ED  intercepta  eadem  pars  axis  AD 
per  x'  et  y gegeben  seyn,  durch  welche  Aequation  y'  eli- 
minirt  wird. 

3.  Fiat  CB  : BD  ::  PF  : (uEFj ^ uy  wodurch®  ela- 

y U — X X — U («  — 

T 

minirt  wird.  Wenn  endlich  auch 

k.  die  summa  radiorum  incidentis  et  reflexi  usque  ad 
axem  entweder  constans  (wie  in  der  ellipsi),  oder  ccrtae 
cuidam  functioni  ipsius  x gleich  gesetzt  wird,  so  kann  da* 
durch  auch  y per  x deterininiret  werden,  wiewohl  ich 
dieses  alles  jetzo  nicht  gnugsam  einsehe  und  Ew.  besseren 
Beurtheiiung  überlasse. 

Goldbach. 
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Eülf.b  ä Goldbach. 


SoMMAIhk.  Mfrof»  »UjCt». 


Berlin  d.  10  Jam  1740. 

— — Da  ein  jegliche»  integrale,  wenn  e»  vollständig  seyn 
»oll,  eine  neue  quantitatem  const. intern  in  »ich  enthalten 
muss,  welche  in  dem  differentiali  nicht  gewesen,  so  ist  die 
formula  y — — xx  -\~ßx  -f-  y nicht  das  vollständige  integrale 
der  Aequation 

ay  dy  -}~  y (3 ax  b)  dx  -f  (si!  + bot?  -f-  a?  -j-  f)  dx  — 0. 
Solches  kann  aber  aus  dem  integrali  particulari  leicht  ge- 
funden werden,  wenn  man  setzt  y~z  — xx  -f-  ßx  -f-  y. 

Was  das  andere  problema  anlangt,  welches  jetzt  in  den 
Actis  Lipsiensibus  herauskommt,  da  die  radii  ex  puncto  dato 
emanantes  post  duplicem  retlexionem  in  eben  dasselbe  Punct 
zurückkommen  sollen , so  hat  das  tenfamen  Ewr.  seine  volle 
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Richtigkeit,  und  dienet,  um^die  curvam  infra  axem  consti- 
tutam  zu  finden,  wenn  die  obere  als  bekannt  angenommen 
wird.  Die  grösste  Schwierigkeit  aber  beruhet  darauf,  dass 
beyde  curvae  rändern  curvam  continuam  ausmachen,  welcher 
Umstand  von  Ew.  nicht  in  Betrachtung  gezogen  worden. 
Ich  habe  anfänglich  die  Solution  auch  auf  eben  diese  Art 
tentirt,  die  formulae  werden  aber  allzu  weitläufig  und  ver- 
wirrt, als  dass  ich  dieser  letzten  Bedingung  hätte  ein  Ge- 
nüge leisten  können.  Ich  glaubte,  dass  die  Annehmung  einer 
Axe  daran  schuldig  wäre,  indem  man  wenig  hinreichenden 
Grund  hat,  warum  man  vielmehr  diese,  als  eine  andere 
Linie  für  die  Axe  annehmen  sollte.  Daher  habe  ich  diese 
Betrachtung  völlig  beiseit  gesetzt  und  meine  Solution  fol- 
gcndcrgcstalt  vorgenommen: 

Lemma.  Si  (Fig.  12)  ex  foco  C in  curvam  radii  CM 
incidant,  atque  ex  C in  tangentem  M P demittatur  perpendi- 
culum  CP:  vocatis  CM  — y,  CP  — p,  erit  longitudo  radii 


rcflexi  MO—  pr‘'r 


'lydf-pdy 

Probleme.  Circa  datum  punctum  C deseribere  curvam 
A M m B , ut  radii  ex  C egressi  post  duplicem  reflexionem  in 
M et  m in  idem  punctum  C revertantur. 

Solulio.  Ad  M et  m ducantur  tangentes  MP , mp  in  eas- 
que  ex  C demittantur  perpendic.ula  CP,  Cp.  Vocentur 
CM  — y,  CP—p,  MP  — q~V(yy  — pp),  item  Cm~Y, 
Cp—P,  mp  — — Q— — V (YY — PP).  Sit  MO  raditis 
reflexus,  incidenti  CM  respondens,  et  mO  radius  reflexus, 


incidenti  Cm  respondens,  erit  per  lemma:  il/O  — 


pji/y 

’ljdp-pdjr 


et  mO  z^. 


p yd  v 

zrdP-Pdr 


et  + 

l)dp-pdj 


p yd  y 
lYdP-PdY 


Bisccentur  anguli  CMm,  CmM  rcctis  ML,  ml,  quae  erunt 


Digitized  by  Google 


319 


normales  ad  curvam,  ac  propterea  perpendiculis  CP,  Cp 
parallelae.  Jam  cum  anguli  MCP  vel  CML  sit  sinus  — — > 

2 •r*- 

et  Cosinus  — erit  auguli  dupli  CMm  sinug  ~ cosinuszx 

EI.~  1?  — , et  anguli  Cm M sinug  — — et  cosinug 

xx  xx  e rr 

— ff.-QQ  — 'XPp-yZ.  Ergo  perpendiculum  CNzz 

et  MN—  ‘r- — y atque  mN—  ^Py— — V.  Undc 


it  — rr 

= - et  MN- 

r x 

nascuntur  liae  duae  aequationes: 
pQ  — n li  IPP 

X 


I.  il  = 0 et  II.  r + Y-—&&- 

y 1 Y y J ' K 


PP  \ r r 

T+-F=: 


Ixdp-pdx 

rrdP 


Ad  has  aequationes  simpliciores  rcddendas  ex  P et  p in  CJlf 
et  Cm  demittantur  pcrpendicula  CÄ  et  pr,  et  vocentur 
CR  — r,  PR—s,  Cr  — R et  pr~  — S quia  in  plagam 


oppositam  vergit,  eritquc  r~  — > s—Py>  et  ob  y 


PP 


dy  zz  — ~~r~~  er*t  2 ydp  — pdy  — ~^r  ideoq 

XX  dP 
ly  dp— pdy 


X 

p*  dr 


et 


ue 


dp  — !L£L—  r i£i  ob  pp—  rr  ss.  Simili  modo 

dr  dr  * 


_ pQ 


rrdP 


D pp  K _ 

ent  h — y t Y > irdp_pdY 


PdP  _ ry  | sds 
— «y»  — R ~T 


dH  1 dR 

Quibus  valoribus  substitutis  binae  aequationes  solutionem 
continentes  abeunt  in  has:  I.  Ä-j-5zz0, 

II.  r + + + seu  II.  — + — f - 0. 


dR 


dR 

Quodsi  jam  ponatur  s — t et  — u , erit  5“  — t et 

— — «;  quare,  cum  puncta  M et  m ad  eandem  curvam  pertinere 
debeant,  eandem  relationem  inter  t et  u atque  inter  — t et 
— u esse  oportet;  et  quia  s exprimitur  per  radicale  V{pp  — rr), 
necesse  est  ut  aequatio  inter  t et  u ita  sit  eomparata,  ut 
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non  mutetur  »ive  t et  u capiantur  negative  sive  affirmative. 
Si  itaque  pro  relatione  inter  t und  u assumatur  hujusmodi 
aequatio  att  -j-  ßuu  ~ aa  , seu  na  ~ alt  ßuu-[-yt*  -4- 
d<’tt*-{-  tw*  etc.  semper  prodibit  curva  quaesito  satisfaciens. 
Assumta  autein  hujusmodi  idonea  acquatione  inter  t et  tt. 


erit  j — t et  ^ ^ ^ ~ u , unde  tit  r—f—t  p — V {rr+s s) 


tdt 


et  Y — Sicque  obtinctur  relatio  inter  queinvis  radium 

CM  et  respondens  perpendiculiun  in  tangcntem  Cl‘,  ex  qua 
relatione  curva  construi  potest. 

Si  pro  aequatione  inter  t et  u assumatiir  tt  uu  — aa, 
erit  tidii  — — tdt  et  r~b — n,  existente  j — <— |/(aa-««), 

unde  p~V{oa  bb — 2 bu)  et  — */'<<>  »eu 

. aa-\-bb—pp  . bb-aa-\-pp  Ibpp 

ob  tt  = ent  r — et  r = — — — 

*b  1b  J bb -aa-\-pp 

(bb  — aa)y  ..  . ... 

»eu  pp  — — ib—y  ’ <1uac  ae<Juat,°  praebet  omnes  ellipses, 

alterum  focum  in  C habentes.  Sumtis  igitur  aliis  aequatio 
nibus  inter  t et  u,  supra  dcscriptam  indolem  habentes,  infi- 
nitae  aliae  curvae  satisfacientes  prodibunt,  inter  quas  quoque 
curvae  algebraicae  reperientur,  wie  ich  denn  unter  andern 
auch  eine  ordinis  sexti  gefunden  habe. 

Euler. 
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LETTRE  LXXXII. 

Goldbach  ä Eule«. 

Som  va  IKK*  Comid^rations  ultdricares  »ur  U courbe  otoptnque. 


St.  Petersburg  d.  . . Julii  1741, 

Ich  weiss  nicht  eigentlich,  ob  mir  bey  Abgang  meine»  letz- 
tem Schreiben*  »chon  bekannt  gewesen,  dass  Ew.  das  Di- 
rectorium  der  mathematischen  Classe  in  der  König!  Akademie 
der  Wissenschaften  erhalten,  in  welchem  Fall  ich  Demselben 
(dieses  relativum  gehet  sowohl  auf  Ew.  als  auf  die  Akademie 
selbst)  schon  damals,  wie  ich  es  jetzo  thue,  dazu  hätte  gra- 
tuliren  sollen.  Das  Absterben  Dero  Hn.  Vaters  habe  zu 
allererst  aus  dem  letzten  Briefe  vernommen,  und  wie  den 
Verlust,  so  Sie  hiedurch  erlitten,  von  Herzen  bedaure,  so 
wünsche  hingegen , dass  Ew.  ein  gleiches  Alter  bey  guter 
Gesundheit  und  allem  Vergnügen  erreichen  mögen. 

Für  die  mir  communicirte  Solution  danke  ich  dienstlich. 
Ich  zweifle  nicht,  dass  dieselbe  so  kurz  sey,  als  nur  mög- 
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lieh;  allein  nie  erfordert  doch  eine  besondere  Application,  um 
alles  recht  einzusehen.  Ohngeachtct  nun  zur  Solution  die  con- 
sideratio  unius  puneti  C (Fig.  13),  aus  welchem  die  radii  aus- 
gehen und  wohin  sic  post  dupliccni  reflexionein  zurück- 
kehren, gniigsam  ist,  so  halte  ich  doch  davor,  dass  ausser 
diesem,  noch  ein  anderes  punctum  in  allen  dergleichen  curvis, 
in  eadem  a,centro  distantia  zugegen  seyn  muss,  welches  eben 
dieselbe  Proprietät  als  das  punctum  C haben  wird;  dahero, 
wenn  das  problema  folgendergcstalt  concipirt  würde:  Datis 
diametris  curvae  AB  et  DE,  invenire  in  axe  AB  punctum  C, 
ex  quo  oinnes  radii  etc.,  so  möchte  ich  gern  sehen,  wie 
dergleichen  curva  nou-ellipsis  von  einer  ellipsi  differiren 
würde,  denn  ich  zweifle  sehr,  ob  eine  curva,  deren  vier 
quadrantes  nicht  similcs  et  acquales  sind  (wie  in  der  ellipsi) 
zur  Solution  geschickt  seyn  könne.  Ist  aber  die  curva  sol- 
chergestalt beschaffen,  so  kann  man  die  Probe,  ob  eine 
aequatio  data  satisfaciret,  auch  folgendermaasseu , nach  Ew. 
Anleitung  anstellen:  Sit  radius  quicunque  ex  puncto  C in 
curvam  incidens  CD~y,  radius  a curva  reflexus  (in  axem) 
DF—y',  radius  ab  axe  reflexus  (ita  ut  ang.  CFD  — ang. 
BFG ) FG  — y",  radius  a curva  reflexus  GC  — y"'.  Ilequi- 
ritur  ut  spatium  in  axe  interceptum  CF  inter  y et  y , item 
inter  y"  et  y " sit  idem. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXXXIII. 


Euler  h G o l d b a c h. 

So  um  4 IKE.  Rerhfrrhrs  sur  le*  Sofies  P.S.  Courbe  r*toptrt<|tir. 


Berlin  «1.  7 August  1845. 

— — Feh  habe  »eit  einiger  Zeit  mit  dem  Hn.  Prof.  Nicolao 
Rcrnontli  zu  Basel  eine  kleine  Dispute  über  die  »erie»  di- 
vergente», dergleiehen  diese  ist 

I — 1 -1-  2 — 6 + 24  — 120  + 720  — etc. 
gehabt,  indem  derselbe  geläugnet,  dass  alle  dergleichen  series 
eine  determinirte  Summ  haben,  ich  aber  das  Gegcntheil 
behauptet,  weilen  ich  glaube,  dass  eine  jegliche  series  einen 
bestimmten  Werth  haben  müsse.  Um  aber  allen  Schwierig- 
keiten, welche  dagegen  gemacht  worden,  zu  begegnen,  so 
sollte  dieser  Werth  nicht  mit  dem  Namen  der  Summ  be- 
leget werden,  weil  man  mit  diesem  Wort  gemeiniglich  ei- 
nen selchen  Begriff  zu  verknüpfen  pflegt,  als  wenn  die 


Digitized  by  Google 


— 32* 


Summ  durch  eine  würkliche  Summirung  her  ausgebracht 
würde:  welche  Idee  bei  den  seriebug  divergentihus  nicht 
Statt  findet.  Da  nun  eine  jegliche  serics  aus  der  Evolution 
einer  expressionis  finitae  entstehet,  so  habe  ich  diese  neue 
Definition  von  der  Summ  einer  jeglichen  seriei  gegeben: 

Summa  cujusque  seriei  est  valor  expressionis  illius 
finitae,  ex  cujus  evolutione  illa  series  oritur. 

Der  Herr  ßernoulli  hat  diese  Definition  vollkommen  ap- 
probirt,  zweifelt  aber  noch,  ob  nicht  öfters  eben  dieselbe 
series  divergens  aus  verschiedener  expressionum  finitarum 
evolutione  entstehen  könne,  also  dass  man  nach  dieser  De- 
finition verschiedene  Wertlie  zugeben  müsste.  Darüber  hat 
er  zwar  kein  Exempel  gegeben,  ich  glaube  aber  gewiss  zu 
siyn,  dass  nimmer  eben  dieselbe  series  aus  der  Evolution 
zweyer  wirklich  verschiedener  expressionum  finitarum  ent- 
stehen könne.  Und  hieraus  folget  dann  unstreitig,  dass  eine 
jegliche  series,  sowohl  divergens  als  convergens,  einen  de- 
terminirten  Werth  oder  sumtnam  haben  müsse.  Dahero,  wenn 
die  Summ  dieser  seriei  i — I -f-2  — 6 2 V — 120  4-  etc. 

gefunden  werden  soll,  so  muss  man  den  valorem  derjenigen 
Formul  anzeigen,  aus  deren  Evolution  diese  series  entstehet. 
Um  diese  zu  finden,  so  stelle  man  sich  eine  krumme  Linie 
vor,  deren  abscissa  ~ x und  applieata  ~y — - Da  nun 
/0~ — oo  und  /l  =0,  so  wird  diese  curva  eine  solche  Form 
haben  (Fig.  lk),  und  diearea  derselben  AP  M—jydx  — f^-^ 

wird  — xy  — 1 xy1  -f-  2 xy*  — Gxy * -|-  2 kxy’  — etc.  Setzt 
man  nun  AP  — X~  t,  so  wird  auch  y ~ I , und  die  area 
A HM  wird  seyn  1 — 1 -j-  2 — 6-(-2k  — 120  -f-  etc-  dahero 
der  Werth  dieser  seriei  der  areae  APM  gleich  seyn  muss, 
welche  nicht  nur  determinirt,  sondern  auch,  wie  aus  der 
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:tis 


I'igur  erhellet , etwas  grösser  ist  als-^-*  Einen  solchen  Werth 

habe  ich  auch  durch  verschiedene  Methoden,  wodurch  ich 
dieselbe  series  in  convergentes  verwandelt  habe,  heraus- 
gebraelit.  Anjctzo  aber  kann  ich  beweisen,  dass  diese  series 
gleich  sey  dieser  Expression 

I 

1 

I 

~2~ 


I + - 
t 4- 


i 4- 


1 4- 


2 


i -f. 


• 4~ 


i + 


t 4 


*+T 


etc. 


welche  nicht  nur  stark  cönvergirt,  sondern  aucli  limiles  con- 
tinuo  propiores  angibt,  intra  quos  valor  contineatur.  Denn 
wenn  die  summa  seriei  I — t 4-2  — 6 -{-2^  — 120  4-  etc. 
gesetzt  wird  —.s,  so  ist  s < 1 ; ä>  j-xi“  "7  • 


s < 


1 *4~ 


3 ’ 


s > 


t 4--  1 


l 4 


~ — etc 

7 


1 + iT  2 


Hieraus  habe  ich  nun  gefunden,  dass  proxime  sev 
s — 0,5963 V7  5922. 

Es  xväre  also  zu  untersuchen  ob  dieser  Werth  nicht  etwa 
durch  die  quadraturam  circuli  oder  logarithmos  angegeben 
xverden  könnte.  Auf  gleiche  W'eise  kann  ich  auch  diese  se- 
riem  generalem 


Digilized  by  Google 


326 


$ = I — - ma  -f-  m (ni  f n)  n*  — n)  (m  -j-  2n)a*  -)-  «tr. 

summiren,  denn  es  ist 


ma 


i 4- 


n a 


(m  -4-  n)a 

I 4~  ■ ■ ■q  - 

2na 

‘ +- 


I 4- 


(m4-2n)fl 


« + 


3na 


, i (m+3n)a 

bna 

H- 


etc. 


, . . ^ w 1 ^ 1-1 -na 

al»o  .st  s<i:  s>j 

^ l-K/n-fU>»)a  ^ 


Euler. 


Oti',*'  III',  iitMl)  »fl 

P.  S.  Meine  vormals  überschriebenc  Solution  des  pro- 
blcmatis  catoptriei  habe  seit  der  Zeit  kürzer  zusammengezogen 
und  zum  Gebrauch  dergestalt  eingerichtet,  dass  alle  satisfa- 
cirendc  krumme  Linien  nicht  nur  leicht  erkannt,  sondern 
auch  alle,  welche  algebraische  sind,  leicht  angezeigt  werden 
können.  Ew.  haben  ganz  Recht,  dass  alle  diese  Linien  einen 
diameter  nothwendig  haben  müssen,  als  AB  (Fig.  15);  es 
folget  aber  nicht,  dass  ausser  diesen  noch  eine  andere  Liniu, 
als  EE  die  curvam  in  duas  partes  similcs  et  aequales  schneide. 
Um  alle  mögliche  curvas  zu  finden  und  durch  Generalformuln 
auszudrücken,  so  nehme  man  für  v eine  solche  Function 
von  u,  welche  verwandelt  werde  in  — v,  wenn  für  u ge- 
sefzt  wird  — u.  Dergleichen  Functionen  sind  u,  n3,  u* , 
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H7 , — > etc.  und  so  daran«  zusammengesetzt  werden,  als 

an  -j-  flu*  -}-  — -f-  jä  etc.  Wenn  nun  für  v eine  solche  functio 

ipsius  u angenommen  worden,  so  suche  man  p ~ und 

daraus  wird  die  curva  folgendergestalt  bestimmt  werden. 
Man  nehme  die  ahsrissam 


u/)*(ce  — iih)  ip(cc  — uu)  «(a-fre) 


CP  — x — 


so  wird  die  applicata 

™=r=± 

Setzt  man  nun  v~u,  so  kommt  die  ellipsis  heraus,  deren 


foeus  in  C.  Denn  da  v — u,  so  wird  p ~ I und 


du 

(<ia-J-cc)i«  — lacc  , (ct  — b«)v'(cc  — rui) 

c(a-J-n)  Ul*  J c('t-|~n) 

man  nun  u eliminirt,  so  bekommt  man 

na  (xx  -f-  yy)  — (an  — ee  — e*)*. 

Setzt  man  aber  e~  — und  c~n,  so  wird  ii“^*-~ 

11  ' d u 

— l— - und  folglich 


W 


enn 


x 


3 « * — a1  n — 3a  mu  — »s 


und 


aJ  — <t2  u — 3 auu  — u3 

y — ^ V ( aa  — uu ) . 


woraus  sieh  die  Figur  der  krummen  Linie  leicht  bestimmen 
lässt.  Wollte  man  aber  u eliminiren  und  eine  Aoquation 
zwischen  x und  y suchen,  so  würde  dieselbe,  wofern  sieh 
nichts  destruirt,  auf  t2  Dimensionen  steigen. 

Uebrigens  ist  bey  den  vorgegebenen  Gencralformuln 
zu  merken,  dass  daraus  die  Länge  des  radii 

a v 

i orrt  ntuih  rt  pht/s  f . /.  *J  | 
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wodurch  die  Construetion  nicht  wenig  erleichtert  wird.  Wenn 
ferner  auf  diese  Art  das  punctum  primae  reflexionis  M be- 
stimmt wird,  so  darf  man  nur,  um  das  punctum  alterius 
reflcxionis  N zu  finden,  setzen  u — — u,  da  denn  v in  — v 
verwandelt  wird,  p aber  den  vorigen  Werth  behält.  Es  wird 


nehmlieh : 

x » c [a  — v) 


2f>(cc-i'u)  u (a-v)  und 
c ' c 


J)  p(cc  — II  u) 

\ c (fl  — v) 


2 up 


cc  — mm); 


£ y pp(cc  — UU) 

a — v 


V. 
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LETTRE  LXXXIV. 

Goi.drach  ä Euler. 

So  mm  ai re.  M£me»  Aujets.  R^poiue  a U pr^c^dente.  Mlthodt  de  tramformer  taute» 
«orte»  de  slries  divergentes  en  convergentes. 


Safts  date  (St.  Petersburg  d.  25.  Scpt.  1745.) 

Wenn  ich  (Fig.  16)  das  spatium,  quod  inter  radium  inei- 
dentem et  reflexum  in  diainetro  intercipitur,  CR,  nach  Ew. 
formulis  exprimire,  so  wird  selbiges  in  der  ellipsi  constans 
seyn,  in  den  andern  curvis  aber  jederzeit  solche  limiles 
haben,  dass  wenn  CO  die  abseissa  respondens  applicatae 
maximae  OE  ist,  das  spatium  interceptum  CR~2C0  zwi- 
schen diesen  limitibus  begriffen  sey.  Es  lasset  sieh  zwar 
dieses  spatium  interceptum  durch  die  Aequation 

cr_CP.AQ  + MP.CQ 
— MP+NQ 

generaliter  leicht  bestimmen,  aber  in  der  Application  auf 
Ew.  formulas  scheinet  sie  mir  etwas  weitläufig  zu  werden. 
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In  demjenigen,  was  Ew.  von  den  seriebns  divergentibns 
schreiben,  bin  ich  völlig  Dero  Meinung.  So  viel  ich  mich 
erinnere,  sind  dergleichen  series  von  einigen  mathematiris 
darum  verworfen  worden , weil  sie  ans  einer  divisione  prae- 
postera  entstehen;  allein  zu  geschweigen,  dass  man  selbige 
nach  Belieben  ohne  einige  Division  formiren  kann,  so  lassen 
sich  auch  die  summac  auf  unterschiedene  Arten  finden,  wenn 
man  diese  series  terminorum  signis  alternantium  in  series 

terminorum  mere  aflirmativor verwandelt.  Ich  erinnere 

mich  nicht,  ob  etwa  schon  in  den  üomment.  Petrop.  einer 
Methode  Erwähnung  geschehen,  die  in  Folgendem  bestehet: 
Datae  seriei  <4  . . . a — ft  Y — d--j-  etc.  singuli  termini 
tiant  aequales  singulis  terminis  seriei 

«...fl  - y(6-a)+^(c-2A+fl)-^|(fll— 3c4-3fe-fl)+ete., 

■ » | * «Ti*  -4-  12/3  -4-  8 y , 

ho<  a — a,  b ~ a -\-  dp,  c — !-  ■ — > etc  ent 

• .1.3 

series  A aequalis  termino,  qui  respondet  exponenti  ^ in  Serie 


C...n-\-b-\-c-\-d-\-  etc.  Sumantur  termini  reciproci  seriei 


C et  Hat  series  [)•••—  y - -f-  <*«’•  erit  terminus  respou- 

• n.:<  YW 


dens  exponenti  — in  Serie  D aequalis  seriei 

n 1\h  b ' a) 

i 3.5  / 1 3 S 1\ 

; 2 4.fi  W r + h a)  + ct,< 


>ti 


Quodsi  jam  summa  seriei  E ponatur  — p,  dieo  summain 
seriei  A esse  ~ linde  sequitur  summam  seriei 


2 _ 6 + 24  - 120  + etc  esse  = 1 : (4  ■ ^ '«**«■•)• 

Es  ist  aber  auch  die  series  2 — fi  -{-  24  — 120  j-  etc. 
gleich  dieser  I — 2 -f-  0 — 4-8-4-  300  -^-2100  -j-  etc.,  in  wel- 
cher alle  termini,  affirmative  considcrati , diese  legem  pro- 
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gressionis  haben:  Sit  exponens  terminorum  n — 2,  terminu* 
illi  exponcnti  rcspondens  A , summa  omnium  terminorum 
usqtie  ad  terminum  A exclusive  ~ S , erit  terminu»  sequens 
ß — /» /I -|- A'.  Si  v.  gr.  dato  termino  tertio  ~ 9,  quaeratur 
quartus,  erit  exponen*  termini  dati  n — 2“  3,  n~  5,  et 
summa  omnium  terminorum  praecedentium  t -f-  2 ~ 3 —S, 
ergo  terminus  quartns  — nA  -)-S~5.9-(-3~  48.  Die 
sttmma  dieser  seriei  aber  wird  nach  voriger  Methode  also 
7 13 

exprimiret  1 : (l  — 4-  — -j-  etc.) , allvvo  die  ersten  drey 

termini  des  nutneratoris  viel  weiter  gehen,  als  in  der  vor- 
her angegebenen  summa,  ohngeachtet  beyde  summae  einan- 
der gleich  seyn  müssen. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXXXV. 


Euler  ii  Goldhach 

SgmmaikE.  Tablc»  .tilrunomiqucs  pour  Ic  aoleil  et  h lune.  R/pome  a la  Ultrc 
pr^ddent«. 


Berlin  d.  25.  October  1745. 

Ew.  hatten  vergessen  in  Dero  letztem  Schreiben  das  Datum 
beyzusetzen,  daher  ich  eigentlich  nicht  weiss,  wie  lang  ich 
dasselbe  unbeantwortet  gelassen,  denn  da  ich  anjetzo  end- 
lich neue  tabulas  astronomicas  pro  Sole  et  Luna  zu  Stande 
gebracht,  so  habe  ich  seit  einiger  Zeit  so  viel  mit  Rech- 
nungen zu  thun  gehabt,  dass  ich  an  kein  Briefschreiben  ge- 
denken konnte.  Nunmehro  bin  ich  zwar  fertig,  allein  wenn 
ich  der  Herren  Pariser  Astronomen  Gutachten  und  observa- 
tioncs  darüber  werde  erhalten  haben,  so  dürfte  darin  noch 
hin  und  wieder  etwas  zu  ändern  vorfallen. 

Aus  meinen  formulis  für  die  curvas,  quae  radios  e foco 
emissos  eodem  reflectant,  wird  das  spatium  CR  (Fig.  16) 
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sehr  leicht  und  kurz  ausgedrückt , ungeacht  der  calculus,  um 
solches  zu  finden,  wie  Ew.  angemerket  haben,  ziemlich  weit- 
läufig wird.  Denn,  wefin  v eine  solche  Function  von  u an- 
deutet, quae  posito  — u loco  -j-  « ipsa  in  sui  negativain 
— v abeat,  so  ist 

_ . u(u-j-i’)  1dv(cc — uu)  udv*(cc  — uu) 

c edu  edu1  (a-t-v)  ’ 

und  für  das  punctum  N 

/t/1  u(a—v)  i ‘Idv  ’cc  - ii u)  , udvt(cc  — uu) 

t V — H — 


edu 

7udv 


cdui(a  — v ) ’ 

^(cc  — uu) 


\ du*(a  — v>)  du 

Wenn  man  nun  diese  expressiones  in  aequatione 
p _ CP  JVQ  -f  MP  CQ 

substituirt,  so  findet  man  Cli—'-^->  woraus  erhellet,  dass 

du  7 

dieses  spatium  in  keinem  andern  Fall  constans  sey,  als  wenn 
v — au,  woraus  die  ellipsis  entspringt.  Wo  aber  die  appli- 
cata  maxima  sey , lässt  sieb  generaliter  nicht  bestimmen,  noch 
zwischen  dem  Ort  derselben  und  dem  spatio  CH  ein  Ver- 
hältniss  entdecken. 

Ew.  höchst  sinnreiche  Methode  alle  serics  divergentes  in 
convergentes  zu  verwandeln,  indem  Dieselben  demonstrirt, 
dass,  wenn 

s — a n(b  — a) 

4-  "(,4*2K"  ~J)  [d - 3c  + 3 b - a)  4- etc., 

so  sey 


~ j72—  (c  — 2 b 4-  a) 


• _ 1 , _ / 1 * \ i «(«  0/i  t i i\ 

7-ä  + nU~«J^  -71“ (,7-7  + 7; 

, «(/.-  l)(n-i)/t  3 3 IN 

-r  - t7a.3  W"7'T  7/  + etc‘ 
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ist  mir  sehr  wohl  bekannt  gewesen,  und  dieselbe  weiset 
freylieb  ganz  klar,  dass  keine  series  so  divergens  scyn  könnte, 
deren  summa  nicht  immer  durch  eine  seriem  convergenten» 
ausgedrückt  werden  könne.  Diejenigen  aber,  welche  die  di- 
visionem  pracposteram  nicht  zulassen  wollen,  werden  hier 
ebenfalls  Einwendungen  machen,  dass  man  supponire,  man 
komme  zuletzt  auf  differentias  constantes  oder  evanescentes; 
allein  alle  dergleichen  Einwürfe  werden  durch  meine  ob- 
gcmeldte  definitionem  summae  cujusque  seriei  leicht  gehoben. 
Für  die  seriem  1 — ! -f-2 — 6-}-  2fr  — 120  -f-  etc.  findet 
man  auch  auf  diese  Art  bald  den  valorem  prope  verum. 
Ich  glaube  aber,  dass  es  sehr  schwer  seyn  würde/auf  diese 

Art  den  valorem  summae  nur  -auf  — ^ genau  zu  bestimmen; 

denn,  ungcacht  anfänglich  die  termini  seriei  conversae  affir-  . 
mativi  werden , so  kommen  doch  auch  bald  negativi  zum 
Vorschein,  und  alsdann  nehmen  auch  die  termini  nicht  mehr 
merklich  ab.  Auf  die  von  mir  letzt  überschriebene  Art  aber 
hat  man  die  Approximation  in  seiner  Gewalt  und  kann 
die  Summ  in  Dreimal- Fractionen  so  weit  genau  finden  als 
man  will. 

Euler- 
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LETTRE  LXXXVI. 


(inlüJIVCII  h Kulf.r. 

Sumn  AUE.  Lot» l>e  c4to|)lrique.  S|*<ciilation  sur  lc>  nouibro  n et  > 2 Mouvrlle 
M*rie. 


St.  Petersburg  d.  9 Kot.  1746 

Au*  dem  spatio  C/?(Fig.  16),  so  Sic~  gefunden,  lässt  »ich 

di«:  applicata  inaxima  ohne  Schwierigkeit  besliminen,  wenn  mau 
» CR 

netzet  CP ~ — und  den  valorem  u,  per  a et  c expressum, 

in  der  formttla  PM  substituiret,  wobey  denn  merkwürdig 
ist,  das*  die  quantita*  u,  wenn  das  differentiale  ipsius 
PM  — 0 ge*et/,et  wird,  denselben  valorem  haben  muss,  den 
es  ex  aequatione  CP  — bekömmt.  Ingleichen,  wenn  man 
den  radium  MB  suchen  wollte,  welcher  perpcndiculariter 
ad  axem  reflectiret  wird,  so  musste  (weil  alsdann  die  puncta 
P,  Q et  B in  eines  zusammenfallen)  die  quantita*  u in  die 
sen  dreyen  aequationihu»  CP  — CB,  P M — QN  und  CP  — 
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CQ  einerley  valorem  haben.  In  demcasu,  wo  v~u*,  finde 
ich  aus  der  aequatione  P M ~ — > 2 u* — 3ccu  — a~0, 

und  in  demselben  casu,  wenn  v~  «*,  finde  ich,  pro  radio 
perpendiculariter  ad  axem  reflexo,  aus  der  aequatione  CP  — 

CR,  welcher  valor  von  u dann  auch  aus  den 

andern  beyden  aequationihus  PM  — QiV  und  CP  — CQ 
herauskommen  muss;  so  ich  aber  lieber  glauben,  als  mich 
durch  die  Erfahrung  davon  convincircn  will.  Ich  werde 
auch  von  diesem  genere  curvarum  einen  bessern  Begriff  be- 
kommen, wenn  Ew.  mir  melden  wollen,  durch  was  für 
Linien  die  quantitates  constantes  a et  c item  die  variabilis  u, 
seorsim  consideratae,  in  der  curvjj,.  exprimiret  werden;  in- 
dessen kann  ich  beweisen,  dass  die  curva  in  allen  Fällen 
contradictoria  wird,  wo  v eine  solche  functionem  ipsius  u 


andeutet,  dass — l"—  grösser  wird,  als  • 
D c +u 


dit 


Weil  kein  Zweifel  ist,  dass  in  dem  numero  » so 

die  circumferentiam  circuli  data  diametro  t exprimiret,  eine 
jede  von  den  Ziffern  des  numeratoris  ihre  Plätze  nach  einer 
gewissen , obwohl  sehr  schweren  und  undeutlichen  Ord- 
nung einnitnmt,  und  ein  grosser  Theil  dieser  Schwierigkeit 
aus  der  Abwechselung  von  zehnerley  Ziffern  entstehet,  so 
könnte  man  wenigstens  diese  letztere  sehr  erleichtern,  wenn 
man  setzte  cir<  umferentia  — 


, « . b , c 

m — — -4— ■ — i 

1 io  ’ 100  ’ 


-t  etc.  > 


1000  1 10000 

all  wo  m pro  luhitu  so  angenommen  werden  kann,  dass  cir- 
cumf.  — hernach  aber  ein  jeder  von  den  nume- 
ratoribus  a,  b,  c,  etc.  entweder  0 oder  1 wurde,  welches 
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allezeit  möglich  ist.  Wenn  nun  solchergestalt  die  series,* 
deren  nuineratores  alle  entweder  0 oder  4 sind,  auf  eine 
gewisse  Anzahl  von  tenninis  continuiret  werden,  so  stunde 
zu  versuchen , ob  sich  nicht  unter  diesen  0 und  • I eine  ge- 
wisse Ordnung  zeigen  möchte?  Dass  ein  ordo  numeroruin 
circulantium  herauskommen  sollte,  ist  zwar  nicht  zu  ver- 
muthen,  weil  sonst  der  ganze  numerus  rationalis  seyn  müsste; 
es  kann  aber  nichts  desto  weniger  progressiones  non  circu- 
lantes  geben,  die  eine  offenbare  Ordnung  halten,  als 

O+l  + O + O-H+O-fO-fO-fl  + etc. 

und  Unzählige  andere.  Wenn  nun,  in  praesenti  casu  ein 
ordo  certa  lege  variabilis  entdecket  würde,  so  glaubte  ich, 
dass  die  quadratura  circuli  in  numeris  decimalibus  noch  viel 
näher  gefunden  wäre,  als  es  nach  der  gewöhnlichen  extrac- 
tione  radicis  möglich  ist  V 2 zu  finden.  Man  könnte  auch 

^2  so  exprimiren  y + etc->  ^aM  a>  c’  etc‘ 

allezeit  O.oder  1 würden,  und  hier  sollte  ich  fast  glauben, 
dass  sich  bald  eine  Ordnung  zeigen  möchte. 

Nachfolgende  series  scheinet  einige  Attention  zu  meritiren 

V.2  j ' 1 71  “T  1.5.J.4.5.1i  ' 6 71  "+‘  .1.1*  6 ' 

, _J_  _ £ * , i wn  l0 

' 1 .2.  . .8. 9. 2*  6 71  ' 1 .2.  vl0.1l.28  * 210  71 

-|-  etc.  “ fc  — n. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXXXV1I. 


Euler  ä Goldbach. 
So M maihe  RfiMiiuc  ä l.i  prlc^dentc. 


Berlin  d.  30  November  1746. 

— — Geber  da»  problcma  catoptricum  nehme  die  Freyheit 
Ew.  meine  Solution  hiemit  zu  übersenden,  deren  analysis 
alle  Umstünde  hinlänglich  erläutern  wird*). — Ew.  Vorschlag, 
die  Expression  3,  IM. 51)26535  etc.  auf  eine  bequeme  Art  vor- 
zustellen, dass  daraus  zugleich  die  lex  progressionis  erhelle, 
läuft  darauf  hinaus,  dass  man  eine  bekannte  Zahl  m aus- 
findig machen  soll,  deren  Cyphern  in  infinitum  mit  den 
obigen  entweder  einerley  oder  nur  um  1 kleiner  wären, 
denn  solchergestalt  würde  der  Rest  n — m durch  eine  sol- 
che Dreimal- Fraclion  ausgedruckt  werden,  deren  alle  Fi- 
guren entweder  0 oder  1 scyn  würden.  Ich  sehe  aber  noch 
keine  Methode  ein , wie  man  nur  zur  Erfindung  der  ge- 

f)  Voii  ci-dessous. 
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mddten  Zahl  m gelangen  könnte.  Ich  wollte  also  vielmehr  die 
Differenz  n — - m als  bekannt  annehmen.,  als  s$.  Kxcmpel 
n — in  — 0,01001000100001  etc.  so  würde 

m — 3,1 3 t 58265258978 , 

und  nun  müsste  man  sehen,  ob  diese  Zahl  durch  eine  ex- 
pressioncm  irrationalem  tinitam  ausgedrückf  werden  könnte. 

Ich  erinnere  mich  auch  schon  einmal  einer  gewissen 
leichten  Operation  Meldung  gethan  zu  haben,  wodurch  man 
Zahlen  bekommt,  deren  VVertli  vielleicht  millo  modo  in 
(iriitis  ausgedrückt  werden  kann.  Ich  verfahre  ncfimlieh  wie 
in  der  ordinären  Division,  nur  dass  ich  bey  jeder  Operation 
den  divisorem  um  I vermehre,  wie  aus  folgendem  Exempel 
zu  ersehen : 

1 I000ö000000000000000üjüv6k7827k3907639 
2jt0  • 1 ' 

3[20 

V[20 

5[W 

♦>{50  • ‘ 

7]20 
8S60 
9[k0 
tojko 
« t [«00 
12  10 
13  100 
7k  [90 

1 5 60 

16  150 

etc.  • 
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Wenn  nun  diese  Zahl  0,464782743907639  etc.  zur  Pe- 
ripherie des  Zirkuls  eine  bekannte  Verhältnis»  hätte,  an 
hielte  ich  die  Peripherie  so  gut  als  gefunden,  indem  dieselbe 
mit  leichter  Mühe  auf  so  viel  Figuren,  als  man  immer 
verlangt,  gefunden  werden  könnte.  Man  kann  auch  hierin 
auf  unendlich  vielerley  Weise  variiren  und  die  divisores 
nach  Belieben  verändern. 

Nach  der  arithmetica  dyadica  wird  V 2 folgendcrgestalt 
ausgedrückt  gefunden  V 2 — 1,4 142 1356236  , so  operire 
man  conthino  dupiando  hinter  der  Verticallinie  folgender- 
gestalt: 

I 41421356236 

0 828427124-72. 

1 65685424944 

1 31370849888 

0 62741699776 

1 25483399552 

0 50966799104 

1 01933598208 

0 03867196416 

0 07734392832 

0 15468785664 

Die  vor  der  Verticallinie  hcrausgekommenen  Zahlen  0 et 
1 geben  die  gesuchte  fractionem  dyadicam,  nehmlich 

>/2— 1,01101010000010011110011001100111111001, 

worin  sich  aber  keine  lex  wahrnehmen  lässt. 

Die  von  Ew.  überschriebene  series  ist  allerdings  sehr 
merkwürdig.  Dieselbe  kann  folgendergestalt  generaler  aus- 
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gedrückt  werden:  Es  sey  die  tangens  dieses  Winkels  — 9t)°— 
so  wird 

| ^ 2 i ^ ^ 4 i 1 1 g 

Int  1.3.3»*’  3 ~t~1.3....5  n*'Tn  ' i.3.  . T#»»'  's  " 

l 1 3 » l 

+ r2.T9T»-7571  +etc- 

Setzt  man  nun  n~  2.  so  kommt  Ew.  series  heraus. 

Euler. 


(Memoire  anneie  ä cette  letlre.) 

SoliUio  problematis  in  Actis  Lipsiensibus 
A.  174-5  propositi. 

Circa  datum  focum  C (Fig.  17)  describere  curvam  .4 F,  B F, 
ut  omnes  radii  ex  C emissi  post  binas  reflexiones  in  M et  N 
factas,  in  ipsurn  punctum  C revertantur. 

I.  Lemma  1.  Detcrminare  legem  reflexionis,  quam  radii 
ex  puncto  C (Fig.  18)  emissi  ad  curvam  quamcunquc  EMm 
patiuntur. 

Solutio.  Gonsidcretur  radius  inridens  quicunque.  CM , et 
ducatur  ad  rurvae  punctum  M tangens  MT,  in  quam  ex  C 
perpendiculum  demittatur  CT,  cui  parallcla  MR  erit  nor- 
malis  ad  curvam.  Sumto  igitur  angulo  RMO  — CMR,  erit 
recta  M 0 radius  rcflexus.  Ponatur  C M — z et  angulus 
CMT  — tp,  erit  (posito  sinu  toto  :=  1)  CT  ~z  sin  cp  et 
MT— z co»  (p.  Ac  demisso  ex  Tin  CM  perpendieulo  TS, 
ob  ang  .CTS  — CMT  — tp  erit  C5rrz  sin  * q>  et  TS — 
z sin  (p  cos  tp.  Jam  ducatur  radius  proxitnus  Cm  — z -j-  dz, 


Digitized  by  Google 


«:i<|ue  convenicn*  rcflcxus  mOo  prierem  radium  rellexiiiu 
MO  sceans  in  O,  erit  0 punctum  in  caustica.  Gcntro  C de- 
scribatur  arculus  MN,  et  cum  in  triangulo  MNm  ad  N 
mtangulo  sit  mNzzdz,  ct  angulus  MmN—tp,  erit  mN  — 

dz— Mmcosw,  ideoque  ct  M N > undc  fit 

angulus  AI  Cm  — s,'-~  • In  puncto  m ducatur  pariter  lan- 

*’  ICOSf  1 * 

gcns  mt  ad  eamque  normalis  mR,  crit  angulus  Cml—(p 
at  cst  C m T — C M T — MC  m — w — - " arl p>  undc  fit 

’ zcos<p 

T ni  t — M Rm  — dw  -f-  >l~  • Porro  cst  RMOz=.CMR  — 

’ ' z cosp 

90"  — (p  et  RmO  — 90°  — cp  — dtp.  Quare  ob  Mvm  — 
RMO-\-MRm  — RMO-\-MOm,  fict  M0m~ 

RMO-\-MRm—RmO—$0° -cp-\-dcp-\-t^~^—dQ0-\~(p-\-d(p, 

• rf-sin  scosp 

scii  MOmz=z2d(p-\ — ' — Gcntro  0 describatur  arculus 

T ' z coftf 

mn,  et  cum  sint  triangula  MN  in  ct  mnM  ob  angulus  ad 
N ct  n rertns,  ct  mM  n — MmN  aequalia  et  similia , erit 

Mn  — mN  — dz  et  mn  ~ MN—  -x-**n-*  • Undc  habebitur 

COS  <p 

quoque  ang.  MOm  — 2 dtp  -f-  cx  quo  erit 


mO  — , 


mn.z  cos <p 


zdz  siu <t 


' 2 z dtp  ros  tp  -f-  dz  sin  <p  2 z dtp  costp  -|-  dz  sin  tp 

Sic(iuc  ob  mOzzzMO  liabcmus  radium  reflcxum 
MO—  — Q.  E.  I. 

2 zd<p  cos?  -f-  dz  stn? 

II  Coroll.  i.  Gum  sit  angulus 

, , ,,  _ , dss ine  2Wc c»if  4-rfs  si»f 

nlOm—  2dq>  A — 

7 SCOS  (f  5 COS  <P 

• u sin»’ cos«1 4- rfssiii*®  . , r 

ent  MOm  — — * : — r.  At  Itimis  frarttonis  nu- 

; smy  eosyj  J 
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merator  est  differentiale  ipsius  z sin 1 q>  — CS,  tinde  ob 

2 sin  (f  cos  tp  ~ TS,  erit  angulus  MOm  — ,l'cs . 

TS 

III.  Coroll.  2.  Quodsi  ergo  vocemus  CSzzr  et  TS~s, 
erit  nngulus  MOm  — --  Tum  vero  erit  CT—  V[rr  -f  ss), 

MT  — — V{rr  -j-  ss)  et  CM  ~ z — ■r'^ss,  undc  dzzzdr 


"lsds  ssdr 


• Hinc  ob  sin  w — , — •.  et  ros  n>  — — ~ — , 

' Y(ir+ss)  . ^ V (rr-f-ij/ 

crit  -*^  = t ■ + «v* 


. . lsds  ss  lsds 

r+^T-7=  ,77 


rr  — ss 


IV. '  Coroll.  3.  Ponatur  radius  reflexus  M 0 — w , erit  •• 

proximus  rrto  is  »v  -j-  dw,  et  partieula-  Oo  erit  'elementum 
icurv^e  eaustieae.  Est  Vero  Oo  — mo-  nO  zzztno  — I\IO  *f 
M n — mo  — MO  - tnN  zz.  dtp  -f-  dz,  ideoquc  longitudo 
curvae  eaustieae  erit  = u-  -f-  fe  =t  C — G\W  -f-  MO  ± C,'  Uti 
coiistat.  • . . . 

V.  Coroll.  k,.  Retentis  autein  denominatoribus  CS  — r et 

TS  — s,  qüaruin  relatione  :natura  eurvae  EM  definitur,  erit 
sin  MCT  \ . et  cos  MCT  — -y — - Ouoniam  vero.- 

est  CMO  —.2  CM/1+. 2 MCT,  crif  mn'CMO  — ' - et  ' 


co»  CMO  — 


rV  —ss 
rr  -fr  ss 


• rr'-f-  ss 

Unde.  -enm 'in  trianguld  CMO  dentur 


V. 


latera  CM  et  MO  rum  angulo  intmepto  CMO;  tertium/latu*  ■ V.  • 
CO  cjiistfüc  positio  detcnniiiabihir.  ' ‘ *'  . . 

VI.  Lemma  2 Invenire  relationem  interbina'  eurvae  quac-.  f '■  *•' 
sitae  ptiilcta  M et  m.  • Jßig.  19)  ad  quae  radius  ex'C‘Teflexus  . • ; ♦ 

eodem  revertitur.  ' . 

• Corr  pial/i  et  phyj  T I • • * ' .*  ^ • gg  . • # I 
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Solutio.  Emittatur  ex  C radius  CM,  qui  post  primain  re- 
flexionem  in  in,  hincqne  sceunda  reflexione  iterum  in  C 
reflectatur.  Manifestum  esl  ojusmodi  proprietatem  rcciprocam 
inter  puncta  M et  ni  intercedore,  nt  radins  quoque  secun- 
dum  dirertionem  Cm  emissus  post  hinas  rcflexioncs  in  m et 
AI  factas  in  C rcvertatnr.  Ducantur  ergo  ad  M et  m tangen- 
tes  MT  et  mt,  in  qnas  ex  C demittantur  perpcndicula  CT 
et  Ci,  atque  ex  T et  t porro  perpendiculares  TS  et  ts  in 
radios  CM  et  Cm.  Jam  ponatur  ut  ante  CS~r,  TS—S, 
atque  Cs—R  et  ls  — — S,  quia  hace  iinea  in  partem  op- 
" positam  eadit.  Sitque  0 punctum  in  caustica.  Erit  ex  ante 
inventis  • . 


t’T—  V (r  r -f-  s $),  M T — f — V (R R SS),  ml  — 


. ■ y V (r  r -+■  ss)  et  C M ~ ' ' 

• \ sinCMO—  > cos  C M 0— 
. + 


. • rf'rj-j.« 

Isds  ..  rr  — ss 

M ()  — — j—  H 

. .Ar  . r . 


V(RR  + SS) 

■'  . r HR  + SS 

et  Cm—  -J—  ■ 

:•  ..  r n ins 

»m  CmO  = 5nrfTä, 

r n 

cos  C m 0—  YiC+ss 
. ISdS  . RR -SS 

m0~~dR  +— * — 


Ex  C Ln  iWm  demittatur.  porpendiculum  CI'  eritque  ’ 


CV=2s,MV=^-^-- 

ov—mv^-mo—  — ~ 

# * • dr 

W(«/r»  + <*»*). 

; i/r 

! ’ tang  COM—  ä-f 


CT  — — 24’,  mV—  — 
OV—  m()—mT  — ~ 

• • rf/i 

Cd—  ■ ,/*  . > 

taug  C Om  = — jv 


Ex  quibus.coiligitur  forc  C V — 2s  — — 2S,  ideoquc  iS~  — 5, 
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gru  ts—  TS  Deinde  OV ~ — erco,  obS~  — s 

ar  d ti  0 

i‘t  dS  — — ds,  fit  — Jr~—  Jo  altPu'  dR  4 rfr~0,  unde 

integrando  oritur  R +■  r—2a-,  ita  nt  *i  ponatur  r — <i  4 v. 
fiat  R~a  — e.  Cum  igitur  ex  puncto  M reperiatur  punc 
turn  ipgi  ex  reflexionc  regpondeng  m . si  valor  ijwius  TSzzs 
statuatur  negativu»,  hoeque  facto  valor  lincae  CS  — r~a-\-v 
abcat  in  Cs  — R — a — v,  manifestum  est  quantitatem  v 
cjugmodi  forc  functionem  ipsiug  s,  quae  facto  s negativo  ipga 
in  sui  negativarn  abcat , cujugmodi  functioneg  equidem  im- 
pares  appellare  solco,  quia  potcgtateg  imparium  exponcntium 
ipgiug  s liao  proprictate  gaudcnt.  Si  igitur  gumatur  v bujug- 
modi  functio  impar  ipgiug  s quaeruuquc,  stahiaturque  TS—s 
et  CS~a  f v,  habebitur  curva  eondilioni  problematig  sa 
tigfacieng.  Q.  E.  I. 


VII.  Coroll.  1.  Omneg  igitur  rurvae  problemati  satisfacien- 
teg  ita  erunt  comparatae,  .ut  gumta  pro  v functione  quarun- 
que  impari  ipgiug  s,  sit  T S zz  s , CS—a-\~v,  CT  zz 

*(«+(«  + .»•),  CU=a  + t>  + ^ 

VIII.  Coroll.  2.  Positio  autem  radii  reflexi  Mm  ita  definie- 

tnr  ut  git  gin  CMO~  — ,'n*  ^ ^ ^ ’ 

MOzz^*~  4*  n + v "bi  O egt  punctum  in  cau- 

dv  ’ 1 * 

glira,  unde  longitudo  rurvae  causticae  erit  ~ CM+MO±C 

-2(a4e)4  ~±C. 

IX.  Coroll.  3.  Si  porro  ex  C in  radium  reflexum  Mm 
demittatur  perpendiculum  CT,  erit  CTzz2s,  M k zz  a 4-  v 

_ _IL,  OV~~^,  CO-  VWv'+Js2l  ot  tang  COM- 

U-\-V  llv  "v  " 1 
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X.  Coroll.  V.  Pro  altero  autcin  reflcxionis  puncto  m 
erit  Is  — — s,  Cs  — a — v , Ct~  Vfss  4“  ia  — e'1),  ml  — 


— i — c)1) 


et  C m — a -»*  v 4- 


atquc 


,, — 2.t  rfj 

m ()  — — — 

dv 


linde  fit  radius  reflexu*  totus  Mm— 2a — 


2a  ss 


XI.  Rroblema.  Dato  puncto  C invenire  omnes  curvas 
AMD  ita  comparatas,  ut  radii  ex  C emissi  post  .duplicem 
reflexionem  in  idem  punctum  C reflectantur.  * 

Soluliu.  Consideretur  radius  quicunque  CM  (Fip.  20)  duc- 
taque  tanpente  MT  et  ut  ante  rectis  CT  et  TS,  vocetur 
TS  — s et  C S — u -(-  v , habebiturque  curva  satisfaciens 
dummodo  pro  «>  capiatur  functio  impar  ipsius  s.  In  radio 
erpo  reflexo  M(M),  qui  causticam  in  0 tanpat.  erit 


sm  ( MO  — — , -7j  — > 

• la  -J-  e)1 


CM  — n -f-  v -4- 


cos  CMO  — 


ss  . # 2 sds 

. MO  — - 


7/t* 


a -f-  V ~r-, 

1 <1  -J-  t» 


CO  - atqne  tang  C0M  _ 

His  praemissis  sumatur  recta  quaecunque  per  C ducta , A R, 

pro  axe,  quae  radium  reflexum  M (M)  in  R secet,  sitque 

anpul us  CRM  — to.  Cum  ipitur  pro  altero  reflexionis  puncto 

(M)  iste  anpulus  fiat  CR(M)  — a — 180",  tarn  sinus  quam 

cosinns  anpuli  a fieri  debet  negativus , *i  punctum  M in  (M) 

transferatur , hoc  cst  si  s fiat  nepativnm  Ponatur  ipitur 

u . . V(cc—uu)  j —du  , , 

cos  (o  — — > ent  sin  a — et  da  — -r debe- 

c c V(cc  — uu) 

bitque  u esse  functio  impar  ipsius  s,  ut  posito  s nepativo, 

abeat  in  — u : hocque  easu  quoque  V(cc — uu)  ob  sipnum 
radicale  ambipuum  induet  valorem  negativum.  Ducatur  ra- 
dius reflexus  proximus  mOr,  erit  Crm  — a-\-  da,  ideoque 
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dco—MOm.  At  supra  ($111)  invenimua  angulum  MOm  — 
— — — ob  r—  a-\-v,  undc  fiet  doj—'——  ~r-, — — — erit  ergo 

s — — ~ UU) • Quia  igitur  pro  altero  puncto  reflexionis 

(M),  v abit  in  — v,  u in  — u,  et  j/(cc  — uu)  in  — V(cc — uu), 
uti  u erat  functio  impar  ipsius  s,  ita  nunc ' vicissim  tarn  s 
quam  v erunt  functiones  im  pan*  ipsius  u.  Jam  in  triangulo 

CRM , ob  omncs  angulos  cum  latere  CM  r ~a  + •>  + = 

a -f"  v + T'l”  -7  UU^  datos,  erit  sin  C RM:CM— sin  CMO:CR 

1 1 du 1 (b|i>)  # 

r ß CM  sin C MO  __  C V 2c.«  — 2 cdv  , 

*****  suPc  R M sin  CHM  V(cc  — uu)  du  * ° 

_ — dvY  (cc  — uu)  c.  , f,  D —2 cdv 

s — — aicque  erit  CH  — — > quac  pro 

puncto  (M)  eundem  retinet  valorem  uti  requiritur.  Deindc 

erit  RV~ — -j — » hineque  MR~a-\-v — — — 

du  1 . ■ ' 3-f-e  du 

a -f-  v — — d~TT7~n ~T"  Demittatur  nunc  ad  axem.  A C B 

' du  du*(a-\-v) 

applicata  MP,  erit  M P — MR  sin  w — 

(.  2 udv  dv1  (cc  — uu)\  / (cc  — uu) 

“ + 1' — dir  - 

ubi  ex  signo  radicali  V \cc  — uu)  patet  axem  ACB  sinuil 
fore  curvae  diametrum  orthogonalem.  Tum  vero-  erit 


et 


RP  ~MR  cos  co  — 


u ( a 4-  v) 
c 


2uud  v udv*(cc — uu) 

cdu  cdu * ( a -f-t») 


CP  — 


udv2  (cc  — uu) 
cdu 1 (a  -f-  i>) 


2dv\cc — uu)  u(a-f-v) 

• cdu  . c 


Positis  ergo  coordinatis  orthogonal ibus  CP—x,  P M — y . 
si  pro  e capiatur  functio  quaecunque  inipar  ipsius  u,  omncs 
curvae  problemati  satisfacientes  in  scquentibus  formulis  con- 
tinebuntur : 
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_ -idul-v)  2dv(cc  — mm)  . udv*(cc — uu) 

^ C cdu  c</u2(a-j-w)  ’ 

_ / 2udv  dv*(cc—  uu)\^(cc  — uu) 

Ende  fit  CM~a  -f  f -f  ■*■[' • Si  ergo  pro  o eapiatur 

functio  algebraica  ipsius  u,  curva  quoque  erit  algebraica. 
Sicque  tot,  quot  libuerit,  curva»  algebraica»  exbibcre  licet. 
Q.  E.  I. 

XII.  Coroll.  1.  Ad  statum  tigurae  expedit  quantitatein  v 
»unii  ucgativain*  quo  facto  erit  per  forniula»  hactenii»  in 
ventas:  * 

— u(u  — c)  . 1dv(cc  — ««)  . udvt{cc — uu) 

* £ cdu  cdu*(a — v ) 

— u(a  —v)  f | dv(cc  — kii^-c/(cc  — uu))\ 

£ \ udu(a  — v)  / 


( 


dv(cc  — uu  — cV(cc  — uu))' 


^ udu(a  — v ) 

ludv  dvx  (cc  — uu  \ > (<  £ — uu) 


) 


l‘M  — v — (a  — r , v 

J \ du  </u*(a  — v ) / £ 

- v __  <,  _j_  !'(«-““) 

CM— z~a  — o 


du 

dvt{cc  — uu) 


(tu 


v\  i (c  c — uii 
) £ («  — v) 


du*(a  — v ) 

factisque  u et  v itemque  Y[cc  — uu)  negativi»,  hae  formulae 
pracbcbunt  alterum  reflexionis  punctum  (M). 

XIII.  Coroll.  2.  Reliquae  autem  lineae  et  anguli  in  figura 

. rpn  dvV(ce—uü)  r,  „ 

expressi  erunt  / i ~ i ~ z,  < S — r — n — i>, 


CT—  V(rr  4-  «)  et  MT~~  V(rr  + .«),  CR  — -f~, 
M R — a — v>  4-  et  co»  VRM-±, 

du  du*  {a  — v»)  c 

im  CRM-  ^cc~^ . p„rro  C 4- 

c rfn  </ei  . 
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XIV.  Coroll.  3.  Caustica  autem , in  qiia  punctum  0 existit. 


ita  definietur : Cum  git  MO~a  — v — 

a — v 

, ludv  ss 

a — v H ■■ 9 ent 

du  a — v 


et  W/i 


Isds  ludv 7tlsV(cc  — uu)-\-Vutlv 

H0—~d7~*~~du~— Tu 


ob 

du 


..  s~.  ,,  1ds(cc — un)4. 1udvV(ec  — uu) 

hincque  ÜQ  — - c,T • 


et  RQ  — 


1ndsY(cc  — uu)-\-hi  udv 


ideoque 


ri  n t(cc  — uu)dv  — ItidsY (cc  — uu)- 

' cdu 


Tum  vero  lomntudo  curvae  caustirae 


— 2 (a  — v)  — 


"ldsY(cc  — uii) 


± c. 


XV.  Coroll.  Totos  vero  radius  rdlexus  ent. 

2 t» üuare  ob  s~ ^ ->  ent  . . • . v 

aa  — vv  x . • du  ' . ..  _ 

' ' . * .i.ii,  . 1 adv*  (cc  uu) 

> • M(M)—2a — . * 

* du*{aa  — vv)  . * 

Proprietates  ergo  harum  curvarum  juiit  gequelltes.  ' 

XVI.  Cuin  recta  ICR  simul  sit- e.urvac  diainetcr,  itar  ul 
pars  AMR  aequalis  git  et  simiiis  parti'  4(M)B ; bini  v'vrfi- 
ceg  A et  R reperienlur,  faciendo  y — 0 , quod  fit  ai  vgl 
u~c  vel  /i Quibug  easibus,  ob  angulum  CRM  vel 
= 0 vel  ~ 180°.  axis  1 R ad  curvain  erit  normal  is  Hiat 
ergo  primo  m“c  sitquc  v~ze,  erit  x ~ — hp,  ideoque'' 

A C ~ a — e.  Ueindo  git  u ~ — t;,.e.rit  e — — e,  atque  -fr'1 — . 

n -\-e  , ita  ut  pro  altern  verliee  R git  RC  —ü  4-  e unde  tu.-*  / 
tus  axi»  Irausversug*  ei'il  AR  ^r2«  • * t , 

XV  II..  I'ieri  interduin  polest,  ul  applirata  y-  alii£  quorjue 

* * ■ . . . ‘ ...  * . • . - ludv  dv'OSc  — hu) 

( asinus  evaneseat , seilicet  si  a — ’o  • 4-  - — — % - — () 

* * . du  9du*  (Or—sr)  . 

\ V • , " . • '*  • 


; f , 


I 
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« . •.  udu  ,cdv  >1  . .du  a—v 

• qirod  cvenit  si  a — v zz  — — zr  — — Hoc  est  si  — — - 

■ du  au  au  ~*~c  -» u 

Ho«:  autem  casu  erit  x — • 

— u (a  — v)  ^ 0(+c-f-u)(a  — c)  n(~*~ c-4- u)(a— e) lc(a — w) Icdu 

c -c  . ' c(;+c — u)  ~>~c  — u <Cu 

Quodsi  ergo  hujusmodi  casu»  loeum  hübet,  erit  simul  CI'  — CR, 
(jood  quidem  facile  patet. 

XVIII.  Quantitas  applicatac  CE  in  ipso  foco  C innotescet 
poncndo  x-~  0.  Fit  autem  x ~ 0 si 

• dv(cc  — uu-*-cV'{cc — UH)) 

a — v~  — - 7-—z 

udu 

. Hoc  autem  valore  substituto  tiet  CE  — y — 

J udu 

• | •.  dv(V{cc  — uu)±c)Y(cc  — u u)  . . 


. 1 »•.  . • uriritt  — w i+  j * i>i  » ic  v —• 

qui  valor  prodit,  si  a — v~ -==■ — 

dvV(cc — uh) " a — v — ( a — v)(y(cc  — uujlfc) 


Erit  ergo 


quoque  C E -z'icSa~v^c~u^c} . 


V XIX.  Si  quaeretur  locus,  ubi  axis  rCflexus  M (M)  ad  axem 
' AB  fit  normalis,  is  reperietur  ponendo  angulum  CRM  rec- 
tum , Seu.  u z—  0.  Hoc  • autem  facto  erit  x zz  et  y z~ 

. ..  ■ du  J . 

a — v — düy{ä^v)'  Q11'3  vcro  v c»t  functio  impar  ipsius  u, 
posito  «rzrO*i  erit  v vcl  — 0,.  vel~oo.  «•  . 

‘.XX.  Dfenique  ex  formulis  invcntis  maxima  curvae  appli- 
cata  PM  facile  definiri  poterit.  Cum  enim  tangcns  in  M tum 
sit  axi  4 ß parallela,  triangülum  CMR  erit  isosccles,  ideoj. 
qtie  CM— MR,  hinc  autem  nascitur  haec  aequatiö : 

*.  • . dvx(ccZ-uu)  , “ludu  du*(ct — uo) 

* ;•  •a~tA+  ■■du^a-u)\-a-V^^-  du'ta-^  ■ 


d u*  (u — *>) 


> udu  du*  (ca — nu).  ,,  •.  . ' | du  .i 

•.  ’seu  haec  -p-  zz:  — r -Vy — • Hoc  ergo  eyenit  si  vel-j-:z:0, 

■ du  , du*  (a  — v)  D . du 


•*  , du  ■ ida—v) 

vel  — , — ; • 

/ du  CC-—UU 


. du  . 

Priori  casu.  quö  - —0  erit  x 


' — u (n  — P ^ 


td— t>)V(c<?  — uh)  i»  . - • • rff  . u(a^v)  ' 

et  v“1 — — — Posteriori  casn  quort;;  : — » erit 

J C . • . 1 •,  4U  • # • * 
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cu(a  — 1>) 

x~ — i - et 

cc  — uu 


cdv 


V(c 
V(cc 
Uli  u 


a--v\  atquc  CM  = MR  ~ 

(-UUJ  • CC  — IIM 


»eu  *-7u,  et  CMzzMR  — 


cc  dv 

■«  t 

udu 


XXI.  Exempl.  1.  Sit  vzzu:  haec  enim  positio  ob  rationem 
a:  c indeterminatam  aequc  late  patet  ae  v—nu\  eritquc 
CR  — — 2c.  Punctum  ergo  R,  in  quo  radius  rcflexus 

M (M)  axem  trajicit,  est  fixum,  ct  caustica  in  punctum  abit 
linde  manifestum  est  curvam  fore  scctionem  conicam  circa 
focos  C et  R descriptam , cujus  axis  transversus  sit  A II  ~ 2a 
et  distantia  foconum  CR=^2c.  Lineae  autem  in  figura  ex- 
pressae  ita  se  habebunt:  TS  — s — Y(cc  — uu),  CS—a—u, 
CT  -zzY  (aa  cc  — 2au) , M T~  Acc^^ee-^ 

CM  = a-  u +c^t-aa-cc-‘lau,  MR  — a-\-u — ILtlü* 
~ > ideoque  CM-\~  MR  ~ 2a  — A B.  .Porro  est  CT— 

2V(cc — uu),  RV —2u  atque  ob  sin  CRM  — y'<'cc~u,,'>  ef 
coiCRM—-,  er\t  RM-iaa-c-c)/(cTuu),  PR-^a-~cc\u. 

et  CP  ~ <lacc  Vertices  sunt  in  A et  B ut  sit 

AC  — a^-c  et  BCzzä  ~\-c,  an,  vero  alibi  quoquc  applicata 
j evanescat,  indicat  acquatio  a — — «,  unde  nisi  sit 

,a't;  ±c,  quo  casu  fieret  CR  — AB,  hoc’ evepire  nequif. 


Si  CP—  0,  fit  u : 


lacc 
aa- f.e< 


> ideoque  CE  — Y(cc-uu) 

— — * In  puncto  R fit  radius  reflexus  Jtf(M)  axi  nor- 
' '*  ‘ •'  . ' » 
malis-  Applicata  -deqique  maxima  habebitur  si  vel  — — 1 — 0, 

• ‘ <t.  ' • 

qiiud  fieri  nequit,  vel  si  t-’rz: 
fit  x^v',  y fr  Y [oft  — - c c)  et  Cflt  — MR-=a. 


du  ' 

au  — uu  . . . cc  . 

— — f hoc  est  si  > unde 

cc  — uu  a 


1 \ ■ 
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XXII.  Exempl.  2.  Ponatur^~“>  erit^—  Si  igitur 

1 c c du  c c ü 

CRM  — - et  sin  CRM  — Accr u,!\  erit  CR-—- 


Porro  crit  TS  — s — 3—  P(cc  — ««),  C«S  — a—~—  et 

c c ' ' cc 

_ «*  , 9n4(cc — uu)  aac*  — luccu*  4-  9ccu®  — 8u® 

CM  — a ^ — 7 — i 

cc  ac  — ecu  cc(acc  — u*j 

atque 

u 5u*  9u*(cc — uu)  aac*  -f-  baccu*  — 9ccu4-f-4u* 

i'l  /i  — ü j j-  — , 

cc  ac  — ccu*  cc(acc  — u ; 

„n  > „n  0aac44-2rtccu*  — Vu®  2acc-Mn®  , . 

ideuque  CM  + MR  — er zz — Axis 

1 cc(acc  — u ) cc 

hujus  curvae  ut  semper  est  AB  — 2 a:  ad  vcrtices  autem  in- 
venicndos  ponatur  u zz  c,  erit  ezzezzc,  ideoque  AC  — 
a — c et  BC  — a- (- c.  Utrum  autem  alibi  quoque  applicata 

y evanescat,  patebit  si  sit'^zzz-^r — seu±3c«K — 2a* 

J 1 CC  ccttc  — u) 

zz  acc.  Quoties  ergo  haec  aequatio  radiees  habet  reales  ejus 
modi  ut  sit  u < ± c,  abscissae  .g— -tüü  applicata  respon 
debit  evanescens.  Applicata  in  focp  C est  CE—9“  V{cc  — uu) 
existente  acc  cc  “ — ^cc  — u u ± c.V  (cc  — ««))  -.aeu 

acc  — 3cea-l-2a*:z:  ± 3ci*]/(cc — uu)  vel  hu6 — 3cc«4 
kaccu *■ — 6 ac'«-(-  uac'zzO.  Radius  vera  reflexus  M (M' 
axem  normaliter  secabit  si  sit  «zzO,  qno  casü  fit  xzzOet 

y — a.  Deinde  cum  applicata  maxima  sit  ubi  ^zO,  hoc 
est  ubi  azzO:.erit  hoc  casu  x~0  et  y—u.'  Deinde  veno 

, . 3 uu  . ufacc  — u1)  „ 

quoque  est  maxima  si  — n > lioc  est  si  jc’Ptt«. 

1 1 CC  QC{CC — UU)  . * 

2a4zzucca,  unde  (it  vel  nrzO,  vel  2«*  — 3cc«  «cc  * 
— 0.  Caustica  autem  bujus  curvae  ita  definiftur:  (mm  sit  \ 


— 77  y'icc  — u u) , erit  ^ zz  *“  V(c  c « u). 


3ii3 


ecVific  — uu) 
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6ccu  — 9u*  ..  ,, llccu  — I8u*  6u*  17u(cc—uu) 

: — ; erit  RU~ +.  - zr > 

CCr  (CC  — Uli)  CC  CC  CC 


OQ  - Rq  - I|nHc 

CQ—  ~6<.c-““+nu.<.  Sit  CQ—p,  QO  — q,  erit 

Ghh('Jiiu  — cc)  . 1 7u(cc  — u«)*1* 

P-— — Ct(l~ ? * 

Sit  angulus  C R M ~ co,  erit  — zz  cos  «,  —— — ——  ros  2w, 

° c CC 

L - zz  sin  a,  ideoque  p — 6 c cos*«  . cos  2 « et 
q — 12  c cos  « sin  * « — G c sin  * « sin  2 «, 
unde  — zz  taue*  « taug  2«  — - " • Vel  cum  sit 

» D D I — lang*« 


7 1-4-  ro.s  **  o 

CO*  61  — — — 


• lang J 

« 1 — cos  2 u 

et  sin  *(0~  , 


erit  p~  3c  (1  -(-cos  2«)  cos  2«  et  ^~3c(l  — cos  2«)  sin  2 ». 
Erit  ergo  cos1  2«  -|-  cos  2«zz:  ideoque 

cos  2»  = — ^ ± !/({  + £)  et 
cos*2«-i-h£^|/(I-i-fc) 


unde 


Ergo  pfodibit 

811  ^(T  + Je)  = * Cril  £ = - [ + “ 

?-3c(t  ~0  +*—“)’ 


unde 


1? 
y cc 


- Ü2  _ 1 * < -l-  v/»_ /«  — 1_ £ü_l  k/'i  i ü>i 

— 16  * 1 — J 3c  »cc  + ' 3c/ 
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quae  aequatio  ad  rationalitatem  perducta  fit: 

p 1 -j-  2 ppqq  -f  q'  + 30 cpqq  — 18cp*  — dccqq 
+ 108cc  pp  — 2i6c*prr:0. 

Kst  ergo  haec  caustica  linea  quarti  ordinis,  quae  ex  ae- 
quatione 

(9c  ^ /(9cc-f-  ilep))  V($c  — lp+V (9cc-^-l?c|/)) 

7_  ä7£7 

non  difficulter  construetur. 

Gurva  haec  est  tricuspidata  triangulo  aequilatero  inscripta 
uti  haec  figura  adjeeta  (Fig.  21)  repraesentat,  et  curva  pro- 
blcmati  satisfacicns  oritur,  si  filum  huie  eurvac  complicetur, 
alterque  terminus  in  C figatur,  sieque  per  evolutionein  fili 
describetur. 
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LETTRE  LXXXVIII. 

Goldbacii  ä Euler. 

So*  maire  Probleme  de  la  cotirbe  catoptriquc.  Sur  les  nombres  it  et  V 2 Som- 
rna(uiT)  tl’une  s^ric. 

/ * * 

St.  Petertbnrn  d.  3B.  Dtetmhtr  <745. 

Ew.  sage  ich  für  die  mir  übersandte  ausführliche  Solution 
des  problcmatis  in  Act.  Lips.  propositi  schuldigsten  Dank.  Ehe 
selbige  noch  ankam , hatte  ich  schon  vor  mich  observiret,  dass 

(Pig.  17)  C M + NR  = 2 («  + v)  — ~~  und  CN-\-  NR  = 
2 (a — (woraus  denn  folget,  dass  die  drey  latera  trian- 
guli  CM  -{-MN  -j-  NC  — Va)  und  dass  MR  — -™-^  folg- 
lich MR  nur  in  dem  einigen  casu  ~PM,  wenn  u~  0; 
obzwar  generaliter  wahr  ist,  dass  MR  normalis  ad  axem 

wird , wenn  nur  y zz  >aa^~xx  (abstrahendo  a valore  ipsius  sc). 
Ich  habe  auch  nicht  gefunden,  dass  Ew.  den  casum  detor- 
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minirct,  wenn  das  spatium  interceptum  CR  ein  maximum 
wird.  Die  Solution  seihst  soll,  sobald  es  Ew.  verlangen, 
zurückgesandt  werden. 

Was  ich  von  dem  numero  31 VI 5.  so  durch  0 und  1 
zu  exprimiren  wäre,  geschrieben,  ist  allerdings  unrichtig, 
und  müsste  nur  von  der  arithrnctiea  dyadica  verstanden 
werden,  welches  aber  auch  allem  Ansehen  nach  eine  ver- 
gebliche Mühe  seyn  würde. 

Aus  der  Zahl,  so  V 2 in  arithmetica  dyadica  vorstellet, 
erhellet  zwar  noch  keine  Ordnung,  es  ist  aber  doch  zu  con- 
sideriren,  dass  ein  numerus  ex  lege  non  circulante  eonstans 
per  additionem  alterius  numeri  circulantis  so  verstellet  wer- 
den kann,  dass  man  nicht  leicht  eine  legem  darin  entdecken 
wird. 

Den  modum,  durch  divisores  continue  auctos  einen  quo- 
tum  non  circulantem  herauszuhringen , haben  mir  Ew.  schon 
längst  communiciret;  wenn  aber  der  Endzweck  nur  blos 
seyn  soll,  numeros  certa  lege  non  cireulantcs  zu  finden,  so 
halte  ich  diese  Methode  für  etwas  weitläufig. 

Lim  zu  sagen,  dass  Jemand  die  quadraturam  cireuli  in 
numeris  gefunden  habe,  müsste  man,  meines  Erachtens, 
zuvorderst  den  gradum  facilitatis,  qua  illc  numerus  ab  in- 
ventore  exprimendus  sit,  determiniren : denn  ohne  derglei- 
chen Determination,  dürfte  man  nur  die  seriom  Leibnilii, 
oder  eine  andere  actu  addiren,  und  ich  glaube,  dass  man 
in  dieser  Supposition  nach  der  Billigkeit  die  inventionern 
quadraturac  cireuli  Demjenigen  nicht  absprechen  könnte, 
welcher  den  numerum  314-15.  . eben  so  leicht  als  man  V2 
durch  eini?  würkliche  extractionem  radicis  quadratae  findet, 
hervorzubringen  vermögend  wäre 
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Die  in  meinem  vorigen  Schreiben  enthaltene  series  schei- 
net Ew.  schon  vorher  bekannt  gewesen  zu  seyn. 

Wenn  x den  exponentem  terminoriim  andeutet,  so  ist, 
posito  termino  generali  xp—x  die  summa  generalis 

wiewohl  hierin  ausser  dem  arrangement  der  formulae  siim- 
matricis  nichts  neues  ist. 

Zu  dem  dortigen  etahlisscment  des  Hn.  de  Maupertuis, 
welches  ich  aus  den  Zeitungen  mit  besonderer  Freude  ver- 
nommen, bitte  ich  demselben  meine  schuldigste  Gratulation 
abzustatten  und  wünsche  herzlich,  dass  die  Gonsideration, 
welche  der  König  für  dessen  Meriten  hat,  noch  viel  Gutes 
zum  Aufnehmcn  der  Wissenschaften  nach  sich  ziehen  möge. 

. . • Goldbach. 
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LETTRE  LXXXIX. 

Eijler  5 Goldbach. 

So  mii  m be-  Recherche*  ultlrieures  sur  k piobleme  Je  la  courbe  caloptrique. 


Berlin  d.  25.  Januar  1746,** 

— — Die  Solution  meines  problematis  catoptrici,  welches 
Ew.  zu  übersenden  die  Ehre,  gehabt,  ist  vorher  hier  co-. 
pirt  worden.  Ich  habe  aber  seit  der  Zeit  eine  weit  kür-  \ 
zere  Solution  gefunden,  wobei  .alle  in  der  vorigen  bc1,  • • 
bildlichen  Weitläufigkeiten  nicht  nöthig  sind,  ln  beygefügter  •'  * 
Figur  (Fig.  22),  da.C  das  punctum  radians  und  .E M B eine 
curva  rcflectens  quaecunque  ist,  welche,  die  radios  C\ i *- 

und  Cm  nach  MO  und  niO  refleetirt:  Wenn,  die  curva  EMB. 
gegeben  ist,  so  kann  für  ein  jegliches  punctum  M das  inter--. 
vallum  respondens  OR  in  axe  CB  nebst  d6nj  Winkel  C RM 
gefunden  werden.  Nun  kehre  ich  die  Frage,  um',  und  suche  • 
die  curvam  EMB  zu  bestimmen,  wenn  eine  aeqftatio  quae- . 
cunque  inter  spatium  CR  et  angulum  CRM  gegeben  wird 
Denn  wenn  dieses  problema  rcsolvirt  worden;  so  ist  es  her- 
nach sehr  leicht  das  Hauptproblcma  zu  solviren. 
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Es  sey  demnach  das  Spatium  CH~r,  der  Winkel 
CHM  — <p , «ein  sinus  —s  und  eosinus  — u,  posito  sinn 

toto  —c,  so  dass  ss-{-uu~cc  und  dtp  — ^ “ ang.  0 

Wenn  nun  0 der  eoncursus  duoruni  radiorum  reflexormn 
proximorum  ist,  so  ist  klar,  dass  die  particula  eurvae  Mm 
zu  einer  cllipsi  gehören  müsse,  deren  beide  foci  in  C und 
0 befindlich,  und  folglich  wird  seyn:  C M -j- MO— Cm  -j-mO. 
Man  verlängere  also  OM  und  Om  in  V und  v,  so  dass 
MV—  CM  und  mvzuCm,  so  wird  seyn  OV—Ov  und 
die  tangentes  in  M und  ru  werden  die  rectas  CV  und  Cv 
bifariam  perpendieulariter  schneiden.  Man  lasse  ferner  aus 
C perpendicula  CS  und  Cs  auf  OV  und  Ov,  so  wird  der 

angulus  S Cs  ~ O — d <p  — — • Es  ist  aber  in  dem  Dreyerk 


CSU,  sin.  tot.  (c)  : C R (r)  ” sin  CRS  (j) : CS  — — und 
HS  — Al*40  '»1  So  : CS  — d<p  : sin.  tot.  (c)  oder 

So  — '-OLL  — — Da  aber  sds-\-udu  — 0,  so  wird  So  — 
— — . Nun  setze  man  SVz^.t,  so  ist  sv  — t-\-dt  und 
vs  — VS  — dl:  Da  nun  vs  — Vo,  so  wird  dt  — So  — 


— r—  und  also  f—  n — Aus  der  zwischen  r und  u 

c Je 

gegebenen  Verhältnis  wird  also  die  Linie  VS  zzz  t bestimmt, 
zu  welcher  wenn  man  addirt  HSziz  — t so  bekommt  man 


die  Linie  HV  — n- f^—t  welches  n 

1 c j c Je 

viel  kurzer  hätte  gezeigt  werden  können,  da 

r . — BV  — dHV—Hq 

weil  Hr  — dr.  Hat  man  also  HV  — n-\-f——  gefunden,  so 


och 


Corr.  mal  ft  rt  /dij/i  T.  I. 


23 
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ziehe  man  CT,  schneide  dieselbe  in  zwey  gleiche  Theile  in 
T und  richte  darauf  die  Perpcndicularlinie  TM  auf,  welche 
iu  M nicht  nur  ein  punctum  in  eurva  quaesita,  sondern 
auch  die  positionem  tangentis  geben  wird.  Dahero  aus  einer 
jeden  gegebenen  Aequation  inter  CR  — r et  cozCRMzzu 
die  curva  quaesita  EMB  deterrninirt  und  leicht  construirt 
werden  kann,  indem  man  nur  immer  zu  nehmen  hat 

RV~a  + /“ fr. 

Hieraus  ist  nun  leicht  das  proponirte  problema  catop- 
tricum  zu  solviren,  denn  da  muss  aus  dem  angulo  CRM 
das  spatium  CR~r  dergestalt  bestimmt  werden,  dass  wenn 
man  den  Winkel  CRO  anstatt  des  Winkels  CRM  setzt,  für 
CR  einerley  Werth  herauskomme.  Da  nun  des  Winkels  CRO 
sinus  ist  zzz  — s und  der  cosinus  zz  — u,  so  muss  r eine 
solche  functio  seyn  von  s und  u,  welche  einerley  Werth 
behalte,  wenn  gleich  für  s und  u ihre  negativa  — s und  — « 
gesetzt  werden.  Folglich  muss  r eine  functio  parium  dimen- 

sionum  seyn  von  s und  u,  als  z.  Ex.  r~b- 1-  ai  . 

Hat  man  nun  r solchergestalt  angenommen,  so  kann  daraus 
die  curva  problemati  satisfaciens  folgendergestalt  bestimmt 
werden.  Man  setze  MR  — z,  so  wird 

CM=zV(rr  + zz  — ^p^-RF—  z = a-\-  f'^—z. 

Folglich  wird  rr  — — (a  -f-  /~r)*  — 2 (a  -j-  J~~~ ) 1 

und  also 

K“ +/*-?- ") 

Aus  z findet  man  ferner  P Mzzy  — — und  PRzz—t  da- 

•*  C f 
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hero  wird  CP~x~r — — und,  wie  schon  gefunden  ist, 

CM^a  + J'^-z. 

Will  man  nun  curvas  algebraicas  haben,  so  muss  für  r 
eine  solche  functio  von  s und  u , jedoch  nach  der  obi- 
gen Vorschrift  angenommen  werden,  dass  sich  die  formula 

f—  integriren  lasse. 

Um  aber  formulas  generales  für  alle  mögliche  curvas 

algebraicas  zu  finden,  so  setze  ich 

iudr « r frdu  __ur  ^ oder  / r^u 

' c T ' c c ’ Je 

Weil  nun  r eine  functio  pariutn  diinensionum  ipsarum  s et 
u seyn  muss,  so  wird  / ~-  eine  functio  imparium  di- 
inensionum. Man  nehme  also  für  v eine  solche  functionem 

udv 

du  ” Je  du  V' 

Hieraus  wird  ferner 

(.  udv\7  cedv7 

° — «•+—  ) ~ 

/.  in  _ z 


. , edv  , iudr 

quameunque  an,  so  wird  r ~ — und  j — — 


du7 


2 fo  — c) 

das  ist 

..  v a — v udv  (cc  — uu)dv7 a — v 

2 1 du  7(a  — v)du7  ’ l 

wegen  ss  — cc  — uu 

(a~v) 

1c 

ssdv 
c du 


udv 


PM  ~ y 
CP  — x — 


4 


1 udv 


1 du 
s*  dv 


ssdv 7 

2 («  — v)du7  ’ 


c du 

- . — u(a  — e) 

rAu 


2 ( a — v)c  du7 
ussdv 7 
2(a  — v)cdu7 


CM  = a-=l  + 


ssdv7 


udv 


2 ' 1 (a  — v)du7 

Hieraus  ist  CM-\-MR~a  — <>  4"  unf^  positis  u,  s 
negativis,  in  welchem  Fall  auch  v negativurn  wird,  so  be- 
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kommt  man  die  summam  radiorum  infra  axem  ~n  4- 1* j— » 

1 du 

dahero  klar  ist , dass  die  summa  omnium  radiorum,  d.  i. 
der  Weg,  welchen  ein  jeglicher  radius  ex  C egressus,  donec 
eodem  post  geminam  reflexionem  revertatur,  seyn  wird  — 
2a;  welche  Eigenschaft,  ungeacht  sie  unmittelbar  aus  der 
Betrachtung,  dass  CM  MO  — Cm  folget  , so  haben 

doch  Ew.  mir  dieselbe  zuerst  entdeckt.  Im  übrigen  kommen 
diese  Formuln  mit  meinen  vorhergehenden  völlig  überein, 
nur  dass  diese  zwcymal  kleiner  sind,  als  jene.  Wann  das 
spatium  CR  maximum  wird,  ist  aus  der  Formul  CR  — 
leicht  zu  sehen,  nchmlich  wenn  ddv  — 0.  Es  ist  aber  hiebey 
zu  merken,  dass  s und  u immer  kleiner  seyn  müssen  als  c, 
indem  sonst  dio  formulae  imaginariae  werden.  Es  sey  z.  Ex. 
v — u—>  so  wird  CR  » dessen  Werth  am  grössten  wird, 

wenn  u—dzc;  also  ist  in  diesem  Fall  der  grösste  valor 
CR—  3c,  und  der  kleinste  CR  — 0.  Man  bekommt  also  die 
- völlige  curvam,  wenn  man  successive  dem  u alle  mögliche 
valores  gibt  von  — t bi»  zum  -f- 1 . 

Es  ist  ganz  richtig,  dass  der  auf  die  quadraturam  circuli 
gesetzte  Preis  Demjenigen  mit  Recht  gebührte,  welcher  eine 
der  extractioni  radicis  quadratae  ähnliche  Operation  erfände, 
um  die  Zahl  3,l*tl59  etc.  nach  Belieben  immer  weiter  fort- 
zusetzen. ln  dieser  Absicht  bin  ich  auf  den  Gedanken  ge- 
kommen, ob  es- nicht  möglich,  divisores  certa  lege  progre- 
dientes zu  finden,  aus  welchen  nach  der  letztbeschriebenen 
Divisionsregel  eben  diese  Zahl  3,1  M 59  herausgebracht  würde; 
denn  diese  Art  schien  mir  eben  den  gradum  facilitatis,  wel- 
chen Ew.  verlangen , noch  vor  der  extractioni  radicis  zu 
haben,  Euler. 
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LETTRE  XCI. 

Euler  ä Goldbach. 

So x MAIRE-  Projets  d’mscriptions  pour  des  medailles  en  I’honneur  du  Rot. 


Berlin  d.  6 Febr.  1746. 

Ew.  bitte  nicht  ungütig  zu  deuten,  dass  ich  die  Frey  heit 
nehme  Denselben  nachfolgende  problemata  betreffend  einige  - 
medailles,  welche  I.  K.  M.  prägen  zu  lassen  Allergnädigst 
befohlen  haben,  vorzulegen.  Als  nach  dem  ersten  schlesischen 
Krieg  Ew.  die  Güte  gehabt  mir  einige  Inventionen  zu  den 
damals  projectirten  medailles  zu  überschicken,  so  haben  die- 
selben hey  dem  Staats- Ministerio  allhier  eine  völlige  Appro- 
bation erhalten,  obgleich  wegen  anderer  Umstände  keine 
medailles  zum  Vorschein  gekommen.  Anjetzo  ist  mir  nun 
wiederum  eine  ordre  aus  dem  Ministerio  zugeschickt  wor- 
den, in  welcher  5 Inventionen  zu  medailles  verlangt  werden: 

I.  Auf  die  Bataille  bey  Sorr. 

II.  Auf  die  Expedition  nach  Sachsen,  da  I.  K.  M.  sich  so 

schnell  gegen  Görlitz  gewendet  und  allda  den  Feind 
bis  in  Böhmen  zurückgetrieben. 
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III.  IV.  Auf  die  Bataille  bey  Kesselsdorf  und  auf  die  Ein- 
nahme von  Dresden.  Diese  beyden  könnten  wohl  in  eine 
gebracht  werden. 

V.  Auf  den  doppelten  Frieden  mit  Oestreich  und  Sachsen. 

Ew.  werden  sich  wundern,  dass  über  solche  Sachen  von 
mir  Vorschläge  gefordert  werden;  allein,  ausser  dem,  dass 
ich  das  vorige  Mal  die  besten  geliefert,  so  befinden  sich  hier 
in  der  That  sehr  wenige,  welche  es  besser  machen  könnten 
als  ich,  wenn  ich  auch  mich  unterstehen  sollte  selbst  etwas 
darauf  zu  ersinnen. 

Sinnbilder  weiss  ich  gar  nicht  zu  finden , aber  folgende 
Inscriptionen  sind  mir  darüber  eingefallen,  weiche  ich  aber 
nicht  im  Stande  bin  auszupoliren. 

I.  Gravissimus  hostium  impetus  summa  fortitudine  a Rege 

reprimitur. 

II.  liostes  ferrum  flainmamque  minitantes  repentino  Regis  • 

udventu  perculsi  aufugiunt. 

III.  IV.  Hostibus  ad  Kesselsdorflf  iugenti  proelio  profiigatis, 
Metropolis  Dresda  occupatur. 

V.  Rex  Pace  non  minus  qitam  Bello  invictus  hostibus  ad 
incitas  redactis  pacem  largitur- 
Bey  dem  letzten  wollte  ich  nchmlich  diesen  Gedanken 
anbringen : Rex  pace  non  minus  quam  bello  hostes  devicit, 
aber  ich  gestehe,  dass  derselbe  mit  dem  übrigen  nicht  recht 
zusammenpasst. 

Sollte  der  gute  Freund,  von  welchem  Ew,  mir  das  vorige 
Mal  Inventionen  zuzusenden  die  Güte  gehabt,  auch  auf  diese 
puncte  einige  Aufmerksamkeit  wenden,  so  ersuche  Ew.  ge- 
liorsamst  mir  desselben  Gedanken  darüber  zu  communiciren, 

Euler, 


Digitized  by  G 


365 


LETTRE  XC. 

Goldbach  ä Eulkk. 


Sommahe.  G.  refu»e  de  le  radier  de  U composition  de«  inddailles. 


St.  Petersburg  d.  36.  Februar  1746. 

Da  ich  mich  nach  reifer  Ueberlegung  nicht  getraue,  solche 
inscriptiones , die  der  Hoheit  des  sujet’s  einigermaassen  con- 
form  wären,  zu  erfinden,  und  vielmehr  davor  halte,  dass 
der  berühmte  Hr.  Baron  von  Stosch,  als  welcher  in  re  nu- 
maria  eine  ungemeine  connoissance  hat,  zu  diesem  Endzwecke 
für  vielen  andern  geschickt  wäre,  so  habe  solches  zur  schul- 
digen Antwort  zu  melden  nicht  unterlassen  wollen. 

Gold  buch. 
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LETTRE  XCII. 


Gold bach  ä Euler. 

Som  «aip. z.  Qucstions  relatives  a la  nature  des  cometes.  Courbe  catoptrique.  Ob- 
iCrvation  «qr  une  s^ric. 


St.  Petersburg  d.  12  Mars  1746. 

Die  Fragen  nebst  den  Antworten  von  den  Cometen*)  habe 
ich  alsofort  durchgelesen , und  zweifle  nicht  es  werden  die- 
selben wegen  ihrer  Deutlichkeit  und  Richtigkeit  eine  gene- 
rale Approbation  erhalten  haben.  Wenn  man  annimmt,  dass 
der  Coinet  ein  entzündeter  Cörper  ist,  so  lasset  es  sich  viel- 
leicht am  besten  darthun  I.  dass  er  keine  solche  phases.  als 
der  Mond  oder  die  Venus  zeigen  kann , 2.  dass  er  sein 

eignes  Licht  quaqua  versus  von  sich  wirft,  ohngeachtet  sel- 
biges von  den  Sonnenstrahlen  nicht  anders  als  in  parte  a 
sole  aversa  unter  dem  Namen  der  comae  oder  caudae 
kennlbar  wird,  3.  dass  diese  cauda  cometae  desto  grösser 
werden  muss,  je  langer  sich  der  Comet  in  der  Nähe 

*)  Ces  #jue»tions  nc  sp  sont  par  Iroutrecs. 
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der  Sonne  aufhält  und  je  mehr  er  von  derselben  entzündet 
wird. 

Ich  glaube,  dass  man  das  problema  catoptricum  auch 
ohne  Consideration  einiges  anguli  folgendermaassen  solviren 
kann.  Sit  (Fig.  23)  axis  eurvae  ABz^a,  radius  incidcns 

CM  ~ radius  reflexus  M 0 ~ > ita  ut 

CM  -\-MO=zCff+  NO  — a. 

Sit  CO  (functio  quaecunquc  ipsius  p,  sed  major  quam  P) 

— q,  erit  elementum  eurvae  quaesita e ~ M in. 

Goldbach. 

P.  S.  Ich  habe  schon  laugst  observiret,  dass  die  series, 
deren  lex  progressionis  ist  A*  -)-  \A  = B,  designante  A ter- 
minum  quemeunque,  et  B terminum  proxime  sequcntein, 
diesen  terminum  generalem  hat  a~ ** — 2 -j-a1*,  und  hier- 
aus lässt  sich  auch  der  terminus  generalis  hujus  seriei 
1 -f  1.3  t.  3.5  1.3.5.17+  1.3.5.17.257  -f  etc. 

finden,  davon  die  factores  terminorum  lauter  Zahlen  sind, 
welche  Fermatius  pro  numeris  primis  gehalten. 

rmhuuexl  ine  <mQ  nsrl-^X  «i»  s I«.  tht  -«•»u-.j! 

» * • j pji;  _v  A.  ,1,1  pj-.l 


ur.m 


L 
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LETTRE  XCI1I. 

Euler  ä Goldbach 

So  mm  A ms.-  IWpome  a li  pr^c^dente.  Plutieurs  thloremca  de  la  docirine  dn  Maries 
Concours  de  PjOidlinic  de  Berlin  sur  U ilieorie  des  \ents. 


Berlin  d.  6*  April  1746 

— — Dass  Ew.  meine  ziemlich  in  Eil  aufgefassten  Fragen 
über  die  Cometen  einiger  Aufmerksamkeit  gewürdiget,  er- 
kenne ich  als  ein  Zeichen  Dero  ganz  besondern  Gewogen- 
heit. Ich  habe  aber  noch  starke  Zweifel,  ob  sich  die  phac- 
nomena  eometarum  eornmque  caudarum  bloss  allein  dadurch 
erklären  lassen,  dass  man  annimmt,  ihre  Cörper  seyen  würk- 
lich  entzündet.  Denn  ausserdem,  dass  eine  blosse  Erleuch- 
tung nicht  hinlänglich  ist  in  dem  aethere  eine  Helle 
hervorzubringen,  sondern  dazu  noch  in  derselben  Gegend 
solche  Görperlein  erfordert  werden,  welche  die  Erleuchtung 
empfangen,  und  daher  einen  Schein  zu  uns  zurück  werfen : 
so  ist  auch  die  Abweichung  der  caudae  eines  Cometen  ab 
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Opposition«  solis  ein  solches  phaenonienon  . welches  eine  be- 
sondere Erklärung  zu  erfordern  scheinet.  Die  Idee,  welche 
ich  in  diesen  Fragen  kürzlich  entworfen,  und  darin  bestehet, 
dass  die  durch  die  grosse  Atmosphaer  eines  Cometen  durch- 
streifenden Sonnenstrahlen  einige  subtile  particulas  daraus 
mit  sich  fortrcisscn,  habe  ich  letztens  weitläufiger  ausgeführt 
und  ziemlich  deutlich  dargetlian,  dass  auf  solche  Art  nicht 
nur  die  Cometensch weife,  sondern  auf  unserer  Erde  die  Iu- 
miua  borealia  und  um  die  Sonne  selbst  das  lumen  Gassi- 
nianum  entstehen.  Diese  Ausführung  hat  auch  dem  Herrn 
de  Maupertius  so  wohl  gefallen,  dass  er  derselben  völlig 
beypflichtet. 

Ew-  Idee  das  problcma  catoplricum  zu  solviren,  gibt 
zwar  leichte  Formuln,  allein  da  die  positio  lineae  CO  nicht 
bestimmt  wird  und  das  elementum  curvae  Mm  wenig  zu 
Bestimmung  der  krummen  Linien,  insonderheit  wenn  alge- 
braische verlangt  werden,  beyträgt,  so  sehe  ich  noch  nicht 
ab,  wie  die  natura  functionis  q determinirt  werden  müsste, 
dass  die  beyden  Rcflexionspuneta  M et  N in  eandem  lineam 
curvam  continuam  zu  liegen  kämen. 

Ueber  die  seriem  I 1 . 3 — 1.3.5  — 1 .3.5. 1-7  -j-  etc. 
erstaunte  ich  anfänglich;  als  ich  aber  dieselbe  genauer  be 
trachtete,  sähe  ich  bald,  dass  ich  den  termiuum  generalem 
davon  schon  vor  einiger  Zeit  unter  andern  Umständen  aus- 
gedrückt hatte.  Denn  ich  fand,  dass  wenn 

(1  4-0)  (t  -4-oa)  Ci  +o4  (I  4-  «')('  4- «‘V- (»  + «*">  = * 

/„  „ . »"  + « j I n*"+l  — I 

so  ist  (1  — a)  s — \ — o*  , und  also  s — — - — • 

Dahero  wenn  azz.2,  so  ist  1 .3.5. 17. ..(2*  4_f):=^"  — !• 

Dieses  hatte  ich  schon  angemerket,  als  ich  suchte,  was  für 
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eine  serie*  herauskomme,  wenn  man  dieses  productum  in- 
tinitum  (1  a)  (1  a2)  (1  o*)  ( 1 -j-  o“)  etc.  wirklich  evol- 

virte,  da  ich  dann  gefunden,  dass  diese  series  geometrica 

t -4-  a a2  -4-  u*-4-  a*  -4-  etc.  — • — herauskomme.  Evolvirt 

' 1 ' 1 — a 

man  aber  dieses  Product  (I—  a)  (1 — a’)(l — ö4)  (i — a*)etc., 
so  bekommt  man  1 — a — a*-|-o*  — a*-\-a*-\-a6  — a1  — 
a*  q9  4"  a'°  — a“  + a12 — o1*  — o“  -j-a1* — axt  etc., 

wo  die  ordo  signorum  merkwürdig  ist.  Von  dieser  Art  habe 
ich  noch  nachfolgende  theoremata  gefunden: 

Theorema.  Si  sit 

s— (1  — na)(l  — n*o)(l  — n*a)(l  — n4a)(l  — n*a)etc.  in  intin. 
crit 

na  , n*  ax  n* a* 

s — * i -it  T (1  -»)(!-*•)  (!_»)(!  _«*)(!  _n») 

„10-4 

I na 

' (1  — /*)(!  — /**)(!  — J»*)(l  — z»4)  C C* 
et 

1 i \ na  \ n2  a%  | n* a* 

7 * ' T (1— n)(l-«*)  ' (l-/i)(l-n*j(l-««) 

j -nLa*l 1_  etc 

' (l-n)(l-/»2)(l -/.»Xt-»4)  ' 

Ew.  glaube  ich  auch  schon  geschrieben  zu  haben , dass 
wenn  man  dieses  productum  iniinitiiin 

(I  — a)  (1  — a *)  (1  — a3)  (1  — u4)  (t  — u*)  etc. 

evolvirt,  diese  series  herauskomme 

I — a — a*-}-a4-f-a1 — a12 — a,4-(-a22-)-  a2* — a** — a4o-f-  etc.,  v 

wo  der  ordo  exponentium  sehr  merkwürdig  ist,  und  sich 
per  inductionem  also  bestimmen  lässt,  dass  alle  in  hac  for-. 

mula  r^~  - enthalten  sind,  ungeacht  ich  diese  legein  ob- 

servatam  noch  nicht  ex  rei  natura  habe  herausbringen  können. 
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I a 3 x .r-ft 

T/icor.  Si  fuerit  in  serie  A,  B,  C,....P,  Q, 
ü — m P1  4-  nP  4-  ubi  et  ,t  8unt  numeri 

constantes,  quaerantur  numeri  F et  G nt  *it 

F + G — m/t+\nt\  FG  — \, 

eritque 

p_F'X-'  +G**-'  n 

m Im 

113  * .r-f-l 

Theor.  Si  fuerit  in  serie  A,  B,  C P , Q, 

(J-mP^nP  erit  p = <HA±&ll 

' I 1 4m  m Im 

welches  Eiv.  tlieoreniata  sind. 

Folgende  tlieoreniata  scheinen  auch  einiger  Aufmerksam- 
keit werth  zu  seyn: 

Theor.  Si  n eit  numerus  integer  affirmativus  quicunque, 

erit 

■ (i-q^O-q"-1)  i (i  — «”)(i  — q"~a)  , etc 

l — a ' l — a2  ' 1 — «a 

Theor.  Si  n sit  numerus  integer  aftirmalivus  quicunque, 

erit 

|_an-  '—o*"-  84-a4''~,°— a*"~ etc.~0 

exelusis  srilicet  termini»,  qui  cxponentes  haben!  negativus. 

Theor.  Sit  in  cireulo  areus  90°  — 7,  sumaturque  arcus 
quicunque  s,  cujus  sinus  sit  ~a,  sin  2s  — b,  sin3.s~c, 
sin  \s  — d etc.  erit  semper 

7 * 4- fl  + 4 b + 1 c + + T 6 + etc- 

Theor.  In  cireulo  radii  =z  1 capiatur  areus  quicunque  s, 
cujus  tangens  sit  = a , tang^-.v  = ft,  lang  -^-  .v  ~ c,  tang^- •« 
— d,  tang  ^ s — e etc. , erit 
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T = 7+TÄ  + T + 

Ich  bin  jetzund  mit  Durchlesung  derjenigen  Pifecen, 
welche  über  die  von  der  Akademie  aufgegebene  Frage  von 
der  Ursach  und  der  Ordnung  der  Winde  sind  eingesandt 
worden,  beschäftiget.  Es  sind  darüber  10  eingelaufen,  unter 
welchen  sich  eine,  so  vor  allen  andern  in  Betrachtung  ge- 
zogen zu  werden  verdient,  befindet.  Die  Devise,  so  sich  zu 
Ende  derselben  befindet,  ist  auch  schön;  sic  lautet  also: 

Haec  ego  de  venlis : dum  ventorum  ocyor  alis 
Palantes  pellit  populos  Fridericus,  et  orbi, 

Insignis  lauro,  ramuni  piaelendit  olivae.  *) 


*)  C'est  la  pi&ce  de  concours  de  d'AIenibert.  Comp,  dam  le  1 volume, 
les  lettres  de  Daniel  Bernonlli  sur  er  concours. 


Euler. 
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LETTRE  XCIV. 


Goldbach  k Euler. 


Sou  wa  ire  Suite  de*  recherche*  *ur  les  tdrte*.  Remarque*  ult^rieure*  »ur  le  Pro- 
bleme de  la  rourbe  eatoptrique. 


St,  Petersburg  d 5.  Mai  1746. 

Den  terminum  generalem  »eriei 

I -+■  1.3  + 1.3. 5 + 1.3. 5.17  -(-  etc. 
hatte  ich,  als  mein  letztes  Schreiben  abging,  nur  in  pote- 
state,  und  dachte  nicht,  dass  selbiger  so  leicht  seyn  sollte, 
indem  ich  dessen  sonst  gar  keine  Erwähnung  gethan  haben 
würde. 

Ich  weis»  nicht,  ob  man  methodum  hat  von  dergleichen 
seriebus  als  diese  ist 

1.3.5  1 3.5.7  , 1.3. 5. 7.«  1.3.5.7.9.11 

2.4  8 2. 4. «.10  ' 2.4.6.8.12  2.4.6.«  10.14  ' PtC‘ 

= 2_i  + 2*  — 2, 

, . . -^(2ar+5)(4r4-3)  D ,. 

cujus  lex  progressionis  est — 2(j-t-2j(r-j-4)  — “»  die  summas 

zu  finden. 
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Die  in  meinem  vorigen  angeführte  Idee  einer  Solution 
geltet  noch  weiter,  wenn  man  vor  q eine  functionem  qiiam- 
eunque  ipsius  p annimmt,  nur  mit  der  Limitation  das»  q > p 
und  q < n (denn  ich  «ehe  zum  wenigsten  nicht,  dass  ex  na- 
tura problematis  mehrere  limitationes  erfordert  werden), 
und  ferner  x * 4-  y*  — ^*~/')->  dx*  dy*  =.  so 

wird  die  ahscissa  ad  applicatam  in  curva  quaesita  seyn  wie 
x zu  y. 

Goldbach. 

P.  S.  d.  21.  Mai  I7VG.  Es  ist  mir  gestern  eingefallen, 
dass  sich  das  prohlema  catoptricum  auch  folgender’maassen  sol- 
viren  lasset:  Sit  (Fig.  2V)  A B axis  curvae  ~a,  punctum  radians 
C.  Sint  CM  et  CN  radii  in  curvam  incidentcs;  MB  et  NR 
radii  ad  idem  punctum  axis  B reflexi;  capiatur  in  MN 
punctum  0,  ita  ut  sint  CM  -}-  MO  — CN  -f-  NO  — a , et  po- 
natur  recta  CO~q,  CM=~^,  MO  — CN~  -*tü, 
N0~  ^ubi  v jam  datur  per  p et  q ; est  enim  v — 

^aa+a«J-4-y yO * ^onatur  Porro  BO~z,  RS~uz,  inve- 
nietur  spatium,  quod  inter  radium  incidentem  et  reflexum 
in  axe  intorcipitur 

CR  — CS  — BS  ~ V(qq — zz  (1  — uu\)  — uz  — CQ  — BQ 
= ^ ^((fl  + «’)*  — (a  — v -f-  2z)*  (1  — mm))  — 

~CP-\-  PB  — ~ V((n  — p)*  — (a  -{-p  — 2z)*  (1  — mm))  -f- 

(«-(-;> — 

2 

Sed  cum  e jam  stipra  data  sit  in  p et  q,  per  has  aequa- 
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tinnrs  pro  CR  invontas  dari  etiam  poterunt  u et  z in  p et  q, 
qui  valores  deimie'  substituendi  sunt  in  applicata 

. . ‘ MP  — (a+^T2'-)  /(t  _ u u) 

et  in  abseissa 

cp—V{\^)-MP%y 

Ob  nun  zwar  die  würkliche  Determination  der  quanti- 
tatum  u und  z durch  p und  q etwas  weitläufig  seyn  möchte, 
so  ist  doch  hingegcu  zu  consideriren,  dass  in  dieser  Solution 
keiYic  differentialia  Vorkommen. 


Corr  nutth  rt  phys.  T /. 


2\ 
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LETTRE  XCV. 


Euler  i»  Goldbach. 


Somvairf.  Sommation  elf  la  t^rie  de  la  lettre  prlcldente. 


Berlin  d.  28  Mai  1746. 

Die  von  Ew.  gemeldte  seriös  • 

1.3  5 1.3  5 7 1.3. 5:7  9 1.3  5.7.9 

* U)  + 274 .6.8  ' i2 


1 1 . 

»+etC- 


7.4  8 2.4.6  10  1 * 2. 4. 6. 8 12  2 4 6.8.10 

kann  durch  meine  Methode  leicht  gefunden  werden.  Denn 
wenn  ich  nach  der  lege  progressionis  noch  die  zwey  vor- 
hergehenden terminos  dazu  setze,  so  kommt 


l 1 £ <3 

4 2"  6 1 274  ' 


1.3.5  7 . 

2.'4T6 -m+etc- 


Diese  ist  in  der  folgenden  enthalten,  wenn  man  -setzt  x ~ 1. 

5 


1 . 1 3 s . * 3 

s~  — x*  — — • — x6  H 

4 2 6 ' 2.4 


-X” 


8 2 4.6  10 

Man  differentiire  diese  seriein  und  theile  allenthalben  durch 
ilx,  so  bekommt  man 
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r 2 1 ‘2 . 4 


1.15 


dx 


•2.4  6 


7 x*  -{-  etc. 


1.3.5 


Man  multiplicirc  durch  so  wird 

p -~.t  dx  — ^•S.rxdx  -f-  5 x*dx 

Wenn  man  nun  integrift,  so  bekommt  man 

l*ds . t , 1.3  , 

/t-I  — 7f  X 5 4-  — X' 

• J X*  2 ' O A 


2.4.6 


7 as*t/jr  -j-  etc. 


2~  5X-;*7  + ^ 

Hier  siebet  man  leicht,  dass  diese  serics  ist  rz 


X(1  +x*)  -vlcT+Ti)' 


fol 


glich  ist  und  = 


</x 


(1  -f  ii) 


also 


= /- 


■r*i/x 


= /*£ 


/ 


xdx 


' (l+xx)t  J l/(,+JrX)  J (i_|_xx)i 

~ (!  -(-  x®)  ^ -}-  (1  •+-  xx)  l — 2, 

denn  hier  muss  die  quantitas  constans  2 subtrahirt  werden, 
weil  posito  x zz.  0,  werden  muss  f~0.  Setzt  man  nun 
ml,  so  bekommt  man 

l 1 3 . 1.3  5 1.3.5  1 , 1.3. 5. 7 9 

4 2 6 ' 2.4  8 2.4.6  t0  ‘ 2.4.6. 8 12 


= 2*  2 * — 2. 

Letztens  bin  ich  auf  nachfolgende  seriem  gekommen, 
deren  Summ,  ob  sie  gleich  so  leicht  ausgedrückt  wird,  den- 
noch durch  diese  Methode  nicht  wohl  gefunden  werden 
kann,  denn  ich  komme  auf  eine  DilFerentio-differential- 
Aequation,  welche -sich  generaliter  nicht  integriren  lässt: 
Die  series  ist  diese: 

1 _L  1 _L  ”("+3)  _L  ”("  + '>)(”  + ■'»)  . w(n+5)(n4-6)(/»q-7)  . 

* ' 4 ' 4.8  ' 4.8.12  *•"  4.8.13.16 

= 2", 

wenn  also  n 1 , so  ist 
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14-1-4-  — 4-—  + 

4 ' 4 H ' '»  H l'i  ' 


1.6.1  8 
4.8.12.16 


1.1, 8. 9. 10 


-j-  etc.  = 2. 


1 4 1 4.8  1 4.8.12  1 4.8.12.16  1 4. 8. .12. 16.20  1 

Diese  wird  leicht  in  diese  Form  verwandelt: 

1 + { + H + iü+  «XST5+"1'--  = *(•-('- •■)*)=*• 

in  welchem  Fall  die  Richtigkeit  leicht  zu  ersehen.- 

Ich  glaube  kaum,  dass  die  ratio  tliamotri  ad  peripheriam 
|:jr  leichter  per  approximationem  gefunden  werden  könne, 
als  durch  Hülfe  beydcr  folgenden  serierum: 

„ — l_JL-|-_i 1_.  * <_l_J___L_etc. 

F 5 3 5'  T 5.5S  1.5’  ' 9.5»  11... 11 

a-± , 1 J L i 1 4.  etc 

Denn  wenn  hieraus  die  Werthe  von  p und  q gefunden  wer- 
den, so  ist  7i=l 6p  — 

' Nach  dem  letzt  ergangenen  Urtheil  der  Akademie  zu 
Paris  über  den  Magneten  ist  meiner  piöce  der  dritte  Theil 
des  drey fachen  Preises  zuerkannt  worden,  wie  Evv.  schon 
aus  unsern  Zeitungen  werden  ersehen  haben.  Ilr.  Bemoulli 
hat  auch  ein  Drittel  bekommen.  Hingegen  haben  wir  den 
Preis  der  hiesigen  Akademie  von  50  Ducaten,  iil>er  die  Winde, 
der  piöce:  Haec  ego  de  ventis  etc.  zuerkannt,  davon  der 
auctor  Hr.  D’Alembert  aus  Paris  ist. 

Euler. 
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Euler  ä Goldbach. 

Ki'iij  nlia 

*£|t  , l(  •“IV,  tllf) 

0 — ( > ,‘ftili  Idc 

{>  i >4  d iil 

SoMMAill.  Piobleme  catoptrique.  Suite. 

Tl.h  llll.tlj)  P.nlq 

ja.cld.n.J 

— 

•mipi  min 

| • * * 

Berlin  d.  14.  Juni  I74C. 

Jiw.  letzt  überschriebenc  Solution  des  problematis  eatoptrici 

hat  mich  anfänglich  nicht  wenig  frappirt,  da  dieselbe  keine 

diflerentialia  in  sich  enthält  und  ich  doch  versichert  hin, 

dass  die  Betrachtung  der  Reflexion  nothwendig  diflerentialia 

erfordere.  Als  ich  aber  die  Sach  genauer  erwogen,  habe  ich 

bald  gesehen,  dass  die  drey  gefundenen  Forinuln  für  die 

. .. 

Linie  C/{  unmöglich  zwey  quantitates  ineognitas  deternn- 
niren  können,  sondern  nachdem  man  eine  bestimmet;  eine 
aequatio  identiea  herauskommen  müsse. 

• Benn  in  einem  jeglichen  triangulo  CALV(Fig.2%)  kann  eine 
Seite  MM  allzeit  in  0 dergestalt  geschnitten  werden,  dass 
CM  MO  — C N - f-  MO  . wodurch  also  keine  besondere 
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Beschaffenheit  bestimmet  wird. -Wenn  man  nun  setzt  CM-^-  MO 
-CN-\-NO-a,  CM-^,  MO=za+p,  CN  — a-~ 


und  JVO~  so  kann  daraus  die  Linie  C0~q  bestimmt 


werden,  denn  es  wird  qq  — ** °der  {H  4"  af 

1a(na-\-pv)  „ . 

— -r ; — • Netzt  man  nun  ferner  RO~z  und  den  eo- 


sinuin  des  Winkels  B HO u,  so  kann  per  p,  v,  z und  a 
der  Werth  von  u gefunden  werden*  Das  intervallum  z aber 
bleibet  willkührlieh,  weil  noch  kein  Umstand  in  Betrachtung 
gezogen  worden,  wodurch  x bestimmt  werden  könnte.  Sol- 
len  Aber  die  Linien  CM  und  MO,  item  CN  und  AO  lege 
rcflexionis  aequaliter  ad  curvam  inclinirt  seyn,  so  müsste  in 
situ  proximo  das  punctum  0 unverändert  bleiben,  und  folg- 
lich sowohl  diflf.  CS~0  als  diff.  SO—  0,  wodurch  das 
problcma  plus  quam  determinatum  würde,  oder  vielmehr 
nur  eine  einzige  lineam  satisfacientem,  nehmlich  die  ellipsin 
geben  würde.  Die  Ursarh  davon  ist  diese:  dass  man  ohne 
Nothwendigkeit  angenommen  CM-\-MO—CN-\-lSO\  da 
diese  beiden  valores  auch  ungleich  seyn  können,  wenn  nur 
ihre  Summ  CM  -)-  MiV-\-lYO-  eonstans  bleibt.  Endlich  ist 
auch  hier  nicht  der  Ifauptumstand  in  Betrachtung  gezogen 
worden,  dass  die  beyden  puncta  M und  N in  eadem  ljnca 
curva  continua  seyn  müssen.  Ucbrigens  glaube  ich  kaum, 
dass  von  diesem  problemate  eine  kürzere  und  leichtere  So- 
lution gefunden  werden  könne,  als  diese:  Sit  CMNC  radius 
post  geminam  rcflexionem  ad  C reversus,  sumtaque  pro  lu- 
bitu  recta  CB  pro  axe,  ad  quem  curvae  quaesitae  aequatio 
referatur.  Vocetur  CR  — r,  angulus  CRM—(p , ejus  sinus 

— s et  cosinus  —u,  posito  radio  ita  ut  sit:  ss  -J-  uu 

— 1 et  dq>  — jt  zz.~ri“‘  Hie  angulum  q>  consideravi  qua* 


Digilized  by  Google 


38 1 


tenus  ad  punctum  M spectat,  pro  puncto  N aiitem  is  abihit 
in  f /IO,  et  quia  in  partem  contrariam  cadit,  erit  is  — 

— 180°  <p , ejusque  ergo  sinus  ~ — s et  Cosinus  ~ — u. 
Quia  jan»  puiictum  R ad  utrumque  punctum  M et  N ae- 
quulitcr  pertiuere  debet,’quantitatcm  CR~r  ita  per  s et  u 
exprimi  oportet,  ut  eundem  valorem  retineat,  etiamsi  pro 
s et  u ponantur  — j et  — .u.  Unde  Imjusmodi  erit  relatio 
inter  r et  s,  u : r~ 

a -(-  ßss  -f-  ysu  4-  Sun  ts*  ys*u  -(-  etc. , 
vel  in  fractionilius 

• r A -(-  Bss  -j-  Ctu-\-Duu-\-£s  * -{-Fi  3 u-f  Cj>b  u * -f-  etc. 

vel  etiam 

a J -f-  0 u -f-  y 3 -f-  0 2 m -f-  « ii  2 -f-  £ u 9 -f-  5 5 -f-  0 f 4 h -f-  elc . 

""""  a/s  -f-  ßu  -j-  Ds  2 L'su  2-| - ß'ti*  -j-G  s 5-j“  ^•*4m+cIc. 

Quaecunque  ergo  hujus  generis  acquatio  pro  r detiniendo 
assmiiitur,  punctum  R aeque  respiciet  utrumque  punctum 
M et  N,  ac  propterea  puncta  M et  N in  una  eadernque  li-  • 
nea  curva  continua  erunt  situ.  Siipcrcst  ergo  ut  e\  liujus- 
modi  acquationc,  inter  r,  s et  u assumta,  ipsa  curva  deti- 
nietur,  et  acquatio  inter  coordinatas  CP  — .r,  et'  PM~y 
eliciatur.  ln  hnnc  finem  considcretur  reflexio  proxima  CmnC, 
sitque  0 intersectio  rectarum  MN  et  »in:  atque  ex  natura 
reflexionis  manifestum  est  fore  particulam  curvae  Mm  rle- 
mentum  ellipscos  focis  C et  0,  atque  Nn  elementum  ellip- 
seos  iisdem  focis  C et  0 dcscriptae.  llinc  ergo  habebimus 
CM  MO  — Cm-\-  mO,  et  C N -(-  NO  — Cn  -f  nO.  Sed 
sufticit  alteram  tanium  conditionem  < M -j-  MO  ~Cni-\-niO 
speetasse,  quia  per  determinationem  ipsius  r alterius  ratio 
jam  simul  involvitur.  Cum  igitur  sit  CR~r,  erit  Rr~dr, 
et  ex  r in  OM  demisso  perpendieulo  rs  fiet  rs  — sdr  et- 
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Rs~udr.  Appel let ur  CM-{-MRzz.q,  erit  Cm-\~mr—z 
q -f"  idcoque  ob  CM  -f-  MO  ~ Cm  -)-  mO,  fiet  q -\-ORzz: 
q dq  Or , gcu  OR  — 0r~  Rs~dqzz.udr,  ita  ut  hinc 

prodeat  q~a  -\- fudr~  CM  -f-  MR.  Sit  jani  MR~z,  erit 
PM—y  — sz,  PR~uz  et  CPtzx~r — uz,  .unde.  fit 
CM  ~Y(rr  — 2urz  zz)  ob  ss  -f-  uuzz  t At  est  C M — 
q~-z,  ergo  V[rr  — 2urz -\- zz) — q — z,  aumtisque  qua- 

dratis:  rr  — 2urz  — qq  — 2 qz,  qua  fit  Aa- 

aiunto  ergo  valore  quocunque  idoneo  pro  r,  in  s et  u ex- 


presso,  hinc  quaeratur  qrma  fudr,  porroquc  z — 

quibus  inventis  erit  x—r  — uz  et  y~sz,  aicque  habebitur' 
curva  problemati  aatiafaciena,  quae  quidem  erit  tranacendma, 
si  formula  fudr  algebraice  exprimi  nequeat.  Ad  curva»  ergo 
algebraicas  inveniendaa  ejusmodi  functionem  pro  r eligi 
oportet  ut  formula  fudr  fiat  integrabilia,  quod  quidem  hoc 
modo  generaliter  praestari  potest:  Cum  sit  fudr—ur — J'rdu, 

ponatur  frduzz.v,  fietque  r — Quo  igitur  r fiat  functio 


parium  dimensionum  ipsarum  .?  et  u,  ut  gupra  requirchatur, 
necesse  egt  ut  i>  sit  functio  imparium  dimengio  ium  ipsarum 
s et  u aeu  talis,  quae  abeat  in  — v,  si  pro  s et  u ponantur 
— j et  — u.  Hujuamodi  ergo  functionc  pro  v assurnta , erit 

r — d,V>  ubi  ob  ds~  — , diflerentialia  deatruentur,  ita  ut 

du  s 

r fiat  quantitaa  finita  algcbraica.  Inventa  autem  r erit  fudr  — 
ur  — v et  q~a-\-ur  — v atque  z — ex  <IU'*>11* 

denique  elieientur  coordinalae  CP~x~r  — uz  et  P M rz 
y~sz,  ambae  per  s et  u exprenaae,  linde  curva  conatrui 
et  aequatio  inter  x et  y eliininandia  s et  u ope  jj-f  «u=  I, 
erui  poterit. 
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Ex.  gr.  Cum  v debeat  esse  functio  imparium  dimensio- 
num  ipsaruin  s et  u,  assiiiiiatur  v — bs-j-cu,  erit 

dv  — bds  -f-  cdu~ — cdu 

• 1 s 

— bu  , bull  , b 

atquerir  — (-  c.  1 um  <7  — a bs~a — : porrrt 


ob  qq  — aa 


seu 


lab  bb  * . bbuu  Ibcu  , 

et  rr  — 1-  cc,  ent 

S 's S SS  s 

'lah  | I L . ’2bcn 

aa — h't't'  H cc 

2 a — 2 bs  — 2c  u 

_ (an  4 bb  — ccl  s — 2 ab  4-  2 bcn 


. 2 s (a  — bs  — cm) 

(Jude  Hunt  coordinatae 

2ac  — 2 brs — (aa  — bb  4-  cc)  n 

■ CP  — x — 5- 7 — 1 > 

2 (a  — bs  — cm) 

— 2 ab  2bcn  4-  (no  4 bb — cc)  s 

™=r  = 2 (a- — bY—cu) 

unde  eliminandis  s et  u,  aequatio  resultat  inter  x et  y dua- 
rmn  tantum  dimensionum , qua  natura»  ellipsis  ad  rcctam 
quamcunque  per  foeum  C tanquam  axeifl  relata  cxprimitur. 
8i  sit  b — (),  reeta  C li  per  alterum  quoque  foeum  transibit. 

Letztens  habe  gefunden  , dass  diese  expressio  (|/ — 
einen  valorem.  realem  habe,  welcher  in  frartionibus  deeiina- 

libus  rr  0,20787lJ57ü3,  • welches  mir  merkwürdig  zu  seyn 

...  . .ii:  <(>:>; mnv  •*i<*  ,<*i  i.u»'4>dfu» 

scheinet. 

Euler. 

( . . . :.-i-  V»  uh!  l-nv  ••in  , ft^hkidi 

'»ifwälwwii 
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LETTRE  XCVII. 

Gold bach  ä Euler.- 

So  m mairc.  Mrme*  sujels.  R^ponse  aus  lettres  pnfcldeiite». 


St*  Petersburg  d 5.  Juli  |716. 

Dass  Ew.  einen  Tkeil  des  neulich  distribuirten  Preise«  von 
Paris  bekommen  würden,  hatte  ich  zwar  fest  vermuthet, 
habe  aber  die  eigentliche  Nachricht  davon  nicht  eher  als  aus 
Dero  letztem  Schreiben  bekommen,  wie  mir  denn  auch  die  . 
dritte  Person,  so  an  diesem  Preise  Theil  gehabt,  bis  dato 
unbekannt  ist.  Die  zum  künftigen  praemio  bey  der  Parisi- 
schcn  acadeinie  des  Sciences  ausgesetzte  Frage  gil>t  mir  auch 
vor  Ew.  sehr  gute  Hoffnung.  Ich  bitte  mir  bey  Gelegenheit 
zu  melden,  wie  viel  mal  Dero  piöces  schon  bey  selbiger  , 
academie  victorieuses  gewesen  sind? 

Es  gehöret  meines  Erachtens  schon  eine  ziemliche  Fer- 
tigkeit dazu,  dass  man  aus  der  serie  x — .r*  — etc. 
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die  summam  4 4-*  — + — • — — etc.  nach  Ew.  Methode 

4 1 6 ' 2.4  8 

Hude,  und  von  der  Serie 

,lil  "(”4-3)  n("4-^)("-f  3)  I , 

' 4 T 4 8 ' 4.8  li  " ' 


habe  ich  folgende»  angenierkct:  Wenn  man  setzet 
2"  ~ I -f-  ßn  -j-  ynn  j-  8 iß  etc., 
so  ist  kein  Zweifel,  dass  die  quantitatcs  ß,  y,  8,  etc.  ihre 
dcteriiiinato»  valores  haben , wie  denn  ex.  gr.  ß ~ ist 

I — r-4-- 4-  etc.:  machet  man  aber  series,  in  deren 

terminis  immer  mehr  potestates  ipsius  n Vorkommen , so 
werden  zwar  die  series,  aus  welchen  die  quantitates^,  y,  8,  etc. 

bestehen,  (wie  solches  in  der  serie  1 4“  ^ -f  — -f- etc. 

— 2"  geschiebet)  gleichsam  mit  einander  verwickelt,  aber 
diese  quantitates  an  sich  selbst  bleiben  nichts  desto  we- 
niger invariabiles.  So  oft  also  dergleichen  series,  wo  die 
quantitas  indcterininata  n in  jedem  termino  ad  diversas  po- 
testates evecta  ist,  Vorkommen,  so  meine  ich  der  sicherste 
Weg  die  summam  zu  linden  wäre,  dass  man  zuvorderst  die 
coöfHcientcs  ß,  y,  8,  etc.  suche. 


Boy  Gelegenheit  des  von  Ew.  gefundenen  valoris  vor 
[V — t)’  ~ 1 ist  mir  etwas  eingefallen,  an  dessen  Möglichkeit 
ich  noch  den  Tag  zuvor  sehr  würde  gezweifelt  haben,  nem- 
licli  dass  auch  diese  series  A . . .ua  — ßa * 4--  ya’ — f)al6  -(-  etc. 
lind  gencratiin  alle,  wo  die  exponentes  numeri  a ad  for- 
mulam  generalem  reduciret  werden  können,  summahiles  sind, 
nachdem  die  coelficientes  u,  ß,  y,  etc.  determiniret  werden, 
denn  wenn  gesetzt  wird 


— « i 1 I 1 3 I 1 

° — 1 + 7 + 574  + 2 


• 3.5  j 

ÖXi  + etc‘ 
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/*=» 
r = i • 
s — i- 


i 

’ 2 

1.3 

TÄ 

1.3.5 


”t"  ^ * 
+ 3 


1 3 + 3 . 4-  v . 

' 2.4.6~ 

1.3  5.1 


'2.4.6 


U 
1 .3.5 
’ 2.4.6 
1 .3.5.2 
*2. 4. 6. 8 


etc. 


-1-6 


1.3. 5. 2 
2.4.6.«' 

1.3. 5. 2. 9 


+ 10 


+ 10 


2.1.6.« 

1.3. 5. 2. 9 


2.4.6.8.10 
1 .3.5  19  11 


+ etc 


2.4.6.8.10 

etc. 


20' 


2.4.6.«  lu.12 


etc. 


so  ist  die  series  j4  — ü i,  und  nach  eben  denselben  valoribus 
pro  «,  ß,  y,  Ö,  etc.  wird 

- 1 n~  ■ 


D 


,aa 


ßa*a*  + ya8"‘-+5a4“‘  + etc.  — yV“  = a‘ 


Meine  continuirliche  distractions  sind  zum  Theil  daran 
Schuld,  dass  sich  in  meine  Briefe  manche  Fehler  einschlei- 
chen, die  ich  wohl  verhüten  könnte;  und  so  ist  es  auch  mit 
meinem  letzten  P.  S.  ergangen,  indem  ich  bcy  genauerer 
Betrachtung  desselben  noch  vor  Ankunft  Ew.  Schreiben» 
bemerket,  dass  beyde  quantitates  u und  z auf  solche  Art 
nicht  eliminirt  werden  können,  sondern  eine  davon  übrig 
bleibet,  wie  denn  die  drey  valores  von  u , so  durch  selbige 
drey  aeqtiationes  gefunden  werden,  nichts  anders  sind,  als 


(posito  m~2a  + p — v)  > 


frtt'-f-  » p — m i)2 


in  in  ij  q — ‘2  i (yt  -f-  v)m  a ni m z z 


:uu. 


Die  Solution  , welche  Ew.  in  Dero  letztem  Schreiben  an- 
führen,  hat  wegen  ihrer  Kürze  und  Deutlichkeit  für  den 
vorigen,  in  meinen  Augen  einen  grossen  Vorzug ; nur  die- 
ses scheinet  mir  noch  bedenklich:  dass,  weil  das  differentiale 
von  /fO  — — dq  und  folglich  C.I/  + MO  'ZZ  constanti,  wenn 
dieses  constans  a gesetzt  wird,  nicht  nur  Mm  ein  elementum 
ellipseos,  sondern  die  ganze  curva  ejuaesita  eine  ellipsis 
sevn  wird,  deren  axis  durch  die  focos  C und  0 uehet  und 
— o ist,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  abscissae  CP 
und  die  applicatae  MP  (wie  sie  von  Ew.  durch  r und  u 
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bestimmet  sind)  niclit  ad  ipsum  axem  curvae,  sondern  ad 
rectam  positione  datam  et  per  foeum  C prodiictam  genom- 
men werden  müssen,  es  mag  im  übrigen  r eine  functionem 
qiiameiinque  ipsius  u andeuten. 

Wenn  man  von  nachfolgender  Serie 
, . 5 . 43  . 53t  . 8fi(H 

3 3.5  3.5.T  ^ 3.5.T.»  ~ 

deren  lex  progressionis  diese  ist,  dass  dato  termino  quo- 
cunqiie  A et  exponente  ejus  x,  der  terminus  sequens  sey 

B ’ die  formulam  generalem  geben  könnte,  dürfte 

man  nur  in  dem  termino  generali  setzen  x~-y»  so  würde 
die  area  circuli,  cujus  diameter  — 1,  herauskommen, 

M <1  .1  'I  t ) p I 11  I 

G o 1 d b a c n. 
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LETTRE  XCYIII. 


Eülf.r  ä Goi.nRtr.ii 

Sommair*.  Meinet  sujets. 


Berlin  d.  26.  Juli  1746 

« * 

Für  Dero  horhgeneigte  Gratulation  zu  dein  erhaltenen 

Theil  de*  Pariser  Preises  statte  allen  gehorsamsten  Dank  ab. 
Dieses  war  das  vierte  Mal,  dass  ieh  etwas  von  diesem  Preis 
bekommen.  Auf  das  künftige  Jahr,  da  die  Frage  von  Fin- 
dung der  Zeit  durch  himmlische  Beobachtungen  zur  See  vor- 
gelegt ist,  habe  ich  auch  schon  eine  piöce  hingeschickl.  Die 
Frage  aber  für  1748  ist  meines  Erachtens  so  schwer,  das» 
ich  noch  nicht  weiss,  oh  ich  im  Stande  seyn  werde  etwas 
darüber  zu  verfertigen;  indessen  wollte  ich  mir  von  Ew. 
dazii  eine  schöne  Devise  gehorsamst  ausgebeten  haben. 

Dass  die  Summ  dieser  seriei 

, I i ”("+3)  . "("+»)(«+*)  i • „tr 

* 4 4.8  T 4.8. Ti  +eC' 
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gleich  ist  2",  hatte  ich  auf  eine  sehr  weitläufige  Art  heraus- 
gebracht,  und  kam  mir  um  so  viel  merkwürdiger  vor,  weil 
ich  solches  durch  keine  mir  bekannte  Methode  füglich  be- 
weisen konnte.  Auf  eine  ähnliche  Weise  habe  ich  seit  der 
Zeit  gefunden,  dass  diese  series: 


i + 


n(n-j-3)  4 , /'(» + 4)0+5) „6 
4.8  X ' 4.8.12  X 


”("  + •‘9  0+6)  0+2)  ■ 

4.8.12.16 


+ ete=2-(^ü)\ 


welche  series,  wenn  x~\,  in  die  vorige  verwandelt  wird. 
Setzt  man  xx.  — ~>  so  wird 

1 1 ” I ”(”+3)  i «(«+4)  p+5)  , np  + 5)p  + 6)p  + 7)  . 

'8  ' 8.16  ' 8. 16.24  ' 8.16.24.32  1"  ' 

~ (%•  — 2]/ 2)n.  ' 

Wollte  man  aber,  um  die  Summ  dieser  seriei  zu  finden,  alle 
eoefficientes  evolvircn  und  die  seriem  nach  den  Potestäten 
des  n rangiren,  so  würde  man  auf  so  sehr  verwirrte  series 
kommen,  dass  schwerlich  daraus  etwas  zu  finden  seyn  würde. 
Denn  wenn  man  z.  Ex.  setzt 

* 

I UN/-  I 

-f-  etc.  — 


^ t 2.  ”C«+3)  i *0+4)0 +5) 


4.8  1 4.8.12 

1 -\-  ,jn  +-  yn1  +-  5n*  -J-fn*  -f  etc. 


so  wi 


ird 


13  — T+  + 


4.5 


+ 


5.6.7 


+ 


6. 7. 8. 9 


etc. 


4 ^.8  1 4.8.12  1 4.8.12.16  1 4.8.12.16.20 

welche  series  negative  sumta  ( — ß)  den  terminum  exponentis 

in  dieser  Serie  ausdrückt 

£ 1 ' 3 5 4 S 

1 1,1.  1,1,1.  1 | 1 , 1 , 1 . 

— •p>  0,  Tiv+7!  7TT  “1  T>  ä + 4 '*  If  *■  TT  * 


i+r  + T + T+SS***- 


Digitized  by  Google 


390 


folglich  ist  der  tcrmimis  indicis  — ~ — ß -{-  I,  der  tcrminus 
indins  “ — ß -j-  1 -j-  und  der  tprininus  indicis 

(oo  + -i)  = -0-H+T  + T+T+l+*fct 

der  tcrminus  indicis  oo  alter  ist  4--) — 4 4"  4-4 — 4-1-  etc. 

J 1 4 1 8 1 g 

I)a  • nun  lege  scriei  die  termini  iufinitesiini  einander  gleich  • 
seyn  müssen,  so  wird 

ß< — ! ^ — 5 — I — 1 — »J-.4--L L_L.-L._etc 

wie  Ew.  angemerket.  Dieses  gibt  sich  alter  aus  der  Summ 
der  seriei  A,  welche  ist  ~ 2";  denn,  wenn  12,  oder 


|-T+7-T  + rtr- 


gesetzt  wird  — ß , so  ist 

2 zn  1 4-  ßn  -l-  t-y  4-  770  Hr  TJTÄ  + etc> 
folglich  ist  in  der  angenommenen  Form 
1 4-  4"  yn * 4-  3 n*  4-  tn*  4-  etc.,  y = -i  ß1,  8 = j ß*,  etc., 

welches  aus  der  serie  A seihst  schwerlich  würde  heraus- 
gebracht werden  können. 


Gleiche  Schwierigkeit  würde  man  finden,  wenn  man  auf 
diese  Art  die  Summ  dieser  seriei  suchen  wollte 

-1  «*(**  + 4)  , «*(«’+ 4)(n*  + 16) 

1.2. ..6 


■•  + £*  + 


1 .2.3.4 


nVn»-f ',)(«»+ 16)  (/.»-f  36) 

1.2. ..8  ' - 


Wenn  n — 3,1  VI 59  etc.  und 


— 1 4-  T 


1.2 


7X3+rri  + et0- 


so  ist  die  Summ  dieser  seriei 


n 1 ln./r  . 1 — Inir 

ß=  j e1  + T e ‘ 
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Hingegen  ist  diese  series 


C ....  i 4-  — _l  _i_  "*  ("*4- D (»*+*) 

1 ' i.i  "t”  1.2.3.4  ' ' 

««  («»  + !)(«» +9) 


1.2. ..6 


I . 1 i/ur  , 1 — i nrt 

+ etc.  = - e*  + x « ’ » 


1.2. .8  ' 2 ' 2 

oder  es  ist 

c — 1 4-  "*y*  -I-  — 1 "*y* etc 

• 3.«  ^ 3.6.9.12  ^ 3.6.9.12.15.18^ 

folglirh  hat  man 

**  1 . 1 1.2  , 1.2.3  . 1.2. 3. 4 

18  — 1.2  l"  2.3.4  ' 3- 4. 5. 6 ' 4. 5. 6. 2 8 ' 5.6.7.8.0.10  T r r> 

und 


**  __  1 2 1 , r4  1 2.4.6 

8 — 7 ' ~3  * ¥ ' 3T5*  6'  3.5.7  ' T 


2. 4. 6. 8 1 


3. 5. 7. 9 10 


4 etc. 


Ew.  Erfindung  von  der  Summ  solcher  sericrum 
aa  — ßa*-\-ya* — 5o,e4-  etc. 
wenn  «,  ß,  y,  8,  etc.  gewisse  Werthe  haben,  ist  ungemein 
sinnreich.  Feh  habe  zwar  bald  gesehen,  dass  solche  series 
herauskommen,  wenn  man  den  terminuni  exponentis  -i  in 

dieser  serie  o1,  a 4,  a9,  aie  etc.,  welcher  ist  )/ff,  auf  gewöhn- 
liche Art  suchet;  allein  es  ist  zu  bedauern,  dass  alle  diese 
coefficientes  «,  ß,  y,  8,  etc.  unendlich  werden,  indem 

« = (!-»)"*>  ß = ±(l-i )-*,  y-^ |(l-t)-4, 

8 — — l)  — ^ etc.  werden. 

Der  Zweifel,  welchen  Ew.  gegen  meine  Solution  des  be- 
kannten problematis  catoptrici  zu  machen  belieben,  als  wenn 
dieselbe  nur  allein  die  cllipsiu  gäbe,  wird  dadurch  leicht  geho- 
ben, wenn  man  betrachtet,  dass  (Fig.  25)  das  punctum  0 nicht 
constans,  sondern  variabile  angenommen  wird,  indem  es  ein 

punctum  in  caustica  EOo  ist.  Denn,  ungeacht  ex  natura 
Corr.  ruath.  et  phyi  T.  '■  25 
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reflexionis  ist  CM  MO~Cm-\-  mO,  so  ist  doch  nicht 
diff.  (CM  MO)  — o,  sondern  ~0o,  und  also  CM-\-MO 
— Const.  -4-  arcu  causticac  EO,  welche  Eigenschaft  allen 
causticis  gemein  ist.  Uebrigens  geben  meine  Formuln  solche 
curvas,  welche  offenbar  keine  ellipscs  sind.  Es  ereignet  sich 
hier  nehmlich  eben  der  Fall,  als  bey  Untersuchung  des  radii 
oseuli  MO  einer  krummen  Linie  AM  (Fig.  26).  Denn  ungeacht 
MO  — mO,  so  folgt  doch  nicht,  dass  diff.  M0~  0,  noch 
dass  MO  — Const. , sondern  weil  das  punctum  0 variabile, 
nehmlich  in  evoluta  ist,  so  ist  diff.  MO~mo  — MO~Oo 
und  also  MO  ~ Const.  -f-  arcu  evolutae  EO. 

Wenn  von  der  sene  1 + - + ^ + äXi  + äXTä  + etc* 
der  terminus  ordine  gesucht  wird,  so  wird  derselbe  = 

1 4" 7*4“  etc->  am  welcher  Betrachtung 

3 5 » 9 11 

Ew.  ohne  Zweifel  jene  seriem  gefunden.  Es  ist  aber  merk- 
würdig, dass  die  lex  progressionis  sich  so  bequem  aus- 
drücken  lässt. 


Stirling  hat  angemerkt,  dass  die  Summ  von  dieser  serie 
1 i u i »C»4- 1)  i n(«-4-i)fH-h,3)  . 

t < 1(1+1)  /(<+  .)('  + a)  i(‘  + 0(*-t-'-y(‘  + *)  ' 

i 

sey  — 9 

J . t — u 

ich  habe  aber  gefunden , dass  diese  scrics  noch  weit  gene- 
raler gemacht  werden  kann 

JL  _J_  n j_  11  ('1  + '«)  , + i . 

« I <(!  + *)  r !(»  + «)(*  + *)  "T  1(*  f a)  (<  -|-  (1  + c)  T elL' 


t — u 


wenn  nur  «,  b,  c,  d,  etc.  dergestalt  fortgehen,  dass 
l , t , l , l 

7 + T+  T +•  7 + etc- 
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eine  lummam  infinilam  ausmachen.  Da  nun  solches  geschieht, 
wenn  a,  b,  c,  d,  etc.  numeri  primi  sind,  so  kann  man  sa- 
gen , dass  z.  Ex. 

1,1,13,  1.3.4  , 1 3.4  6 , 

a ' 2.4  ' 2.4.5  ' 2. 4. 5. 7 ' 2. 4. 5. 7. 9 ' ClC  *' 
oder  dass 

3. 4. 6. 8 


1 . 3 , 3.4  . 3.4.6 

4 '4.5'  4.5.7  “'4. 5. 7. 9 


etc.  r r 1. 


.9  1 4.5.7.9.13 

wo  die  factores  der  Zähler  sind  numeri  primi  -f-  1 , die 
factores  der  Nenner  aber  numeri  primi  -|-  2. 

Euler. 
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LETTRE  XCIX. 


Goldbach  ä Euler. 

SOMHAUC.  Mrines  ftujets. 


St.  Petersburg  d.  27.  August  1740, 


So  oft  in  den  summis  serierum  selbst  quantitates  per  series 
infinitas  exprimendae  Vorkommen,  mögen  die  coöfficientes 
ipsius  n wohl  aus  sehr  schweren  seriebus  bestehen;  dass 
aber  die  series 


4.5 


4 1 4 8 ' 4.8.12 

hatte  ich  auf  eine  von 


r etc.  — 1 — j + y * + etc- 
Ew.  Methode  sehr  unterschiedene 


Art,  und  sogar  ohne  die  terminos  -f-  ~ -f-  etc.  zu  evol- 
viren,  aus  diesem  einigen  raisonnement  gefunden:  Weil 
2"  = (I  + 1)"  = 1 + » + etc. 

und  in  dieser  Serie  der  coefficiens  ipsius  n ist 
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<~T  + !*T  + etc-’ 

so  muss  er  auch  in  allen  seriebus  welche  rz  2P  sind,  eben 
denselben  valorem  haben.  Nun  zweifelte  ich  im  geringsten 
nicht,  dass  die  von  Ew.  angeführte  series  nicht  recht  sollte 
summiret  seyn,  und  konnte  dahero  den  valorem  ß mit 
grosser  Gewissheit  angeben. 

Dass  die  in  meinem  vorigen  angenommenen  quantitates 
a,  ß,  y,  etc,  unendliche  valores  andeuten,  habe  ich  wohl 
gewusst,  und  zweifle  sehr  ob  es  möglich  ist,  an  deren  Stelle 
valores  Anitas  zu  substituiren;  warum  aber  « = (t  — 1)  — *, 

1 ^,3 

jS  = -(l  — 1)  * etc.  sehe  ich  noch  nicht  ein. 


Dass  das  punctum  0 (Fig.  27)  nicht  anders  als  in  der  ellipsi 
flxum  seyn  könnte,  hatte  ich  zwar  gesehen,  aber  ohne  genüg- 
same Betrachtung  vermeinet,  dass  weil  OR  in  situ  proximo  in 
Or  verwandelt  würde,  auch  RSzzzdq  das  differentiale  von  OR 
wäre,  folglich  CM  -|-  MO  eine  constans  und  die  ganze  curva 
eine  ellipsis  seyn  müsste;  nach  dem  von  Ew.  gegebenen 
edaircissement  aber  ist  es  deutlich,  dass  Oo  das  diff.  von 
CM-\-  MO  sey,  und  dahero  RO  in  situ  proximo  ro  werde, 
so  dass,  wenn  RO  — iv,  rozz.iv  — dq-\-Oo  seyn  muss. 
Es  ergibt  sich  auch  aus  dieser  Figur,  dass  wenn  CR  ein 
maximum  ist,  die  puncta  0 und  R in  axe  Zusammenkommen, 
und  so  oft  dieses  geschichet  CM~CN  seyn  müsse. 


■ Die  summa  seriei 

“(«+«) 


J_  i » | »(“+*)  ■ "(4a)(“+ft)  j t < 

lässt  sich  folgendergestalt  Anden : Sit  b zz  c zz.  d — etc.  — 0 
erit  ipsa  series  A 

— 1 X “ I »(»+•){*  I “ ! I “'.I  et..\ 

— t + <(<  + „)  + t(t+a)  \t  I tt  + <*  ■ et  7 
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i , • 1 | u , uu  . u*  , . i 

hoc  e*t.  Ob  - 4-  77  + 7*  + pf  + etc.  - — » ent 

t t I » . »(»+«) < 

t "T"  <(*+«)  *(t-fa)(<  — «)  t—u’ 

Sit  c z ~d~e~  etc.  zz  0 , erit  ipsa  series 


J = 1 


“ I _J»(“+a)  _ 


I “(“+«)(«+*)  fi  , “ , “«*  , '**  , \ 

+ 7(7+«)  (t-j.fr)  {j  + Tt  + 7*  + T'  + etcv’ 


seu 


_A  — 1 1 “ i “(«+<0  i »C»+a)(u+ft)  * 

t ^ «(<+<»)  t((+a)(<4-6)  ‘+‘ *(<+«)(*+<>)  (*-<0_  t-u 

Eben  dic*e  Eigenschaft  haben  c,  d,  e et  alii  lusus  naturae , 
wenn  sie  so  weit  als  man  will  reales,  alle  übrige  aber  zz  0 
gesetzt  werden. 

Goldbach.  - 


aaV  *»  * 
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LETTRE  C. 


Euler  ä Goldbach. 

So  M MAIRE.  Mlraoire  sur  lei  perturbationi  de  Saturne  et  de  Jupiter  Theorie  de 
la  Lune.  IWponie  ä U lettre  prdc^dente. 


# Berlin  d.  20  September  1746. 

Für  die  mir  gütigst  überschickten  Devisen  zu  mei- 
ner künftigen  pifcce  über  die  Verwirrungen  der  Bewegungen 
des  1?  und  Qa  statte  allen  gehorsamsten  Dank  ab.  Solche 
schicken  sich  vollkommen  auf  die  Art.  meiner  Abhandlung. 
Ich  habe  davon  die  mittlere  erwählet,  als  welche  mir  mit 
meinem  Vortrag  auf  das  Genaueste  übereinzukommen  schien. 
Ich  habe  dabey  jetzt  alle  Schwierigkeiten  fast  gänzlich  über- 
wunden, welche  von  einer  ganz  andern  Art  sind,  als  die, 
so  ich  bey  dem  Mond  angetroffen:  denn  der  Saturnus  be- 
hält beinahe  eben  die  Bewegung,  als  wenn  er  von  der  Sonne 
allein  angezogen  würde,  und  wird  nur  von  dem  Jupiter 
etwas  wenig  verwirrt,  dahingegen  die  Bewegung*  des  Monds. 
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«ich  grosscntheil«  nach  der  Kraft  der  Erde  richtet  und  von 
der  Kraft  der  Sonne  etwa«  geändert  wird.  Beide  Fälle  ha- 
ben diese«  gemein,  dass  die  Verwirrungen  sehr  klein  sind, 
und  eben  dieses  ist  das  einzige  Mittel  die  Schwierigkeiten 
der  Rechnung  zu  überwinden,  indem  die  ganze  Sach  auf 
Approximationen  ankommt.  Es  wären  aber  Casus  möglich, 
wo  man  auf  keine  Art  die  Bewegung  eines  Planeten  würde 
bestimmen  können.  Es  ist  klar,  wenn  der  Mond  sehr  viel 
weiter  von  der  Erde  entfernt  wäre,  derselbe  alsdann  kein 
«atelles  der  Erde  mehr  seyn,  sondern  als  ein  plancta  pri- 
marius  seinen  Lauf  um  die  Sonne  verrichten,  dabey  aber 
von  der  Erde  einige  Verwirrung,  wie  der  Saturnus  vom 
Jupiter,  leiden  würde;  welche  Bewegung  noch  könnte  be- 
stimmt werden.  Wenn  aber  der  Mond  von  der  Erde  nur 
so  weit  entfernet  wäre,  dass  die  beiden  Kräfte  der  Sonne 
und  der  Erde  einander  beinahe  gleich  würden,  und  der 
Mond  also  weder  ein  plancta  primarius  noch  ein  satelles 
der  Erde  seyn  könnte,  so  würde  seine  Bewegung  so  irre- 
gulär seyn,  dass  dieselbe  auf  keinerley  Art  und  Weise  be- 
stimmt werden  könnte.  Es  ist  demnach  ein  grosses  Glück 
für  die  Astronomie,  dass  sich  kein  solcher  Fall  in  unserm 
systemate  planctario  befindet.  Wenn  der  Mond,  anstatt  dass 
er  jetzt  ungefähr  60  radios  telluris  von  uns  entfernt  ist, 
etwa  300  radios  weit  weg  wäre,  so  würde  sich  der  er- 
wähnte Fall  ereignen.  — llernach  habe  ich  auch  angemerkt, 
dass  wenn  der  Mond  bey  seiner  gegenwärtigen  Entfernung 
nur  entweder  eine  grössere  Excentricität  hätte,  oder  seine 
orbita  nach  einem  weit  grösseren  Winkel  auf  die  Ecliptic 
inclinirt  wäre,  auch  alle  bisherige  Kunstgriffe  nicht  hinrei- 
chend seyn  würden,  seinen  Ort  nur  ungefähr  voraus  zu 
bestimmen.»  Da  sich  nun  auch  dieser  Fall  nicht  in  unserm 
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systemale  befindet,  so  scheinet  es  allerdings,  dass  die  Ein- 
richtung dieses  systematis  nach  den  Granzen  unserer  Er- 
kenntnis gemacht  worden,  und  dass  sich  vielleicht  solche 
Fälle  nur  in  andern  systematibus,  wo  die  Einwohner  einen 
hohem  Verstand  und  tiefere  Einsicht  in  die  analysin  be- 
sitzen, befinden.  Denn  nach  der  lege  mutuae  gravitationis, 
wornach  sich  alle  Bewegungen  in  der  Welt  zu  richten 
scheinen,  beruhet  die  Bestimmung  der  Bewegung  solcher 
Cörper  auf  der  Integration  einiger  Differentio-differential- 
Aequationen,  und  kommt  also  die  ganze  Sach  auf  unsere 
Fähigkeit  in  der  analysi  an. 

Dass  die  coeffirientes  a,  ß,  y,  8,  etc.  bey  Ew.  neulich 
übcrschrichenen  Formul  nicht  nur  alle  infiniti  werden,  son- 
dern auch  per  potestates  negativas  des  binomii  t — 1 aus- 
gedrückt werden  können,  habe  ich  also  gefunden:  Es  sey 
vorgelegt  diese  series: 

a^,  aB , ac , aD , aE , aF , etc. 
wovon  der  terminus  indici  x respondens  seyn  soll  a x,  so 
wird 

‘)(*  (ac-2a*  + a' ) 


(x  — l)(x -«)(*  — 3) 
1.2.3 


{al>—  3ac-f-3aÄ—  aA)  -f-  etc. 


Es  sey  — — "21,  (*~  0(x~?)  — — **  _ 


l . '1 


- ?l  - 93,  ^93=G. 


G — ©etc.,  so  wird 
ax—  aA(i  — H + 33  — G 33  — etc.) 

-f  un  (7(  — 233  -f  3G  — V33  + 5G  — etc.) 

+ ac(93  — 3G-f  633  — 10®  + 153  — etc.) 
-I-  a p (G  — *5D  •+•  10G  + 205  — 35®  — etc.) 


ctc. 
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Wenn  also  gesetzt  wird 

ax  — aax  -j-  ßaB  “I"  yflC  + 5a  ^ etc. 

so  wird 

(*— 0 , <*  -!)(*-  2)  (x-l)(x-3)(x-3)  , 

«_  i — J -t  rä  1.3.3  ^ 

= (1-1)— 

wie  aus  der  Evolution  erhellt 

(x_l)  3(x-1)(x-2)  5(x-l)(x-2)(x-3) 

P — | 1.3  ' 1.2.3 


• etc. 


l 

X — 2 


=(«-»)(» 

=<» — 1)(* — o 

,=t=Sf=S(,- 


(x-3)  (x-2)(x-3) 


1.2 


— etc.^ 


3(x-?)  6 (x  — 3)  (x  — 4) 

i ' 3.4 

IO(x-3)(x-»)(x-5)  et(.  ^ 


3=(*-1^*-^(*~3?(1  — t)»-4  etc. 


Man  darf  also  nur  jetzt  setzen  x ~ —• 
Ew.  Demonstration,  dass 


T + i? 


■4- 


u(l.+rt) 


+ etc.  = 

' / — U 


ist  meines  Erachtens  die  einzige,  wodurch  dieser  lusus  na- 
turae  bewiesen  werden  kann.  Inzwischen,  wenn  für  a,  b, 
c,  etc.  t und  u determinirte  Zahlen  angenommen  werden, 
so  bekommt  man  öfters  series,  deren  Summation  man  nicht 
vermuthen  sollte 

Euler. 
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LETTRE  CI. 

GoLDBtcu  ä Euler. 

So  mm  Al be.  Sur  la  »4rie  des  lettres  prlrldentes. 


St  Petersburg  d.  35.  October  1746. 


Die  Nachricht,  so  Ew.  aus  Petersburg  bekommen,  dass 
Ihre  Kais.  Majestät  mich  mit  ansehnlichen  Gütern  in  Liefland 
begnadiget , ist  in  so  weit  gegründet,  dass  Höchst  Dieselben  . 
mir  das  Gut  Wolmarshof,  welches  jährlich  1400  R°  Arende 
trägt,  ad  dies  vitae  Allergnädigst  geschenkt  haben.  Was  aber 
die  akademischen  Angelegenheiten  betrifft,  so ‘habe  ich  mich 
derselben  schon  seit  A.  1742  gänzlich  entschlagen. 


In  der  serie  — 


+ 


“(»+■») 


-f-  etc.  finden  sich 


*(<+“)'  <(l-p  «)(<-}- 6) 
zwey  Eigenschaften:  1.  dass  man  dadurch,  data  summa  et 
datis  quibuscunque  terminis  ab  initio,  die  seriem,  cujus 
summa  data  est,  finden  kann;  2.  dass  man  von  unzähligen 
seriebus  demonstriren  kann,  dass  ihre  sununae  unendlich 
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gross  sind,  welches  ohne  dieses  adminiculum  sehr  schwer 
seyn  würde,  z.  Ex.  wenn  ich  singuios  terminos  serici 

. u (h  -f-  o) 


T+r< 


-f-  etc. 


aequales  setze  singulis  terminis  hujus: 

1,1  1 | l , 

i-T+T~l  + T~ctc--n> 

und  alsdann  alle  quantitatcs  a,  b,  c,  etc.  durch  u et  con- 
stantes  deterrninire , so  muss  folgen,  dass  die  series 

T + 7 + f + etc* 

nur  in  dem  einen  casu  unendlich  gross  werde,  wenn 

tn  — l 


u : 


Goldbach. 
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LETTRE  CII. 

Edler  k Goldbach. 

So  Mil  Al  re.  Theorie  du  moavement  de  la  Lu  ne.  Tables  du  roouveroent  de  Satume, 
Suite  sur  la  tlrie  pr^c^dente. 

Berlin  d.  29.  November  174«. 

Ich  hoffe  nächstens  allhier  meine  neue  theoriam 

motus  Lunae  unter  die  Presse  geben  zu  können,  und  glaube 
dieselbe  so  weit  gebracht  zu  haben , dass  man  durch  Hülfe 
meiner  daraus  verfertigten  tabularum,  den  locum  Lunae  je- 
derzeit so  genau  bestimmen  kann,  dass  der  Fehler  niemals 
über  100  Secunden  austrägt,  da  nach  den  Cassinianischen 
Tabellen  der  Fehler  sich  bisweilen  auf  15',  nach  den  besten 
englischen  aber  auf  6'  belaufen  kann. 

Ich  werde  jetzt  auch  anfangen  neue  tabulas  motus  Sa- 
turni  zu  verfertigen,  nachdem  ich  die  perturbationemta  Jove 
oriundam  bestimmt-  Dieses  ist  um  so  viel  nöthiger,  da 
M.  le  Monnier  in  seinem  Werk:  Introduction  dans  V Astronomie 
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bemerket,  das»  der  locus  -fc  eomputatus  nach  den  besten 
Tabellen  bisweilen  um  einen  halben  Grad  a loco  observato 
differire. 

Dass  man  vermittelst  der  series  • 


l 1 [ u 

t—u  T ' <77+ 


4 etc. 


<(/+«)  1 <(<+«)  (<+*) 
eine  seriem  angeben  kann,  deren  summa  data  und  termini 
quotvis  ab  initio  gleichfalls  dati  sind,  scheinet  frcylich  dem 
ersten  Anblick  nach  sehr  merkwürdig  zu  seyn.  Wenn  inan 
aber  bedenket,  dass  die  daher  entstehende  series  nicht  regulär 
seyn  werde,  so  lässt  sich  eben  dieses  auf  unendlich  viel 
andere  Manieren  gleichfalls  bewerkstelligen.  Als,  ich  wollte 
eine  seriem  geben , deren  Summ  — 5 und  deren  6 erste 
termini  seyn  sollen  a-\-b-\-c-\-d-\-e-\-f,  so  suche  ich 
eine  seriem  quameunque,  deren  Summ  — S\  solche  sey 
S — 4 ß 4 C D -\-  E etc.  Hernach  wird  seyn 

S — a b -\-  c -\-  d.  e (A  — a)  -f-  (B  — 6)  4"  (C — c) 

io  n iz  ia  >4 

-j-(D—d  4-  (E  — e)  + (F—  7)4-  G-f  if  4- etc. 

Was  die  andere  Eigenschaft  der  angeführten  seriei  betrifft, 
dass  man  aus  derselben  von  unzählig  viel  seriebus  beweisen 
kann , dass  ihre  Summ  unendlich  gross  sey , scheint  ebenfalls 
sehr  merkwürdig  zu  seyn,  allein  bey  der  würklichen  Ap- 
plication kommt  man  immer  auf  solche  series,  wo  die  Sach 
vor  sich  selbst  klar  vor  Augen  liegt.  Denn  wenn  die  series 

r-„ -7  + 7(744  + 7ci+«K«+fc)  + etC-  wahr  ,9t>  80  nU,M 

der  terminus  infinitesimus  °<r  =0  seyn, 

welches  geschiehet,  wenn  ~ 4"^ — b ^ 4 ^ "b  etc-  — °°- 
Vergleicht  man  nun  diese  seriem  mit  einer  vorgelcgten  serie 
5 = >4  4-  B 4 C 4 4 E 4-  F 4 etc.. 


so 


wird  t 
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u — und  ferner  a ~ --- 

A o B 


i f^+Ä>  i 

» c 


1 A 

A ~BS 

W+B  + C) 


*=*- 


A 
1 

« + i 
ABS 


CS 


D 


US 


etc.,  folglich  wird 


+ !+4+T  + e*-  = 


A(S-A)  - BS 


S + 


ACS 


Ans 


A (•—  A — B)  — CS 


A ( S — A — B — C)  — US 


dH + etc. 

Wenn  nun  die  summa  seriei  vera  ist,  so  ist 
S — A — B — C — D — etc.  — 0 

und  werden  folglich  hier  alle  termini  inünitesimi  ~ 

azs  A 

A.»  — ZS  — A> 

folglich  alle  finifae  magnitudinis.  Dieses  erhellet  noch  deut- 
licher aus  der  Form  elc>  welche  bey  die- 

<-j-A)  (t-j-c)  etc.  J 

ser  Application  wird 

S — A S-A-B  S—A—B  — C S-A  — B — C-l) 


S-A 


S — A — B 


S-A-B-C 


etc. 


und  folglich  wird  der  Werth,  continuatione  in  infinitum  in- 
stituta  — t—d. — - — 1 n — E — etc.^  welcher  augenscheinlich, 

im  Fall  die  Summ  wahr  ist,  gleich  0 wird. 

Es  ist  ein  Mathematicus  in  Ostfriesland  Namens  Jacobus 
Adami,  welcher  mich  neulich  um  die  interpolationem  hujus 
seriei  gefraget 

1 f t | 2 • | H «j  i 62  q * 

*+  3 * -f-  etc.  31  S, 

welche  series  die  tangentem  arcui  x respondentem  expri- 
mirt  und  entstehet  ex  conversione  hujus  seriei 
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loh  habe  ihm  darauf  geantwortet,  das*  der  terminus  rae- 
dius  inter  primum  x et  leaundum  y®*  *c7 

3 x*  0 + + h + b + h + ctc) 

Hernach  ist  der  terminus  medius  inter  seeundum  y®*  et 

tertium  — x — 

15 


3*4  0 +^+ h + Ä + e,c) 

*1 

Ferner  ist  der  terminus  medius  inter  tertium  — x*  el  quar- 

15  1 

17  7 356  , /.  , 1 , 1 - 1 , 1 - . \ 

tUm  315*  = Cl+^  + ^+^  + ^ + etV 

Euler. 
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LETTRE  CI11. 

Euler  ä Goldbach. 

Sommaikf.-  Loi  d’apres  iaquelle  procedent  les  MMDines  d«*s  diviseurs  des  norobres 
natnreL- 


Berlin  d.  I.  April  1747. 

— — Letztens  habe  ich  eine  sehr  wunderbare  Ordnung  in 
. den  Zahlen , welche  die  summas  divisorum  der  numerorum 
naturalium  darstellen,  entdecket,  welche  mir  um  so  viel 
merkwürdiger  vorkam,  da  hierin  eine  grosse  Verknüpfung 
mit  der  Ordnung  der  numerorum  primorum  zu  stecken 
scheint.  Daher  bitte  Ew.  diesen  Einfall  einiger  Aufmerksam- 
keit zu  würdigen. 

Wenn  n einen  numerum  quemeunque  integrum  affir- 
mativum  bedeutet,  so  soll  fn  die  summam  omnium  diviso- 
rum hujus  numeri  n anzeigen.  Also  wird  seyn 

Corr.  muth  et  phys  T /-  Qg 
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/»  = ‘ 

/2  = 1 + 2 = 3 
/3=  t +3  = k 
/'*—  1 +2  -f  * = 7 

/\r>  = t 45  = 6 

/«  = 1-42-1-34-6  — 12 

./  7 = 1 4-7  = 8 

/8  = t 4-2  4-  * 4-8=  15 


1/9  = I -4-34-9  = 13 
/10=  14-2  + 54-10 -18 
/II  = H-tl  = 12 
/!2=  1 4-2+ 3-|-*+ 64-12=28 
/ 1 3 = 1 4 13  ~ 1* 

/1*  = 14-2-47+1*  = 2* 
/l5  = l-)-3-f  5415=2* 
/16=  1-1-  24-  *4-84-16  = 31 


etc. 


Diese  Bedeutung  de»  Zeichens  / vorausgesetzt,  so  habe  ich 
gefunden  dass 

fn  —f[n — 1 4\An — 2) — /\n — 5; — J\n  — 7)4-/n  - 12) 

4 -/(n — 15)  — /(u — 22) — /(n  — 26)4-  etc. 
wo  immer  zwey  Zeichen  -j-  und  — auf  einander  folgen. 
Die  Ordnung  der  abzuziehenden  Zahlen  t . 2.  5,  7,  12,  15  etc. 
fällt  aus  ihren  Difi’orenzen,  wenn  dieselben  alternatim  be- 
trachtet werden,  sogleich  in  die  Augen,  als 

1,  2,  5,  7,  12,  15,  22,  26,  35,  *0, 

Di  ff  t.  3.  1,  5,  3,  7,  *,  9,  5,  11, 

51,  57,  70,  77,  92,  100,  1 1 7 , 126,  1*5  etc. 

Diff.  6,  13,  7,  15,  8,  17,  9.  19  etc. 

Ferner  ist  zu  merken,  dass  man  in  einem  jeglichen  Fall, 
nicht  mehr  termino»  nehmen  müsse,  als  hi»  man  ad  niune- 
ros  negativus  komme,  und  wenn  ein  solcher  terininus  f 0 
vorkommt,  so  muss  dafür  die  vorgegebene  Zahl  n selbst  ge- 
schrieben werden,  also  dass  in  quovis  casu  /0  = n.  Fol- 
gende Exetnpel  werden  zur  Erläuterung  der  Wahrheit  dieses 
theoreinatis  dienen: 
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Wenn  *o  wird 

t.  n=  1 : / i—/0—i 
2.  4=2:  f 2=/l  4-/0:=i-i-2=3 
3.11—3:  f 3—ßl-¥j\—3  + \ — \ 

\ n—h:  f k—f3+/2—k  + 3 — l 
5.4=5:  / 5 —/\  -h/3 -/'0 :=  7 -t- V - 5 — 6 
6.n=6;  f 6=/5+ /k-/l  =6+7-1  = 12 
7.4=7;  / 7=;/6  V'5  -/2-/0  = 124-6  — 3 —7  = 8 
8.4=8;  / 8=/74/6-/3-/l=:84-l2-k-i  = 15 
9.4=9;  / 9i=/8-h/7— /\— /^ä  — 154-8— 7 — 3 — 13 
10  n=10;/'10=:/94-/8  — /‘5  — ;/ 3 = 134-15  — 6 — =;  1 8 

1 1.  n=  ll:/tt—/l04-/9-/6-/\  — 184-13-12  7 = 12 

1 2.  4=  1 2 ;/t  2=/l  1 4-/1 0 -fl -fl  4/0  = 12-r  1 8-8  -64- 1 2=28 

etc. 

Der  Grund  dieser  Ordnung  fällt  um  so  viel  weniger  in 
die  Augen,  da  man  nicht  sieht,  was  die  Zahlen  1,  2,  5,  7, 
12,  15  etc.  für  eine  Verwandtschaft  mit  der  natura  diviso- 
rum  haben.  Ich  kann  mich  auch  nicht  rühmen,  dass  ich 
davon  eine  demonstrationem  rigorosam  hätte.  Wenn  ich  aber 
auch  gar  keine  hätte,  so  würde  man  an  der  Wahrheit  doch 
nicht  zweifeln  können , weil  bis  iiber  300  diese  Regel  im- 
mer eingetroflen.  Inzwischen  habe  ich  doch  dieses  thcorema 
aus  folgendem  Satz  richtig  hergeleitet. 

Wenn  5-  = ( 1 — x)  ( 1 — x2)  ( 1 — xtj  ( 1 — x4)  (t  — x5)  etc. 
in  intinitum,  so  ist  auch  s — 1 — x — x*  -f-  xs  -f  x1  — x11 
— x,s  -\-x21  -f-  xls  — x*s  — x40  -f-  etc.,  wo  die  exponentes 
des  x eben  diejenigen  Zahlen  sind,  welche  oben  vorgekom- 
men; und  wenn  dieser  Satz  seine  Richtigkeit  hat,  Wie  ich 
nicht  zweifle,  ungeacht  mir  hier  eine  demonstratio  rigorosa 
fehlt,  so  ist  auch  das  angeführte  theorema  völlig  gegründet. 
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Denn  aus  dem  doppelten  VVertli  von  s bekomme  ieh  erstlich 

ds — dx  7xdx  3x*dx  ix,dx  5t * dx 

j 1 — .r  1 — x*  1— x*  1 — x4  1— xs  e C' 

und  dann 

d.\ — dx-Vxdx- f 5t4  dx-\-1  x*  dx  — 12  x' 1 dx  — l!txl*dx-\-  elc. 

. + — x**  — xlk-gelc. 

. . . . . l_?x-5x4-Tx*-fH.t,,-f  15x‘4-etc.  _ 

folglich  18t  , _x_x2+x*^.x»_xw_,i»^.etC.  — 


1 _L_  7x  •**  I J * I I I 

1 —X  ' 1 — X*  ' t — x*  ' t — x*  ' 1 — a4  ' 1 — X*  ' 

wenn  aber  alle  diese  letzten  Brüche  in  progressiones  geo- 
metricas  verwandelt  werden,  so  bekommt  man  für  dieselben 

4 x‘4-  x'4-etc 

.*» 


3x* 


5 x4 


6x‘ 


etc. 


1+  X+  x*+  x+  x4-f  x‘-f  x*-|-  x’+  x’-f  x*-f 
4-2x  +lr  -f^x*  +2x?  -f  Ix 


+ 3x 


+3x 


+ 3x 


+ 4x 


+ ** 


+ 1* 
+ 3x‘ 
+ **’ 


qtt  mi 

d *i  *«t  1 
! 


+ 5x 


4- 


Cr.- 

faß  -nh 

■et  ,-fi 


6.r 


+• 


Ul  0*1 

Mgk 


-(-  6i 

x 

7.  8 9.  10  II  1* 

-j-8  .r--|“9**  “I“  10*4“  1 l.r-j-  n.t-j-  I3jc-|-etc. 


dns  ist : 

1 +fl  x -f-/3  x’+/'.x3-f  /5x*4-/6x‘-f  /lx*+fH  r+yax'-f/IOx’+elc.  = 

1-f-2x  — 5x4 — Tx*-|~lliJ11  -f-  I5x14  — «r11  - 2fix*  4 -g  33x34  + tlc. 

1 — x—  x^-|-xs-|-.r,  — x14  — x14-f-x**-J-x‘*  — x4i  — rlc.  ’ 

woraus  das  gegebene  theorema  leicht  fliesst.  Man  sieht  aber 
zugleich,  dass  dasselbe  nicht  so  obvinm  ist,  und  dass  zwei- 
felsohne darin  noch  schone  Sachen  verborgen  liegen  müssen. 

E u I e r. 


fctono^n  o<  tun 

» -f  oiVr. 


.iah  d nte  ist  iw  'V*JtluT' 

**  " 


LETTRE  CIV. 


Goldbach  ä Euler. 

Som  MAIRE.  Theo'eroe  d'analyie.  Chaque  notnbre  est  - il  vrfritablement  compos^ 
de  troi»  nombres  trigonaux  ? 


St.  Petersburg  d.  IS  April  1747. 

Die  Observation,  welche  Ew.  mir  communiciret  haben,  schei- 
net mir  bereits  durch  die  angeführte  Induction  dermaasscn 
erwiesen,  dass  man  auf  deren  Wahrheit  hundert  gegen  eins 
halten  könnte.  Sonst  haben  Ew.  schon  längst  angemerket, 
dass  A . . . { 1 — x)  (1  — xx)  ( l — x* ) ( I — x* ) etc.  — 
B.  . . 1 — x — xx  -|-  xs  x 1 — x 11  — xIJ  -f-  etc.  und  ich 
erinnere  mich,  dass  ich  daraus  die  an  sich  selbst  sehr  leichte 
consequence  gezogen,  dass  wenn  die  potestates  ipsius  x in  B 
verdoppelt  werden,  und 

C—  i — xx  — x4  -f-  x'°  -(-  x14  — x14  — xso-f-  etc. 
gesetzt  wird,  alsdann 

•jf  — (1  — *)  (1  — **)  (I  — x5)  (1  — x1)  etc. 

seyn  muss. 
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Von  der  Wahrheit  eines  andern  theorcmatis  bin  ich  bey 
weitem  nicht  so  persuadiret,  nchmlich  dass  eine  jede  Zahl 
aus  dreyen  trigonalibus  bestehet,  oder  dass  ein  jeder  nu- 
merus  hujus  formae  8m-|-  3 eine  summa  trium  quadrato- 
rum  sey.  Ew.  haben  mir  schon  vor  einigen  Jahren,  wenn 
ich  mich  recht  erinnere,  gesaget,  dass  Fermatius  selbiges 
seinem  Berichte  nach,  demonstriren  können;  zu  dergleichen 
Demonstration  aber  halte  ich  die  inductiones  für  unzuläng- 
lich, weil  man  unzählige  Excmpel  pro  valoribus  m angeben 
kann,  die  zwar  zutreffen,  allein  zur  Generalität  des  Satzes 
nichts  contribuircn  (als  ex-  gr.  wenn  m diese  Form  hat 
bb  -j-  bc  -f-  cc).  Wenn  man  aber  nur  beweisen  könnte,  dass 
(2p  — t)*-)-k2  allezeit  eine  summa  trium  quadratorum  sey 
(ich  habe  es  nur  bis  auf  den  casum  p—  17  probirct),  so 
hielte  ich  davor,  dass  zur  völligen  Demonstration  des  theo- 
reinatis  ein  guter  Anfang  gemacht  seyn  würde.  Indessen 
sehe  ich  nicht,  wie  man  es  demonstriren  will,  ohne  zugleich 
eine  Methode  zu  finden,  wodurch  die  tria  quadrata  selbst 
angegeben  werden  können.  Aber  zu  beweisen,  dass  ein  je- 
der numerus  aus  dreyen  trigonalibus  uno  affirmativo  et  duo- 
bus  negativis  bestehet,  ist  bey  weitem  nicht  so  schwer. 

Aus  den  Zeitungen  von  gelehrten  Sachen  ist  zu  ersehen, 
dass  ein  gewisser  II.  Mizler  über  Ew.  Buch  von  der  Musik 
Anmerkungen  gemacht.  Weil  mir  dieselben  ganz  unbekannt 
sind,  so  bitte  mir  nur  mit  ein  paar  Worten  zu  melden,  was 
Sie  davon  halten.  Die  neue  Logik  des  Hn.  Knutzen,  die 
ich  auch  noch  nicht  gesehen  habe,  wird  in  den  gel.  Z sehr 
gerühmet 

Goldbach. 
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Euler  ä Goldbach. 

Som  maire  Mernes  sujets  Theoreme«  de  U throne  des  norabres 


Berlin  d.  6 Mai.  170. 

Der  Anmerkung,  welche  Ew.  über  die  Gleichheit 

A .  . . . (1  — x)  (I  — x%)  (t  — x*)  (1  — x*)  etc.  ~ 

B . . . . 1 — x — x4  -f-  x*  -(-  x’  — etc. 
gemacht,  da«*,  wenn 

1 — x * — x*  -+-  xi0  -)-  xu  — x44  — x*°  4*  etc. , 

q 

alsdann  sey  — — (1  — x)(l — x5)(l  — x5)  etc. , erinnere 
ich  mich  noch  wohl.  Ich  habe  aber  weder  daraus,  noch  au« 
andern  Betrachtungen,  die  Gleichheit  zwischen  den  Formuln 
/(  und  B richtig  darthun  können;  denn  dass  A~B  und 
dass  in  B die  Exponenten  von  x just  nach  dieser  serie 
t,  2,  5,  7,  12,  15,  22.  26,  35,  4-0,  etc.  fortgehen,  habe 
ich  auch  nur  per  inductionem  geschlossen,  welche  ich  zwar 
*o  weit  fortgesetzet , dass  ich  die  Sach  für  völlig  wahr  hal- 
ten kann;  allein  ich  wäre  sehr  begierig  davon  eine  demon- 
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strationem  directam  zu  sehen,  welche  gewiss  zu  Entdeckung 
vieler  anderer  herrlichen  Eigenschaften  der  Zahlen  den  Weg 
bahnen  würde;  bisher  ist  aber  alle  meine  darauf  gewandte 
Mühe  umsonst  gewesen.  Gleichfalls  habe  ich  bisher  auch 
nicht  das  gemeldte  th^orema  Fermatianum,  dass  eine  jede 
Zahl  eine  summa  trium  trigonaliuni  sey,  dcmonstriren  kön- 
nen, welches  freylich  darauf  beruhet,  dass  eine  jede  Zahl 
von  dieser  Form  8m4-  3 in  drey  quadrata  zertheilet  wer- 
den könne.  Ich  habe  aber  dieses  theorema  auf  folgendes 
gebracht:  Proposito  numero  quocunque  m,  ab  eo  semper 
ejusmodi  numerum  trigonalem  subtrahere  licet,  ut  residui 
quadruplum  unitate  auctum  sit  numerus  primus.  Wenn 
dieses  bewiesen  werden  könnte,  so  wäre  auch  jenes  ausser 
Zweifel  gesetzt.  Von  diesem  aber  will  ich  der  Deutlichkeit 
halber  etliche  Exempel  hersetzen: 


— il5  — 

Bisher  trifl’ts  immer  zu,  dass  zum  wenigsten  ein  nume- 
rus  primus  herauskommt:  und  da  in  grösseren  Zahlen  im- 
mer mehr  casus  Vorkommen,  so  ist  sehr  wahrscheinlich, 

dass  sich  unter  denselben  zum  wenigsten  immer  ein  primus 
befinde,  oder  ein  solcher  compositus,  der  ein  Quadrat,  oder 
in  zwey  quadrata  resolubel  ist.  Es  ist  auch  eben  zur  De- 
monstration des  erstereil  nicht  nöthig,  dass  bey  dem  letztem 
sich  unter  den  4-  rcsid.  1 ein  numerus  primus  befinde. 
Wenn  darunter  nur  entweder  ein  quadratum  vorkommt, 
oder  eine  Zahl  per  nullum  hujusinodi  numerum  kp — I 
divisibilis,  so  kann  daraus  die  Demonstration  des  ersteren 

hergcleitet  werden.  Der  Grund  davon  beruhet  hierauf:  ich 

kann  nun  beweisen,  dass 

I.  Omnem  numerum  primum  hujiis  formae  'in  -j-  1 esse 
summam  duorum  quadratorum. 

II.  Omnem  quoque  numerum  non  primum  formae  kn-\-  f, 
dummodo  nullum  haheat  divisorem  formae  ip — 1,  esse 
summam  duorum  quadratorum. 

Es  sey  also  in -f  l vel  primus  vel  saltem  non  habetis 
divisorem  formae  kp — 1,  so  ist  in-j-1  und  folglich  auch 
ejus  duplum  8n  -(-  2 summa  duorum  quadratorum.  Wenn 
also  8m  -f-  3 ~ 8n  2 -f-  aa , so  ist  8m -f1  3 in  tria  qua- 
drata resolubel.  Es  wird  also  8m-f-l  zr  8n-(-aa;  man 
setze  a so  wird  8m  zz  8n  f-  kxx  -f-  kx  und 

n — m ( xx  -f  a?) . Denotante  ergo  m numerum  quem- 

m 

cunque,  wenn  man  nur  immer  von  m einen  solchen  nu- 
merum trigonalem  subtrahiren  kann,  dass  der  Rest  k mal 
genommen  -j-  1 keinen  divisorem  formae  kp  — f hat,  so 
kann  8m-f-3  in  drey  quadrata  resolvirt  werden.  Dass  aber 
eine  jede  Primzahl  von  dieser  Form  in  -f-  1 allzeit  eine 
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summa  duorum  quadratorum  aey,  dafür  habe  ich  nach  lan- 
ger Mühe  endlich  folgende  Demonstration  gefunden,  welche 
sich  auf  verschiedene  Präliminarsätze  gründet,  so  zwar  ge* 
meiniglich  für  wahr  angenommen  werden,  wovon  ich  doch 
gleichwohl  noch  keine  gültige  Demonstration  gesellen,  und 
also  diese  zu  suchen  nüthig  gehabt  habe. 

T/ieor  1.  Produetum  ex  duobus  minier is,  quorum  uter- 
que  cst  summa  duorum  quadratorum,  est  quoque  summa 
duorum  quadratorum.  * 

Demonsl.  Sint  aa  -j-  bb  et  cc  dd  duo  numeri  propo- 
siti , erit  produetum  aa  cc  -}-  aa  dd  -f-  bb  cc  -)-  bb  dd  — 
(ac  -j-  bd)1  (ad  — bc )*  — (ac  — bd)x  -f-  (ad-\-bc)x,  ergo 
duplici  modo  summa  duorum  quadratorum.  — Diese  De- 
monstration ist  zwar  gemein,  nicht  aber  die  folgenden. 

T/ieor.  2.  Si  summa  duorum  quadratorum  aa  -}-  bb  (exi- 
stentilnis  a et  b numeris  inter  sc  primis)  fuerit  di visihi I is 
per  numerum  primum  formae  pp  -f-  qq,  tum  ctiam  quotus, 
ex  divisione  resultans,  crit  summa  duorum  quadratorum. 
(Dieses  theorema  folget  nicht  aus  dem  vorigen  nothwendig, 
denn  man  würde  sich  betrügen,  wenn  man  hieraus:  pro- 
ductum  ex  duobus  numeris  paribus  est  numerus  par,  schlies- 
sen  wollte:  ergo  si  numerus  par  fuerit  divisibilis  per  nu- 
merum parem,  quotus  quoque  erit  numerus  par.  Wie  kann 
man  nun  wissen,  dass  diese  Art  zu  schlicssen  hier  richtig 
ist?  Dahero  ist  meines  Erachtens  folgende  Demonstration 
nöthig.) 

Denionstr . Quia  aa-\*  bb  est  divisibilis  per  pp  -j-  qq,  erit 
quoque  (na-\-bb)pp— aapp  -|- bbpp  divisibile,  at aa(pp-\-qq) 
quoque  est  divisibile  per  pp-\-qq,  ergo  etiam  ditferentia 
bbpp—aaqq  h.  e.  (bp-\-aq)(bp  — aq)  erit  per  pp-\-qq 
divisibile.  Hinc.  ob  pp-\-qq  numerum  primum,  crit  vel 


Digitized  by  Google 


bp-\-.aq  vel  bp — aq  diviaibile  per  pp-fqq.  Sit  ergo 
bp  Zf  aq~mpp-\~mqq,  fictque  b ~ mp  . (Jum 

igitur  mqq±aq  per  p diviaibile  esse  debe.it,  at  q et  p 
aint  nceeaaario  numeri  inter  ae  primi  (aiioquin  pp  -(-  qq  non 
foret  primus),  ncceaae  eat  ut  mg  i:  a diviaibile  ait  per  p. 
Fiat  ergo  mq  ± a — n p,  erit  ± a — np  — mg  et  b — 
mp-\-nq.  Ilia  autem  valoribua  aubatitntia  prodit  aa-\-bb  — 

(i mm-\-nn)(pp-\-qq ) et  -f  nn.  Q.  E.  D. 

T/ieor.  3.  Si  summa  duorum  quadrutorum  aa  -\-  bb  (o 
et  b existentibua  perpetuo  nuineria  inter  ac  primia)  diviaibilis 
eaaet  per  numcrum  x,  qui  non  ait  aumma  duorum  quadra- 
torum,  'tum  quotua  vel  non  erit  aumma  duorum  quadrato- 
rum,  vel  certe  factorem  haberet  qui  non  erit  summa  dno- 
rirni  quadrutorum. 


Demonstr.  Sit  quotua  z et  ob  aa~^bb  — z , erit  bl>  ~ X. 

Jam  si  z esset  primus  formae  pp  f-  qq,  tum  quoque  x fo- 
ret ejusdem  formae  contra  hyp.  Si  z esset  produetum  ex 
pluribus  hujuamodi  primia  (pp  -(-  qq)  ( rr  -{-  ss)  (tt-\-uu),  tum 

oh  *a~^,b-—cc-\-dd,  CC^'/- — ee  -\-ff  cl  ^^^—gg-^-hh 
rr-\-ss  1 tt-f-uu  00  1 

— fort.t  quoque  x ~ gg  -\-  hh  contra  hyp.  Quare 


quotus  z neque  primus  erit  formae  pp  -(-  qq , neque  pro- 
duetum  ex  aliquot  ejuamodi  primia;  ideoque  ncecsaario  vel 
z non  erit  summa  duor.  quadr. , vel  factorem  habebit  qui 
non  erit  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 


Theor.  k.  Summa  duor.  quadr.  inter  ae  primorum  na-\-bb 
di  vidi  nequit  per  ullum  x,  qui  non  ipae  ait  summa  duor. 
quadratorum. 


— U8  - 

Demonslr.  Ponamus  x non  esse  mmmani  duor.  quadr., 
sitque  a — mx  ± c,  b ZZ  nx±  d,  semperque  m et  n ita 

capi  poterunt  ut  fiat  c < -i-  x et  d x.  Cura  autem 
aa-\-bb  ponatur  divisibile  per  x,  erit  quoque  cc-\-  dd  per 
.x  divisibile,  et  quia  cc  -\-  dd  <C.  xx,  quotus  erit 

ideoque  dabitur  numerus  z non  summa  duor.  quadr.,  per 
quem  cc-\-dd  quoque  erit  divisibilis  (Theor.  3).  Sit  iterum 

. c =:  mz  ± e et  d~nz^if,  erit  e z et  f < z,  ideo- 
que ee-\-ff  <^zz  divisibile  per  z;  undc  quotus  (per  quem 
ee  -f-  jf  itidem  divisibile  existit)  z,  qui  vel  ipse  erit 
non  summa  duor.  quadr.,  vel  ejusmodi  babebit  fartorem. 
Dabitur  ergo  non  summa  duor.  quadr.  < -1  z divisor  ipsius 

ee  -y  zz,  sieque  tandem  deveniretur  ad  numerum  non 

summam  duor.  quadr.  minimum,  puta  3,  qui  foret  divisor  sum- 
# mae  duor.  quadr  gg  -j-  hh  < — g,  quod  cum  sit  absurdum, 
sequitur  summam  duorum  quadr.  aa  bb  nullum  admittere 
divisorem  x,  qui  non  sit  ipse  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 

Coroll.  t.  Omnis  ergo  divisor  summae  duor.  quadr.  inter 
se  primorum  ipse  est  summa  duor  quadr.,  loquor  autem  de 
ejusmodi  summis  duor.  quadr.  aa  -j-  bb  quorum  radices 
o et  b sunt  numeri  inter  se  primi,  nani  si  esset  v.  gr. 
u~mx  et  b — nx,  tum  aa-\-bb  utique  per  quemvis  nu- 
merum x divisibilis  esse  posset. 

Coroll.  2.  Qui  ergo  numerus  x in  integris  non  est  summa 
duor.  quadr.  idem  nee  in  fractis  poterit  esse  summa  duor. 
quadr.  Sit  enim  x ~ — -\-  ——PJ,SS- foret  qqss  — 
ppss  + qt/rr , jjeo(jUe  x di vi»0r  summae  duor.  quadratorum 
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ppss-{-  qqrr,  ergo  x quoqiie  esse  debet  summa  duor.  quadr. 
in  integris.  Hievon  hatte  ich  lange  eine  Demonstration  um- 
sonst gesucht,  aber  diese  erst  neulich  gefunden,  welche,  wie 
ich  glaube,  zu  vielen  andern  Sachen  führen  kann. 

T/ieor.  5.  Si  %•/»-(-  1 fuerit  numerus  primus,  tum  certo 
erit  summa  duor.  quadr. 

Demonstr.  Si  enim  ii- n.  — )—  t sit  numerus  primus,  demon- 
stravi  hanc  formulam  u*"  — b*n  quicunque  numeri  pro  o 
et  b ponautur,  semper  fore  divisihilern  per  Vn-|-1.  Erit 
ergo  vcl  u1"  b2"  vel  a2n — b2n  per  divisibilc. 

At  semper  innumeri  dantur  casus,  quibus  formula  a2" — b2" 
non  est  divisihilis  per  4/i-j-  1;  iis  ergo  casibus  baee  formula 
a2n  -f-  b2"  erit  per  divisihilis.  At  u2n  b2n  est 

summa  duor.  quadr.,  ergo  etiam  quivis  ejus  divisor 


Q.  E.  D. 

Tbeor.  6.  Qui  numerus  a dupliei  modo  est  summa  duor. 
quadr.,  ille  non  est  primus. 

Demonslr.  Sit  enim  a — pp  -(-  qq  ~ rr  ss , ponatur 

p — r-y-x  et  q — s — y erit  pp  -f-  qq  ~ rr  2 rx  -f-  xx  -}- 
ss — 2sy -\- y y — rr ss , ergo  2 sy  — xx  -4-  vv  -f-  2rx  et 


xx  4-rr  -\-'irx 


V 


» hi 


ine 


a—  rr-t-  ss  — (-r J +-r-r)*  + r> rx (xx  +-^)  +'trrxx  _g_  rr 

(XX  -f  yy)  (r  x 4 -yy  + 'irx-f'irrj 

'lyr 


Consequenter  numerus  a necessario  duos  ad  minimum  habet 
factores,  quorum  uterque  est  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 

Das  theorema:  Omnem  numerum  in  quatuor  quadrata 
esse  resolnbilem,  dependiret  hievon: 

Omnem  numerum  hujus  formae  km-j-2  semper  dis- 
cerpi  possc  in  duas- hujusmodi  partes:  ix  -j-  1 et 
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ky  -j-  t quarum  neutra  divisorcm  habeat  formae 

kp  — 1. 

welche»  ich  noch  nicht  demonstriren  kann,  aber  doch  nicht 
schwer  scheinet.  — Denn  alsdann  ist  sowohl  kx-j-  t als  4y-|-t 
summa  duor.  quadr.  und  folglich  km  -j-  2 summa  4-  quadr. 
Dahero  auch  ejus  duplum  8m-f-4  und  hujus  quadrans 
2 m 4-  1 und  also  omnis  numerus  impar,  woraus  die  Folge 
leicht  auf  alle  nuineros  extendirt  wird. 

Des  Hn.  Mitzlers  critique  über  meine  Music  habe  ich 
nicht  gesehen,  ausser  was  davon  in  den  gel.  Zeitungen  stehet, 
woraus  ich  geschlossen , dass  dieselbe  meistentheils  übel  . 
gegründet  ist,  indem  der  Auctor  meine  Gedanken  nicht 
geifügsam  eingesehen.  An  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Logic  habe 
ich  eben  nicht  viel  Sonderbares  finden  können;  zum  we- 
nigsten kommt  sie  derjenigen  bei  weitem  nicht  bey,  welche 
der  H.  Prof.  Segner  in  Göttingen  herausgegeben.  Dieses  Jahr 
hat  mir  die  Akademie  zu  Paris  wiederum  die  Hälfte  des 
Preises  zuerkannt,  welche  2000  livr.  beträgt. 

M.  Buffon  in  Paris  hat  eine  neue  Art  von  Brennspiegeln 
erfunden,  vermittelst  welcher  er  in  einer  Distanz  von  200 
Schuh  Holz  in  Brand  gestecket,  und  diese  Distanz  kann  nach 
Belieben  noch  vermehrt  werden. 

Euler. 
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LETTRE  CYI. ' 


Goldbac.ii  ä Euler. 

Sommaire.  Rpponse  a la  prccldente  Marliine  a mouvcment  perplluei  d'OrfTyrei. 

I 


St  Pctersl.urg  d.  2 Juni  1747. 

Für  die  mir  rommunicirten  theomnata  bin  ich  Ew.  sehr 
verbunden.  Das  merkwürdigste  darunter  halte  ich,  dass  Sie 
meinen , es  sey  nieht  schwer  Vni4-2  in  zwey  solche  Theile 
kx.-Kt  und  ky  4-  i zu  resolviren,  welche  keinen  diviso- 
rein Uujus  formae  kp — t haben.  Ich  kann  das  problema:  nu- 
merum  8m  •+•  3 in  tria  quadrata  resolvere  auch  auf  dieses 
redueiren : Datis  duohus  numeris  n et  p , invenire  tertium  x 
hujus  naturae,  ut  2-j-8n-f-8px — kxx — Vx  fiat  summa 
duorum  quadratorum,  da  dann  vor  x eine  solche  functio 
ex  n et  p composita  gefunden  werden  soll,  welche  unter 
andern  diese  seltsame  Eigenschaften  habe,  dass  sie  in  allen 

*)  Lc  premier  feuillet  de  la  lettre  originale  etant  egaie,  le  coinmencemenl 
a ete  kupplet  du  lirre  des  minules. 
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Fallen,  da  2-f-8n  eine  summa  duorum  quadratorum  ist, 
— 0 werde,  und  in  allen  Fällen,  da  2-j-8n — 8p  eine 
summa  duorum  quadratorum  ist,  — — 1 werde,  in  wel- 
chen beydcn  conditionibus  allein  ich  eine  solche  Schwierig- 
keit finde,  dass  ich  an  der  Wahrheit  des  ganzen  theorematis 
zu  zweifeln  anfange,  ungeachtet  es  leicht  ist  unzählige  for- 
mulas  vor  m anzugehen,  in  welchen  8m  -j-  3 in  tria  qua- 
drata  zertheilet  werden  kann:  als  z.  Ex.  m~  bb  ± bc  -f-  cc. 

Seit  der  Zeit,  da  die  Relation  von  dem  perpetuo  mobili 
des  Hn.  Orffyrei,  in  welcher  der  sechs  Wochen  lange  Um- 
lauf des  Rades  attestiret  war,  herausgekommen,  hat  man, 
meines  Wissens,  keine  öffentliche  Meldung  gethan,  dass  diese 
mafliine  weiter  perfectionniret,  oder  zu  einem  Gebrauch  an- 
gewendet worden  wäre,  welches  desto  bedenklicher  schei- 
net, da  der  autor  derselben  noch  viele  Jahre  hernach  ge- 
lebet  und  vielleicht  bis  dato  am  Leben  ist.  Der  Oberbau- 
meister in  Wien , H.  Fischer  von  Erlach  (ni  fallor) , welcher 
dieselbe  machine  nebst  dein  Hn.  Gravesande  in  Gegenwart 
des  Hn.  Landgrafen  von  Hessen  besehen,  hat  davon  ehe- 
mals gegen  mich  mit  vielem  Ruhm  gesprochen  und  dabey 
erwähnt,  dass  er  dem  Rade,  als  cs  still  gestanden,  mit  Fleiss 
einen  ganz  schwachen  Stoss  gegeben,  worauf  es  sich  von 
selbsten  immer  geschwinder  usque  ad  certum  celeritatis  gra- 
dum  beweget,  in  welchem  es  hernach  aequabilitcr  fort- 
gegangen. 

Goldbach. 
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LETTRE  CVII. 


Euler  ä Goldbach. 

SoMtuiiI.  Traitl  rar  la  faeult4  de  la  pensde.  Concoura  au  pria  de  l*acadlrnie  de 
Pari«,  relatif  fe  la  thdorie  de  Satume,  et  de  celle  de  Berlin  rar  le  Systeme  de« 
de«  monades.  Miroirs  ardenU  de  Buffon.  Suite  de«  recherche«  arithm^tiques 


Berlin  d.  4.  Juli  1747. 

Ew.  erkenne  mich  für  die  Bemühung , womit  Dieselben 
meine  geringe  Schrift  von  den»  Vermögen  zu  gedenken*)  in 
Erwägung  zu  ziehen  gewürdigct,  gchorsainst  verbunden.  Es 
ist  an  dem,  dass  mein  letzter  Schluss  nur  auf  diejenigen 
geht,  welche  die  Seele  für  eine  besondere  Substanz,  dabey 
aber  doch  für  materiell  halten,  wobei  ich  insonderheit  auf 
einige  mir  bekannte  Wolfianer  gesehen,  welche  glaubten, 
dass  die  Immaterialität  der  Seele  von  ihrem  Meister  nicht 
genugsam  erwiesen  worden.  Nach  den  Lehrsätzen  dieses 
Philosophi  haben  dieselben  auch  ganz  recht  zu  zweifeln, 
denn  wenn  die  Cörper  und  ihre  Elemente  mit  so  vielerloy 

*)  Cet  ouvragc  m’est  inconnu.  Aussi  ne  « trouve-t-il  pas  da  tu  la  lisle  des 
eeuvres  d 'Euler  placee  cn  ttte  de  ce  volume. 

Corr.  math.  tt  phyi  T.  /.  27 
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thntigen  und  auf  die  Veränderung  ihre»  Zustande»  abzielen- 
den Kräften  begabet  sind,  so  ist  nicht  abzusehen,  wie  die 
Kraft  zu  gedenken  davon  ausgeschlossen  werden  soll.  Diese 
Leute  geben  also  ohne  Schwierigkeit  zu,  dass  zum  Geden- 
ken eine  thätige  Kraft  seinen  Zustand  zu  verändern  erfor- 
dert werde,  und  in  Ansehung  derselben  glaube  ich,  dass 
mein  Beweis  Stich  hält.  Gegen  diejenigen  aber,  welche 
glauben,  dass  das  Vermögen  zu  gedenken  ohne  eine  solche 
Kraft  bestehen  und  blos  allein  durch  die  vim  inertiae  be- 
werkstelliget wefdep  &vijne,..  muss  ich  gestehen,  dass  mein 
Beweis  nicht  gilt.  Es  deucht  mich  aber,  sobald  man  zugibt, 
dass  in  der  Materie,  ausser  der  vi  inertiae,  keine  andere 
Kraft  befindlich,  das  Vermögen  zn  gedenken  nothwendig  aus- 
geschlossen werden  müsse.  Denn,  ungeaebt  in  dem  mensch- 
lichen Körper  und  insonderheit  in  dem  Gehirn  die  subtil- 
sten Theilchen  fast  in  einer  unbegreiflichen  Bewegung  sind, 
worauf  die  Materialisten  insonderheit  ihre  Meinung  gründen, 
so  geht  doch  dabey  nichts  anders  vor,  als  dass  ein  jegliches 
Theilchen  so  lang  in  seinem  Zustand  verharret,  als  solcher 
mit  dem  Zustand  der  benachbarten  bestehen  kann;  widri- 
genfalls aber  nach  den  regulis  meehanicis  eine  Veränderung 
in  ihrer  Bewegung  Vorgehen  muss.  Hieraus  kann  auch  kein 
anderes  Resultat  entstehen,  als  eine  Aenderung  des  Zustands 
blos  allein  in  Absicht  auf  die  Bewegung,  und  sobald  man 
behaupten  will,  dass  damit  vielleicht  noch  ein  anderes  Re- 
sultat verknüpfet  sey,  indem  uns  das  Wesen  der  Körper 
nicht  genugsam  bekannt,  so  ist  man  genöthiget  zu  behaup- 
ten, dass  ausser  der  inertia  noch  andere  Kräfte  darin  vor- 
handen seyn  müssen;  und  alsdann  findet  mein  Beweis  wie- 
derurn  Platz. 

Bey  der  Akademie  in  Paris  werde  ich  auf  künftiges  Jahr 
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wenig  Competenten  haben,  denn  der  Herr  Bernoulli,  wel- 
cher angefangen  darauf  zu  arbeiten,  ist  wegen  der  allzu- 
weitläufigen und  verdrüeslichen  Rechnungen  wiederum  da- 
von abgestanden  Die  Bewegung  des  Saturni  war  bisher  noch 
weit  weniger  bekannt,  als  des  Monds,  denn  noch  bis  jetzo 
haben  die  loca  obscrvata  von  den  besten  tabulis  bis  auf 
20  Minuten  differirt.  Um  diese  Irregularitäten  zu  bestimmen 
werden  erstaunliche  calculi,  sowohl  theoretici  als  praetici 
erfordert,  welche  ich  auch  für  ein  dreyfaches  praemimn 
nicht  noch  einmal  unternehmen  wollte.  Denn  ich  habe  über 
100  loca  Saturni  mit  dem  Jupiter  berechnet,  und  vermit- 
telst der  Theorie  endlich  solche  tabulas  kerausgebracht,  wel- 
che von  allen  sowohl  alten  als  neuen  Observationen  nicht 
über  5 Minuten  differiren.  Eine  grössere  Accuratesse  ist  we- 
gen der  Unrichtigkeit  der  älteren  Observationen  nicht  wohl 
zu  hoffen,  weil  die  neuen  dazu  nicht  allein  hinlänglich  sind. 
Anjetzo  stellt  M-  le  Monnier  zu  Paris  so  accurate  Observa- 
tionen an,  dass  man  auf  etliche  Secunden  sicher  seyn  kann. 
Aus  dergleichen  Observationen  habe  ich  meine  tabulas  sola- 
res rectificirt,  und  mit  dem  grössten  Vergnügen  befunden, 
dass  dieselben  anjetzo  niemals  über  5"  von  den  Observatio- 
nen differiren. 

Die  Piöce  de  Monadibus,  welche  bey  uns  das  praernium 
erhalten,  hat  meine  völlige  Approbation,  als  welcher  ich 
auch  mein  Votum  gegeben.  In  derselben  ist  das  ganze  Lehr- 
gebäude der  Monaden  völlig  zerstört.  Wir  haben  über  diese 
Materie  30  Piöcen  bekommen,  von  welchen  noch  6 der  be- 
sten, sowohl  pro  als  contra  monades,  gedruckt  worden,  ln 
denselben  ist  beiderseits  zum  wenigsten  die  Sach  so  deut- 
lich ausgeführt,  dass  die  bisherigen  Klagen,  als  wenn  man 
einander  nicht  recht  verstanden,  ins  künftige  gänzlich  auf- 
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hören  werden.  Die  ganze  Such  beruhet  auf  der  Auswickelung 
dieses  raisuiincineiits:  die  Cörper  sind  divisihel;  diese  Divi- 
sihilität  gehet  entweder  immer  ohne  Ende  weiter  fort,  oder 
nur  bis  zu  einem  gewissen  Ziel,  da  man  auf  solche  Dinge 
kommt,  welche  nicht  weiter  tlicilbar  sind.  Im  letztem  Fall 
hat  man  die  Monaden;  im  erstem,  die  divisibilitatcm  in  in- 
finitum,  welche  zwey  Sätze  einander  so  e diametro  entge- 
gengesetzt sind,  dass  davon  nothwendig  der  eine  wahr,  der 
andere  aber  falsch  seyn  muss.  Alle  argumenta  pro  monadihiis 
gründen  sich  hauptsächlich  auf  scheinbare  Absurditäten,  womit 
die  divisihilitas  in  infinitum  verknüpfet  seyn  soll.  Da  man  sich 
aber  meistentheils  von  diesem  intinito  verkehrte  Ideen  ge- 
macht, so  fallen  auch  dieselben  Absurditäten  weg.  Die  Mei- 
nung der  Monaden  zertheiiet  sich  wieder  in  zwey  Parteien, 
wovon  die  eine  den  Monaden  alle  Ausdehnung  gänzlich  ab- 
spricht, die  andere  aber  dieselben  für  ausgedehnt  hält,  jedoch 
ohne  dass  sie  partes  hätten  und  folglich  divisihel  wären,  wel- 
che letztere  Meinung  meines  Erachtens  am  leichtesten  zu  refu- 
tiren  ist.  Diejenigen , welche  monades  magnitudinis  expertes 
Statuiren,  müssen  endlich  zugeben,  dass  auch  aus  der  Zu- 
sammensetzung derselben  kein  extensum  entstehen  könne, 
und  sind  dalicro  genöthiget  sowohl  die  Extension  als  die 
Cörper  seihst  für  blosse  phaenomena  und  phantasmatu  zu 
halten,  ungeacht  sie  bey  dem  Anfang  ihres  ratioeinii  die 
Cörper  als  reell  angesehen;  dergestalt,  dass,  wenn  der 
Schluss  wahr  wäre,  die  praemissae  nothwendig  falsch  seyn 
müssten. 

Die  Brennspiegel  des  Hu.  Bufifon  sind  aus  lauter  kleinen 
speculis  planis,  bey  200  an  der  Zahl,  zusammengesetzt, 
welche  alle  leicht  dergestalt  gestellt  werden  können,  dass  von 
allen  der  Schein  auf  einen  Platz  geworfen  wird;  wodurch 


Digitized  by  Google 


V27 


er  diesen  Vortheil  erhält,  dass  er  den  focum  so  weit  und 
wohin  er  will  richten  kann,  die  Sonne  mag  stehen  wo  sie 
will , welches  bey  den  ordentlichen  Brennspiegeln  nicht 
möglich  ist.  Er  hat  damit  Holz  in  einer  Weite  von  200 
Schuh  angezündet,  und  es  ist  kein  Zweifel,  dass  wenn  ein 
Vogel  durch  den  focum  fliegen  sollte,  derselbe  gesenget 
werden  müsste. 

Wenn  2 -4-  8n  8px — kxx — kx  eine  summa  duor. 
qnadr. , als  — aa  bb  , so  wird  '3 -\-8n-\-8px  seu 
3 -p  8 (n  -|-  px)  — an  -4-  bb  -4-  '2x  -}-  1 )*,  folglich  eine  summa 
trium  quadr.  Inzwischen  kann  ich  nicht  schon,  dass  wenn 
2 -f-  8n  schon  für  sich  eine  summa  duor.  quadr.  wäre,  des- 
wegen x nothvvendig  — 0 seyn  müsse,  indem  ja  zu  einer 
summa  duor.  ‘quadr.  noch  solche  Zahlen  gesetzt  werden 
können,  dass  die  Summe  diese  Eigenschaft  behält.  Hernach 
da  3 8 (n  px)  dieser  Fonnul  8m-f-3  gleich  seyn  soll, 

so  wird  n -f- px  ~ m,  und  folglich  darf  nur  x gefunden 
werden,  dass  2 8m  — hxx — ix  eine  summa  duor.  quadr. 
werde,  d.  i.,  man  müsste,  sehn,  ob  man  nicht  von  8m -(-3 
ein  solches  Quadrat  subtrahiren  könnte,  ut  residuum  esset 
summa  duor.  quadr. , welches  die  Frage  selbst  ist.  Nimmt 
man  nun  an  2 8m  scy  schon  eine  summa  duor.  quadr., 
so  kann  freyluh  x entweder  0 oder  — 1 seyn;  ausser  die- 
sen sind  aber  öfters  noch  mehrere  Fälle  möglich,  • Als,  die 
vorgelegte  Zahl  8m-|-3  soll  seyn  —59.  Da  ist  8m-t~2  — 
58  n:  i9  -(-  9 eine  summa  duor.  quadr.  Soll  nun  2-|-8m  — 
ixx — ix,  d.  i.  58  — ixx — ix  eine  summa  duor.  quadr. 
seyn,  so  geschieht  dieses  wenn  x entweder  0 oder  — 1; 
ausser  diesen  Fällen  aber  kann  x noch  seyn  — 1 , oder  2, 
oder  3.  Denn  58 — ■ i.2  zr  50—  fs9  -f-  I =25  -f-  25;  ferner 
ist  58 — i 6 zz.  3i  — 25  -|-  9,  und  wenn  x — 3,  ist  58  — 
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k.  12  = 10  = 9 -f-  I.  Die  Ursaeh  hievon  ist , weil  dergleichen 
Zahlen  8m  -J-  3 öfter*  aof  mehr  al»  eine  Art  können  suim*- 
mae  trium  quadr.  seyn , als  in  diesem  Exempel  ist  59  = z 
I -f-  A9  -f  9 — 25  -}-  25  9.  In  welchem  Umstand  ich  nichts 

finde,  welches  mir  die  Gewissheit  des  Satzes  8m -f-  3 = 30 
verdächtig  machen  könnte.  ’• 

Ich  glaube,  dass  Orfyre  noch  am  Leben  ist,  weil  er  vor 
einiger  Zeit  ein  Schiß'  unter  dem  Wasser  zu  fahren  erfun- 
den haben  wollte.  Seih  perpetuum  mobile  hatte  er  in  Stucke 
zerschlagen,  und  nach  der  Zeit  nicht  wieder  verfertigen 
wollen,  welches  die  Erfindung  nicht  wenig  verdächtig  macht. 
Der  von  Ew.  angeführte  Umstand,  dass  diese  Maschine,  als 
sie  ein  wenig  in  Bewegung  gesetzt  worden,  sich  hierauf  im- 
mer geschwinder  bis  auf  einen  gewissen  Grad  beweget,  in 
welchem  sie  fortgelaufen , befindet  sich  in  einer  jeden  Pen- 
dule.  Denn  wenn  die  Pcndule  aufgezogen  und  das  pendulum 
still  steht,  so  geht  auch  die  Uhr  nicht.  Gibt  man  aber  dem 
peudulo  nur  den  geringsten  Stoss,  so  kann  das  Gewicht  wir- 
ken und  die  Bewegung  kommt  in.  ihren  ordentlichen  Gang. 
Statt  des  Gewichts  möchte  wohl  in  der  Orfyreischen  Ma- 
schine ein  clastrum  angebracht  worden  seyn;  und  derglei- 
chen war?  wohl  möglich,  die  ein  ganzes  Jahr  lang  fort- 
gingen ohne  von  neuem  aufgezogen  zu  werden.  Auf  diese 
Art  sind  alle  erzählten  Umstände  dieser  Maschine  zu  erklären, 
ausser  demjenigen , welcher  auch  pflegt  angeführt  zu  werden, 
dass  Orfyre  dem  seel,  Landgrafen  das  ganze  Gehcimniss  ent- 
decket, und  dieser  Herr  die  Maschine  für  ein  wahres  per- 
petuum mobile  gehalten  haben  soll , welches  nicht  zu  ver- 
muthen  wäre , wenn  die  Bewegung  einen  solchen  Grund  ge- 
habt hätte.  Ich  weiss  aber  nicht,  ob  dieser  letzte  Umstand 
seine  völlige  Richtigkeit  hat.  Euler. 
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LETTRE  CVIII. 

V B= 

/ — . 

Goldbich  ä Euler. 


»So  m m ai  H.  Suite  des  rechercht»  «rithmltiques. 


St.  Petersburg  d.  13.  August  1747, 

Für  die  mir  communicirten  unterschiedenen  eclaircissements  • 
danke  ich  dienstlich;  in  meinem  vorigen  Schreiben  aber  soll 
es  billig  heissen:  dass  in  allen  Fällen,  da  2 -(-  8n  eine  summa 
duorum  quadratorum  unico  modo  ist. ..  . und  in  allen  Fällen, 
da  2 — (—  8 n — 8 p eine  summa  duorum  quadratorum  unico 
modo  ist  etc. 

In  nachfolgender  Serie  1,  3,  7,  17,  kl,  99,  etc.,  deren  . 
lex  progressioni»  A 2 B — C oder  B~  A + ]/(2  AA  ± 2) 

(I  1 V?!’) x I (1  

und  die  formula  generalis  — — — — i — , siebet  man 
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also  fort,  data  die  termini  loci*  paribus  nicht  quadrati  seyn 
können,  indem  aie  alle  □ ± t sind;  ob  aber  alle  termini 
locis  imparibui,  praeter  primum,  auch  keine  quadrata  sind,  * 
muss  ich  dahingestellet  seyn  lassen,  weil  ich  die  Unmög- 
lichkeit noch  zur  Zeit  nicht  einsehe,  imgleichen,  ob  es 
unendlich  viel  casus  gibt,  darin  2 A*  — I ein  quadratum 
werden  kann,  wie  in  den  rasibus  .4  ~ t und  A—i3. 

Goldbach. 


) 
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LETTRE  CIX. 

* ' V 

Euler  ä Goldbach. 

1 • 

SOMHAIBE.  ProprUW  dta  Ur\l  recarrtnte» 


Berlin  d.  3.  September  1747. 

Dass  in  den  seriebus  recurrentibus , wo  ein  jeder  terminu» 
aus  den  zwey  vorhergehenden  bestimmt  wird,  zugleich  ein 
jeder  terminus  aus  dem  vorhergehenden  allein  angegeben 
werden  könne  vermittelst  einer  quadratischen  Aequation, 
ist  eine  sehr  merkwürdige  Eigenschaft.  Denn  wenn  in  die- 
I t • * *4-1  »4-1 

ser  serie  A,  B,  Q,  R ist  C = «ß  — bA  und 

R — aQ  — bP,  so  wird  QQ  — aPQ-\-bP Pj[ad  bx  infra- 
tione  constante  seyn,  welche,  wenn  x — t,  ist  wie'  BB  — 
aAB-\-bAA  ad  b\  folglich  ist  Q Q — a P Q -f-  b P\P\  — 
(BB  — aA  B -f-  bA  A)bx~l.  Und  in  der  von  Ew.  angeführ- 

1114  1«  » *+l 

ten  serie  1,  3,  7,  17,  *1,  99....  P;  Q,  wo  o ~ 2 und 
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bz=.  — I,  A — 1,  B — 3,  wird  seyn  QQ  — 2 PQ  — P P ~ 
2 (—  1)*-*  und  also  Q~  P V(2PP  + 2 (—  1)*-')  oder 
Q=./,-f-V/(2P*±2).  Bey  dieser  Betrachtung  bin  ich  auf 
den  Gedanken  gefallen,  ob  etwan  in  einer  serie  recurrente, 
deren  jeder  terminus  aus  den  drey  vorhergehenden  bestimmt 
wird,  nicht  auch  ein  jeder  aus  den  zwey  vorhergehenden, 
vermittelst  einer  aequationis  cubicae,  angegeben  werden 

1X14  X X-M  x-M  x-f-l 

könnte.  Es  sey  in  A,  B,  C,  D P,  Q,  R,  S etc., 

D—aC  — bB-{-cA  und  S~aR — bQ-^-cP,  so  habeich 
gefunden,  dass  folgende  ratio  immer .coastans  seyn  müsse 

/?*  — 2a <?/?*  + (oa+&)  Q* R — {ab—cjQ*  \ 

4-  bPR'  — (ab  4-  3c) P QR + (ac  + bb)  P QM  , 

+ h oc  P*R—  ' 'A  2b  c P*  Q ) : C ' 
-f  ccP*  ) 

welche  ratio  constans  aus  den  terminis  initialibus  A,  B,  C, 
~ posito  iz;l  erkannt  wird. 

Um  aber  wieder  auf  die  von  Ew.  gemehlte  seriein 
I,  3,  7,  17,  M etc.,  wo  Q — P -}-V(2  P*±  2)  zu  kommen, 
so  ist  allerdings  gewiss,  dass  kein  terminas  derselben  aussen 
dem  ersten,  1,  ein  Quadrat  seyn  könne.  Denn,  e*  sey4P 
als  ein  terminus  derselben  ein  Quadrat , , nehmlich  P zz.zz, 
so  müsste  auch  2i*  rt  2 ein  Quadrat  seyn,  welches  nicht 
seyn  kann.  Denn  es  sey  pro  signo  rrr  erstlich  2z*  — 2 3;. 

k (zz  — i)1  — »•  so  wird  zz  -f-  i ~ ^PP“Z  — und  zz  ~ 

v i qq  T qq  , qq  -r-. 

ipp+M'  Da  nun  p et  ^ numeri  primi  inter  se,  so  kann  zz 

PP  ly  i . i - , , . i 

kein  numerus  integer  seyn,  wenn  nicht  2 pp  — qq  zz  I ; 

daher  aber  wird  qq~  2 pp  — 1 , folglich  zz~\pp — 1 ~P, 
also  ist  P um  I immer  kleiner  als  ein  Quadrat  , und  kann 
also  in  integris  kein  Quadrat  seyn.  Wenn  aber  das  Zeichen 
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4-  gilt,  so  ist  2z*-j-2z=(zz-|-i)*  -j-  (zz — I)*.  Damit  nun 
solche*  ein  Quadrat  werde,  so  setze  man:  zz-f-i  — aa — bb 
und  zz  — 1 ~2 ab,  wobey  zu  merken,  dass  z ein  numerus 
impar  seyn  müsse,  denn  sonsten  würde  2z* -f  2 ein  nu- 
merus impariter  par,  folglich  kein  Quadrat.  Es  kann  aber 
generaliter  diese  Formul  2z*  -|-  2y*  kein  quadratum  seyn, 
ausser  y~z,  welches  ich  also  beweise:  Da  2z*-|-2y*  — 

(zz  yy)'  -f  (zz — //)*,  so  sey  zz  — yy~ab,  so  wird 

zz  -\-yy  — aa~b-,  und  2z*  -f  2y*  — Q--J^b-b V.  Nun  sey 
a~pq  und  bzzrs,  dass  zz  — yy-zz  pqrs  und  zz-\-yy  — 
und  man  setze  z-\-  y =z  pr,  z — y — qs,  so 
wird  2 z z 2y  y —pprr  -\-q q s s,  folglich  zz  -f-  yy  — 

Pr.L+lV*  - Pt’W-rrs^  Q(ler  ss=P£(f9-f/).  Dahero 
2 2 ??  + r'' 

müsste  ??  ~ r->  d.  i.  q*  — r*  ein  quadratum  seyn,  weiches 
?9  + rr  ‘ 

unmöglich. 

Die  Formul  2 A*  — 1,  welche  in  den  Fällen  Azizl  und 
A — 13  ein  quadratum  wird,  kann  noch  in  unendlich  viel 
andern  ebenfalls  ein  Quadrat  werden,  allein  nicht  in  nu- 

^ , 1525  , , 2165017 

mens  integr»*.  Denn  wenn  oder  A — 3373155/  *° 

wird  auch  2 A*  — t ein  Quadrat.  Ob  aber  in  numeris  inte- 
gris  keine  andern  Fälle  als  die  beyden  gemeldten  möglich 
sind,  bin  ich  nicht  im  Stande  zu  decidiren. 

Eu  ler. 

\ •'  ; • !i  ‘ • i!  , ' . . 
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LETTRE  CX. 


Goldbach  ä Euler. 

Soun* IRE.  M«m«  iujet. 


St.  Petersburg  d.  50.  Sept.  1747. 

Die  Aequation,  welche  Sie  bey  den  seriebus  recurrentibus 
observiret  haben,  wird  vielleicht  mit  nachfolgender  Anmer- 
kung Übereinkommen:  Wenn  man  in  dem  casu,  da  die  lex 
progressionis  ist  C~aB  — bA,  den  terminum  generalem 
setzet  m ax~ ' -f-  nßx~ * , so  wird  der  terminus  primus 
m n,  der  secundus  ma~\~nß,  der  tertius  maa-\-  nß ß — 
ama-\-anß — bm — bn,  oder  aa  ~act — b,  und  ßß~ 
aß  — b,  woraus  folget,  dass  a und  ß zwey  radices  ejusdem 

aequationis  sind,  und  wenn  « ~«a — — , alsdann  ß — 
a — j/(«a  Auf  gjeiche  Weise,  wenn  D~aG  — bB-\-c  A, 

wird  posito  termino  generali  ma*~  1 -4-  nßx~ 1 -f-  py  T~  l, 

1 

» 
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«*  = «aw — bu  -f-  c,  und  wenn  von  den  dreyen  radicibus 
dieser  Aequation  die  eine  a,  die  andere  ß,  die  dritte  y ge- 
nannt wird,  so  hat  man  den  völligen  terminum  generalem, 
wobey  doch  als  etwas  seltsames  anzusehen  ist,  dass,  ob- 
gleich in  den  aequationibus  quintae,  septimae,  etc.  potesta- 
tum,  diese  radices  sehr  complicatae  seyn  müssen,  die  aus 
denenselben  zusammengesetzten  termini  generales  dennoch, 
wenn  nur  a,  b,  c,  etc.,  item  m,  n,  p,  etc.  integri  sind, 
auch  allezeit  integri  werden  und  die  in  den  radicibus  aequa- 
tionis  enthaltenen  quantitates  surdae  sich  einander  destruiren. 

Um  zu  demonstriren , dass  2z*  — 2 kein  Quadrat  seyn 
kann,  setzen  Ew.  2z*  — 2 ~<*(zz — 1)*££>  un<^  «upponi- 

ren.  dass  p et  q numeri  inter  se  primi  sind.  Wie  ich  nun 
den  zureichenden  Grund  dieser  Supposition  nicht  einsehe, 
so  finde  an  demselben  desto  mehr  Ursach  zu  zweifeln,  weil 
Sic  endlich  auf  diesen  Schluss  kommen,  dass  P immer  um 
1 kleiner  seyn  muss,  als  ein  □,  da  doch  die  Zahl  17  und 
unzählige  andere  zeigen,  dass  P auch  um  1 grösser  als  ein  □ 
seyn  kann,  denn  es  sind 

pro  □ — 1 , die  termini  3 = 1*.2*  — 1 

99  - 51  2*  — 1 
. 3363  — 29*.  2*—  1 

etc. 

pro  D-hl,  die  termini  17—  l*.&*  1 

577= 

19601  = 35* . %■*  — 1 
etc. 

und  alle  die  numeri  1,  5,  29,  sind  termini  seriei,  cujus 
lex  progressionis  est  6 B — A~C;  i,  6,  35,  etc.  aber  sind 
die  lumrnae  derselben  seriei. 
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Die  grosse»  nuiueri  in  fractis,  welche  Ew  für  y i2  d*-f) 
gefunden  halten , machen  »ehr  wahrscheinlich , dass  ausser  1 
und  13  keine  pro  A suhstituiret  werden  können,  damit 
2 A*  — I ein  quadratum  in  iutegris  werde;  indessen  sind 
doch  solche  propositiones,  eben  wegen  der  Schwierigkeit  sie 
zu  demonstriren,  merkwürdig. 

Nachfolgendes  prnhlema  kann  ich  solviren:  weit  ich  alter 
ohngefähr  darauf  gefallen,  so  weiss  ich  nicht,  ob  die  Solu- 
tion schwer  oder  leicht  zu  finden  seyn  mag;  Datis  duobus 
quadratis  t et  bb,  in  venire  infinitis  modis  tertiuna  cc  hac  lege, 
ut  summa  \-{-bb-\-cc  sit  aequalis  tribus  aliis  quadratis. 

Von  dem  Iln.  Doppelmayer  habe  ich  seit  der  Zeit  des 
fatalen  Experiments,  so  in  den  Zeitungen  erzählet  worden, 
nichts  vernommen.  Im  Fall  Ew.  wissen,  wie  er  sieh  befin- 
det, und  ob  er  völlig  wieder  restituiret  worden,  bitte  ich 
mich  davon  zu  benachrichtigen. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXI. 


• ' ; Euler  k Goldrach 

, ^ ’ : i ; ’’!•/# 

SowHUHk  Meine  »ujet.  Suite  dt»  recherche»  avithm^tique» 

r<  t \ : ‘ » * » •.  « 

• r • * i ; • 

* , * • \ i . ,,  »*  . • » 

* . » *\  • » * i 

• , * . • ; J ? ' * 

Berlin  d.  24.  October  1747. 

i • , 

Die  letzten»  überschriebene  Aequation  pro  »eriebus  recur- 
rentibus  beruhet  allerdings  auf  der  von  Ew.  gemeldten  Ei- 
genschaft dieser  serierum.  Denn  wenn  in  der  Serie 

l X t 4 * ar+1  *-|-x  *+»  .r-t-4 

A,  B,  C,  D P,  Q,  R,  S,  T,  etc. 
ist  C ~ in  B — nA  und  generaliter  R — mQ  — nP , und 
man  formirt  diese  Aequation  zz — mj-fn  — 0,  wovon  die 

i ' V f — ~ i 

radices  seyn  sollen  a,  b,  so  dass  und  ab~n, 

so  wird  der  terminus  generalis  diese  Form  haben  P ~ 
aa* -ßbx,  folglich  ist  Q — aa.ax  -j-  ßb.b*.  Aus  diesen 
zwey  Aequationen  suche  ich  die  valores  ax  und  bx , und 

,finde  aax  — h ßbxz=. diese  multiplicire  ich  in 

4 
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einander,  aß  a“  b“  — abPP — Da  nun 

' ^ — aa-\-1ab  — bb 

ab~n,  a -bzzzm,  — ao-{-2a6 — bbzz — (a-\-b)*  -\-Kab 
— — m*-f  kn,  so  wird  aßnM  — nPP~mP<^^~~9.9,  folglich 
-PP~™P-®-i~Q?  — aß  (Kn  — mm)  “ quantitati  constanti, 
welche  (posito  X—  1)  seyn  muas~  nj4  A~mA 


Wenn  aber  pro  aerie  recurrente  iat  D~mC — nB-\-pA 
und  S~mR — nQ-\-pP,  so  formire  ich  diese  Aequation 
z* — mrz-f-nz — p ~ 0 , wovon  die  radices  aeyn  sollen 
a,  b,  c,  ao  wird  P — aax ßbx ycx , Q~aa.ax-\ - 
ßb.bx  -f-  yc.cx,  R ~ «a*  a*  ßb2  bx  -j-  yc%  c*.  Aua  die- 
sen drey  Aequationen  suche  ich  die  valorea  aax , ßbx , ycx, 
welche  in  einander  multiplicirt  geben  aßyaxbxC*  — aßypx, 
weil  a -j-  b -(-  c “ m,  ab  -\-  ac~\~bc~n  und  abc~p\  und 
durch  Hülfe  dieser  Formuln  lassen  sich  in  der  acquatione 
resultante  die  Buchstaben  a,  b,  c durch  m,  n et  p bestim- 
men und  kommt  die  letzt  übcrschriebcne  Aequation  inter 
P,  Q,  R heraus. 

Den  Zweifel,  welchen  Ew.  gegen  meine  Demonstration, 
dass  2z4  — 2 kein  Quadrat  seyn  kann,  machen,  kann  ich 
nicht  recht  einsehen,  und  glaube,  dass  ich  mich  entweder 
nicht  deutlich  genug  ausgedrückt  habe,  oder  dass  Dieselben 
meine  Demonstration  auf  einen  andern  casum  gezogen. 


Wenn  2s4  — 2 ein  Quadrat  wäre  (in  integris),  so  würde 
cs  grad,  und  folglich  per  K divisibcl  seyn.  Ferner,  da 
z4 — t = (zz — I)  (zz  — 1) , muss  das  Quadrat  auch  per 
zz  — t divisibcl  seyn,  und  auch  per  (zz — t)1,  wenn  zz  — 1 
keine  factores  quadratos  hat.  Dahero,  wenn  2z4 — 2 ein 
Quadrat  wäre,  so  müsste  dasselbe  eine  solche  Form  haben 
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2z* — 2 r;— — wo  qq  die  etwan  in  zz— 1 ent- 
99  '1 

haltenen  factores  quadratos  aufhcben  soll.  Nun  nehme  ich 
billig  an,  dass  pp  und  qq  numeri  inter  se  primi  sind,  oder 

dass  die  fractio  — schon  ad  minimos  terminos  reducirt  sey. 
Denn  wenn  pp  et  qq  einen  divisorem  communem  hätten, 
so  würde  solches  in  der  Fraction  ~~  per  divisionem  wegge- 
bracht werden  können.  Wenn  demnach  2z4— 2 — ^ -p> 
so  ist  2{zz  1)  (zz  — \)qq—  \ (zz — i)1pp,  und  folglich 
(zz  -(-  1)  qq  — 2 (zz  — l)pp,  woraus  entstehet  zz~ 

Da  nun  zz  ein  numerus  integer  ist,  so  muss  2 pp  — qq  ein 
divisor  seyn  von  2 pp-\-qq,  folglich  auch  von  kpp  oder 
von  2 qq.  Da  aber  pp  et  qq  numeri  inter  se  primi  sind,  so 
kann  solches  nicht  geschehen,  als  entweder  wenn  2pp  — qq 

— I , oder  wenn  2 pp  — qq  — 2,  denn  da  ^ ~ i -\- 

- - — — „ — 1 und  p et  q numeri  primi  inter  se, 

1pp-qq  Ipp-qq  ‘ T r 

so  ist  auf  keine  andere  Art  möglich,  dass  ein  nu- 

6 2f'/'-99 

merus  integer  werde. 

Es  sey  also  I.  (si  fieri  possit)  2 pp  — qq~\,  so  wird 
zz  — 2pp qq  — kpp — -1,  welches  in  numeris  iutegris 
unmöglich  ist. 

Wenn  II.  2 pp — qq~2,  so  wird  zz  ~ — — qq -t~  1, 

welches  gleichfalls  nicht  möglich  ist.  Also  kann  auf  keinerley 
Art  2z4  — 2 in  integris  ein  Quadrat  werden. 

Setzt  man  z für  zz  um  zu  suchen  in  welchen  Fällen 
2zz  — 2 ein  Quadrat  werden  könne,  so  gibt  es  zweyerley 
Fälle  I.  z~kpp — 1,  und  II.  z~qq -\-  1,  welches  dieje- 

Corr.  math.  et  phyi  T /.  ' gg 
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nigen  sind,  so  Ew.  anfuhren,  die  aber  meine' vorige  De- 
monstration nicht  entkräften,  welche,  so  viel  ich  mich  er- 
innere , generaler  war;  denn  ich  hatte  bewiesen,  dass  nicht 
nur  2z4  — 2 sondern  auch  2z4  — 2a4  kein  Quadrat  seyn 
könne.  Wie  ich  sehe,  so  ist  diese  meine  Demonstration  nun 
im  tomo  Commcntariorum  gedruckt. 

Das  problema:  Datis  duobus  quadratis  na  et  bb,  in  venire 
tertium  xx,  ut  summa  aa  bb  -f-  xx  alio  quoque  modo 
hat  resolubilis  in  tria  quadrata,  habe  ich  also  solvirt:  Sit 
aa  -\-bb  - 1-  xxzzl  (a  4-  2/jr)1  + (64  2 qr)1  4-  (x  — 2r)‘, 
erit  0 zz  kapr  4 bpprr  \bqr  bqqrr  — krx-j-  krr, 
unde  per  kr  dividendo  fit  x — ap-\-ppr-\-bq  + qqr-\-r, 
wo  pro  p , q et  r numeri  quicunque  integri  tim  affirmativi 
quam  negativi  accipi  posaunt.  Woraus  nnendlich  viel  solu- 
tiones  particulares  flicssen.  Als,  es  sey  p~  t,  q~  — I,  erit 
X ~a  — b 4-r  und 

aa  4-  bb  -\-xx  =z  (a  4 2r)*-(-  (b  — 2r)*  {x  — 2r)*. 

Meine  Piöce  über  den  Saturnum  ist  in  Paris  nicht  nur 
wohl  angekommen , sondern  ich  höre' auch,  dass  inan  mit 
derselben  sehr  wohl  zufrieden  ist  und  sie  allen  andern . so 
eingelaufen,  weit  vorziehet. 

Euler. 
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LETTRE  CXII. 

Goldbach  ä Euler. 

So  mm  A IRK.  Suite  des  recherches  pWcldentes. 


St.  Petersburg  d 27,  Januar  1748. 

Au»  der  Inlagc,  welche  mir  wieder  zurückzusenden  bitte, 
werden  Ew.  am  besten  »eben,  worauf  mein  vorige»  dubiuro 
gegründet  gewesen. 

Dero  Solution  des  problematis:  datis  duobus  quadratis 
aa  et  bb,  invenire  tertium  xx  hac  lege,  ut  aa  -f-  bb  -f-  xx 
plus  quam  uno  modo  sit  summa  trium  quadratorum,  ist 
offenbar  und  general;  denn  obzwar  die  aequatio 

Q — \apr-\-\pprr  -\-bbqr  \qqrr  — krx  -f-  krr, 
per  kr  divisa  nicht  x — ap  -\-prr  -f-  bq  -j-  qrr  -j-  r,  son- 
dern x — ap  -\-ppr  -|-  bq  -f  qqr  -j-  r gibt,  so  hat  doch  die- 
ser kleine  error  calculi  keine  influence  in  die  Methode  selbst. 
Indessen  bleibet  die  Demonstration,  dass  eine  summa  trium 
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quadratorum  iinparium  vor  8m-(-  3 in  quocunque  casu  ip- 
sius  m angegeben  werden  könne,  noch  sehr  dunkel.  Es  ist 
mir, eingefallen,  dass  wenn  man  die  drey  radices  quaesitas 
setzen  möchte  A,  B,  C,  und 

Az=.  1 -{-  am  -J-  bmm  -f-  cm*  -)-  dm*  -f-  etc. 

B—\  -[-am  — bmm  — cm * — dm*  — etc. 

folglich 

AA~  1 -|-2am  2bmm  -\-2cm*  2 dm*  -)-  2em*  4-  etc. 

4 aa  2 ab  -\-2ac  -\-2ad 

A-bb  4-2  bc 

B B — 1 4 2am  — 2b  mm  — 2cm*  — 2dm*  — 2cm*  4 etc. 
4 «fl  — 2 ab  — 2ac  — 2ad 

-\-bb  4 2 bc 

und 

CC  1 4 8m  — 2 aamm  * — 2 bbm*  — hbem * 

— ka 

alsdann  A A 4 BB  4 CC  ~ 8 m 4 3 und  alle  coöfficientes 
b.  c,  d,  etc.  per  sollim  a determinirt  werden  könnten,  so 
dass  a eine  quantitas  indeterminata  bliebe,  denn  es  wird 
posita 

C — t 4 am  4"  ßmm  + ym*  4 4 etc. 

a~k  — 2a,  ß— — 2aa  — aa,  y~ — 2aß,  etc. 
hieraus  würde  ferner  folgen,  dass  wenn  das  theorema  an 
sich  selbst  wahr  ist,  die  series  A,  B,  C allezeit  numeris  in- 
tegris  gleich  seyn  würden,  man  möchte  auch  vor  a anneh- 
men . was  man  wollte. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXIII. 


Eulek  ä Goldbach. 

, . • 

Suite  de»  recherchet  prdcldentcs.  Theoreme  de  gtfomdtric. 


Berlin  <L  25.  Februar  1748. 

Ras  über  meinen  vorigen  Brief  gehabte  dubium  wird  to- 
gleich  wegfallen,  wenn  Ew.  »ich  zu  erinnern  belieben  wer- 
den, da»»  daselbst  von  numeris  integris  die  Rede  sey,  denn 
da  Pzzkpp — i,  »o  kann  in  ganzen  Zahlen  P unmöglich 
ein  Quadrat  seyn;  in  Brüchen  aber  wäre  solches  auf  unend- 
liche Arten  möglich. 

Dass  alle  in  dieser  Formul  8 m -f- 3 enthaltenen  Zahlen 
in  drey  quadrata  imparia  resolvirt  werden  können , bin  ich 
noch  keineswegs  »im  Stand  zu  beweisen,  ungeacht  ich  mir 
darüber  den  Kopf  schon  ziemlich  verbrochen  habe.  So  oft 
8m-f  3 ein  numerus  primus  ist,  so  ist  dieselbe  allzeit  in 
dieser  Form  2.a  a 6 b enthalten,  als  3 = 2.1  -|-  1; 


1 1 = 2. 1 -{-9;  19  = 2. 9 -|-1;  k3  = 2 ."9  4-  25,  etc.  und  hie- 
von getrauete  ich  mir  noch  die  Demonstration  zu  finden.  Ich 
glaube  auch  nicht,  dass  man  für  diese  Proposition,  dass 
8m  -(-  3 = aa  -f-  bb  -f-  cc  eine  solche  Demonstration  finden 
könne,  wodurch  die  drey  radices  o,  b,  c selbst  bestimmt 
werden,  sondern  man  wird  nur  die  possibilitatem  resolu- 
tionis  anzuzeigen  im  Stande  seyn.  Aus  diesem  Grunde  habe 
ich  zu  dem  von  Ew.  cingcschlagenen  Weg  kein  grosses 
Vertrauen,  weilen  dadurch  nicht  nur  die  Möglichkeit  ge- 
zeigt, sondern  auch  die  tria  quadrata  selbst  in  genere  an- 
gegeben werden  könnten,  welches  letztere  ich  gleichwohl 
für  unmöglich  halte.  Die  Demonstration  müsste  ungefähr 
meines  Erachtens  derjenigen  ähnlich  seyn,  wodurch  ich  be- 
wiesen, dass  omnis  numerus  primus  kn  -|-  1 eine  summa 
duorum  quadratorum  sey.  Ich  beweise  erstlich;  dass  eine 
jede  summa  duorum  quadratorum  na  -f-  bb  (wo  a et  b nu- 
meri  inter  se  primi  gesetzt  werden)  keine  andere  divisores 
haben  könne,  als  welche  gleichfalls  summae  duorum  qua- 
dratorum sind.  Hernach  so  oft  kn-|-  I ein  numerus  primus 
ist,  kann  ich  unendlich  viel  Zahlen  hujus  formae  px"  qin 
angeben,  welche  durch  kn-f-  1 divisibel  sind.  Da  nun 
p*"-\-q'ln  eine  summa  duorum  quadratorum  ist,  so  muss 
auch  k n -|-  1 als  ein  divisor  derselben  Formul  gleichfalls 
eine  summa  duor.  quadr.  seyn.  Die  resolutio  autem  ipsa  in 
duo  quadrata  wird  hierdurch  nicht  offenbar,  sondern  nur 
die  Möglichkeit  derselben  bewiesen. 

Man  kann  aber  diese  Proposition , dass  8m-f  3 allzeit 
eine  summa  trium  quadratorum  scy,  in  vielerley  andere 
Formen  einkleiden,  welche  vielleicht  leichter  zu  demonstri- 
ren  seyn  dürften.  Als,  wenn  man  beweisen  könnte,  dass 
proposito  numero  quocunque  integro  m , für  p und  q allzeit 
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solche  Wertbe  anzugeben  möglich  wären,  so  dass  nachfol- 
gende acquatio  cuhiea 

— (2 p — 1)  xx  -f-  (2  pp  — 2p  — 1 — km)x  — qzz.0 
alle  drey  radiccs  rationales  über  käme,  so  wäre  die  Sach 
auch  bewiesen.  Denn  wenn  a,  b , c die  radices  dieser  Ae- 
quation  wären,  so  würde  2p  — 1 ~u  -j-  b -f  c,  et 
2 pp  — 2p  — I — im  — ab  -\-  ac  bc. 

Weil  nun 

kpp  — kp.  1 — aa  bb  cc  \ 2ab  ±-2ac  -\-  2 bc, 
so  subtrahire  man  davon 

kpp  t - kp  — 2 — 8 m ~ 2ab  +-  2ac  2bc 
so  bleibt  übrig  8m -f- 3 zz.  aa  + bb -\- cc.  Ich  habe  aber 
hiezu  schlechte  Iloiftlung,  weil  die  Demonstration  nur  auf 
välores  integros  ipsius  m gehen  musste:  denn  in  fractis  wäre 
die  Sach  oft  unmöglich. 

Ich  habe  diese  Sach  auch  folgendergcstalt  betrachtet:  Fs 
muss  allzeit  möglich  seyn  von  8m-f3  ein  solches  Quadrat 
kxx  — kx  1 zu  subtrahiren,  dass  der  Rest 

8m  + 2 — kxx  4-  k'X 

' . t 

in  zwey  quadrata  resolubel  werde.  Folglich  muss  auch  die 
Hälfte  davon  km  -f-  1 — 2xx  -j-  2x  eine  summa  duor.  quadr. 
seyn,  nebmlich  kyy  — ky  -f-  1 4-  kzz,  also  würde 

m — — ^ — \-yy  — y + zz. 

Wenn  man  dahero  beweisen  könnte,  dass  diese  Formul 
xx~  x yy  — / -f-  zz  alle  numeros  integros  in  sich  be- 
greife, so  wäre  das  theorema  auch  bewiesen. 

Fermat  sagt  in  seinen  Observationihus  ad  Diophantum, 
dass  diese  Aequation  x”—yn- {- z"  in  numeris  rationalibus 
allzeit  unmöglich  sey,  exceptis  casibus  n ~ 1 et  n~  2,  ' 
nebmlich  weder  eiae  summa  duorum  cuborum  könne  ein 
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ctibus,  noch  eine  summa  duorum  biquadratorum  ein  biqua- 
dratum,  noch  in  gcnere  eine  summa  duarum  potestatum 
altiorum  eine  gleiche  potestas  seyn.  Er  sagt,  dass  er  dafür 
eine  sehr  ingenieuse  Demonstration  habe,  welche  er  aber 
wegen  Mangel  des  Raums  nicht  beysetzen  könne.  Es  ist  also 
sehr  schad,  dass  auch  diese  nebst  vielen  andern  verloren 
gegangen. 

Ich  bin  neulich  auf  nachfolgendes  theorema  geometricum 
gefallen,  welches  mir  merkwürdig  zu  seyn  scheinet.  Nehm- 
lich,  gleich  wie  in  einem  jeden  parallelogrammo  die  summa 
quadratorum  laterum  der  summae  quadratorum  diagonalium 
gleich  ist,  so  ist  in  einem  jeden  quadrilatero  non  paralle- 
logrammo die  summa  quadratorum  laterum  grösser  als  die 
summa  quadratorum  diagonalium , und  der  excessus  kann 
also  concinne  angegeben  werden:  Man  bisecire  (Fig.  28)  in 
dem  trapezio  ABCD  die  diagonales  AC  und  BD  in  Pf  et 
M und  jungire  die  Linie  MN,  so  wird  seyn: 

AB2  -f  BC2  + CD2  + DA1  — AC2  BD'  + kMN\ 

Euler. 
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LETTRE  CXIY. 

{ . t 

Goldbach  ä Edler. 

So*  MAIRE  Suite  des  recherches  arithraltiques. 


St  Petersburg  d.  6.  April  1748. 

• t . 

ln  Ew.  Schreiben  yom  2.  Sept.  hatte  ich  die  Worte:  dass 
P um  t immer  kleiner  als  ein  Quadrat  seyn  muss,  für  eine 
zur  vorhergehenden  Formul  Q — P -\~V  (2 PP  ± 2)  gehö- 
rige Condition  angesehen,  welche  sich  aber,  wie  ich  nun- 
mehro  finde,  blos  auf  die  Aequation  zz—\pp — I — P 
rapportiren,  so  dass  alles  seine  Richtigkeit  hat. 

Wenn  Ew.,  wie  Sie  vermuthen,  demonstriren  könnten, 
dass  alle  numeri  8m  -J-  3,  wenn  sie  primi  sind,  zu  dieser 
Forinul  2 aa-\-bb  gebracht  werden  können,  so  werden  Sie 
auch  leicht  finden,  dass  alle  numeri  primi  Am-f-3  zu  die- 
ser Formul  gehören  2aa  -j-  bb  -f  cc,  weil  dieselbe  meines 
Erachtens  alle  numeros  impares  in  sich  begreift;  wenn  aber 
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solches  nur  von  allen  numeris  priinis  demonstrirt  wäre,  so 
würde  offenbar  seyn,  dass  alle  nunieri  integri  affirmativ! 
aus  vier  quadratis  bestehen. 

Was  die  transmutationes  einer  summae  quatuor  quadra- 
torum  betrifft,  so  habe  ich  derselben  unterschiedene  gefun- 
den, welche  ich  folgendergestalt  exprimiren  will,  dass  A 
einen  numerum  trigonalem,  2 A ein  duplum  trigonalis, 
3 A ein  triplum  etc.  O + O ein  aggregatum  duoruin  qua- 
dratorum,  20  ein  duplum  quadrati  etc.  bedeuten;  solchcm- 
nach  wird  eine  jede  Zahl  seyn : 

I. 20+  O-t-^A;  IV.  20  4-0+  A; 

II.  D + 2D+2A;  V.  O+A+kA; 

■ III.  0 + 2A  + VA;  VI.  2D+A+2A; 

VII.  A + 2A  + $-A; 

VIII.  D+  D + 2A; 

,x.  °±..°_t_a.i 

2 . .... 

aus  welchen  noch  viele  andere  deducirt  werden  können. 

In  der  nachfolgenden  Formul 

aa  — a + bb  — b 4 cc  «—  c + dd  V-  d + 1' 
ist  offenbar,  dass  selbige  eine  summa  quatuor  quadratorum 
wird,  wenn  — a — b — c+i;  wenn  aber  auch  d pro 
nuinero  quocunque  genommen  wird,  muss  die  formnla  den- 
noch eine  summa  quatuor  quadratorum  seyn.  Sollte  mir 
etwas  Neues  von  dieser  Materie  einfallen,  werde  ich  das 
Vergnügen  haben  selbiges  Ew.  zu  communiciren. 

Goldbach. 
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P.  S.  Wenn  die  numeri  a,  b,  c in  oa*u 
2 aa  bb  -\-  cc  — 2n-j-  I 

gegeben  sind,  so  können  daraus  die  vier  quadrata  pro 
summa  2 n f-  3,  Vn-|-3,  6 n — 3 . Vn-f-6,  8n-f-6etc. 
imgleichen  vor  2n -(- 2pp+ 1 , \ffn-\-2ff-\-dd,  allwo 
p,  f,  d numeri  integri  quicunque  sind,  leicht  angegeben 
werden,  und  diese  formula  2 aa  -|-  bb  -f-  (2  c -f-  1 )*  -(-  2 
ist  allezeit  gleich  einer  andern  2AA-\~bBB-\- (2  C-\-  l )*, 
von  welcher  letztem  Proposition  aber  die  demonstratio  ri- 
gorosa  fehlt.  . . 
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LETTRE  CXV. 


Euler  ä Goldbach. 

So  m mai  eve.  Recherche*  ultlrieures  *ur  let  norubre*. 


Berlin  d.  4.  Mai  1748. 

W enn  der  Satz  wahr  ist,  dag«  8m  -}-  3~2<ia  bb,  so 
oft  8m-j-  3 ein  numerus  primus  ist > so  sehe  ich  nicht,  dass 
auch  immer  seyn  müsse  4n  -|-  3 = 2ao  -|-  bb  -j-  cc,  so  oft 
4n-(-  3 ein  numerus  primus  ist;  es  wäre  denn,  dass  man 
beweisen  könnte,  dass  in*  diesem  Fall  immer  wäre  4n  3 
— 8m  -)-  3 -j-  4 (2p  -f-  •)*•  Vielleicht  aber  ist  dieses  sogar 
wahr,  wenn  auch  4n -f- 3 kein  numerus  primus  ist.  Zum 
wenigsten  däucht  mich,  dass  8n  + 7 = (8m  + 3)  (2?  + l)* 
— A-  (2 p -f- I)1,  existente  8m-f-3  numero  primo.  Wäre  nun 
dieses  wahr,  so  würden  freylich  alle  numeri  primi,  und 
folglich  alle  Zahlen  summae  quatuor  quadratorum  seyn. 
Allein  ich  glaube  kaum,  dass  sowohl  bey  diesem  als  bey 
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andern  Fermatianisehen  theorematihus  mit  General-Formnln  . 

etwas  auszurichten  ist.  Denn  was  das  theorema  anlangt, 

dass  eine  jegliche  Zahl  eine  summa  trium  trigonnlium  sey, 

so  ist  solches  nur  von  numeris  integris  zu  verstehen,  und 

würde  daher  sogar  unmöglich  seyn  diesen  Generalsatz 

aa-f-a  . bb-\-b  , cc-J-c 
n = - -f  -5—  + -j- 

zu  beweisen,  weil  derselbe  sogar  in  viel  Fällen,  nehmlich 

wenn  n oder  oder  etc.  falsch  wäre.  Denn  wenn 

dieser  Satz  auch  für  gebrochene  Werthe  von  n wahr  wäre, 
so  würde  eine  jegliche  Zahl  sogar  eine  summa  trium  qua- 
dratorum  seyn  können,  indem  8n-|~3“(2a41)*4(2^-|-l)* 
4(2c-{-  l)a,  und  8n  -f-  3 alle  Zahlen  in  sich  begriffe.  Also 
kann  Ew.  IX.  Formul,  kraft  welcher  eine  jede  Zahl  seyn 

soll  — ödlOi-Q,  wofern  kein  Schreibfehler  darin  befind- 
lich, nicht  Statt  finden;  denn  wenn  quivis  numerus  n ~ 
so  würde  quivis  nnmerus  par  2n  — D4Ü40, 

welches  doch  bey  unendlich  vielen,  als  28,  60  etc.  nicht  an- 
geht. Hingegen  kommt  mir  die  VIII.  Formul  n=D4ü4^ 
sehr  merkwürdig  vor,  von  deren  Wahrheit  ich  durch  die 
Induction  bin  überfuhrt  w'orden,  ungeacht  ich  nicht  sehe, 
wie  dieselbe  aus  dieser  n~D4D-|-  ^ oder  dieser 

n — A A -|-  A folget. 

Die  Formul  aa  — a4^  — b -\- cc  — c4^  — rf4  1 
ist  generaliter , und  also  nicht  allein  in  dem  Fall  da 
a -}-  b c~\-d~  1 , eine  summa  quatuor  quadratorum;  denn 
dieselbe  ist  — 

Denn  ungeacht  diese  quadrata  fracta  sind,  so  ist  doch  ge- 
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wiss,  omnem  numeruin,  tfiii  sit  summa  quatuor  quadrator. 
fractorum,  eundem  in  integris  esse  V quadratorum  summain. 
Folgendes  theorema  kann  auch  dienen  in  vielen  Fällen  die 
quatuor  quadrata  selbst  zu  bestimmen,  woraus  eine  Zahl 
zusammengesetzt  ist  : Si  m — aa  4~  bb  -f-  cc  -{-  dd  ct  n = 

pp  -f-  qq  -\-  rr  -)-  ss  erit  mn  — A1  4-  B1  -f-  C*  4"  existente 
A — ap-\-bq-\-tr-\-  ds 
D — aq  — bp  — cj  -|-  dr 
C~ar-\~bs  — cp  — dq 
D — as  — br  -\-cq  — dp. 

Weil  man  nun  die  Zahlen  a,  b , c,  d,  p,  q,  r,  s sowohl 
affirmative  als  negative  annehmen,  dieselben  ferner  auch 
nach  Belieben  mit  einander  combinircn  oder  ihre  Ordnung 
verändern  kann,  so  ist  die  resolutio  producti  inn  auf  sehr 
vielerlev  verschiedene  Arten  möglich. 

Meines  Erachtens  ist  also  nicht  leicht  eine  Demonstra- 
tion von  dergleichen  Fcrinatianischcn  theorematibus  zu  er- 
warten, so  lang  man  die  numeros  trigonales,  tetragonales, 
pcutagonalcs  etc.  durch  die  gewöhnlichen  Generalformuln  aus- 
druckt, weil  in  denselben  auch  die  numeri  fracti  mit  begrif- 
fen sind,  welche  doch  in  den  meisten  theorematibus  aus- 
geschlossen werden.  Ich  habe  mir  zu  diesem  Ende  die  Sach 
folgendergestalt  vorgestellt : 

Es  sey  r~l  -fx* +a:*4-a:*  4-®‘°-|-x,‘+®*1-|~;r1*-t-etc., 
wo  keine  andere  potestates  ipsius  x Vorkommen,  als  deren 
exponenfes  sind  — A.  Wenn  man  nun  das  quadratum  die- 
ser seriei  nimmt,  so  wird  ss  — einer  seriei,  in  der  keine 
andere  potestates  ipsius  x Vorkommen,  als  deren  exponentes 
sind  ~ A A,  und  s*  wird  gleich  einer  seriei,  da  der 
Potestkten  ipsius  x Exponenten  sind  ~ A A -\-  A.  Wenn 
man  nun  beweisen  könnte,  dass  in  der  Serie  s * alle  pote- 
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»täte»  ipsius  x Vorkommen,  so  wäre  dieses  ein  Beweis  om- 
nom  numerutn  integrum  esse  summam  trium  trigonalium. 
Diese  series  lassen  sich  aber  leicht  generaliter  bestimmen; 
denn  es  sey  * '*  • 

s"  — 1 -+-  Ax  + ßx1 + Cx’-t-  Dx*  4-  Ex*- 1-  /xs-c  G.t’+  J/x*-+-  /x9+  etc. 


so  sind  die  valores  dieser  Coöfficienten  für  die  verschiedenen 
valores  von  n,  wie  folgt: 


S 1 

3.“ 

3 e 

N 2-, 

lf 


Gp 

o3 

S II 

3.^1 

2 _ 


II1 

2 


& 

/*=3| 


1 .A.B.C.V.E.F.G.H.l.  K.  L.  M.  N.O.P.Q.  R.S.  T.  V.  V.  WX.  VZ.a.ß.j.  8.  t. 
1.  1.  0. 1.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0. 0. 0.0. 1.0.0. 

1.  1.0.  1.0.  0. 1.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  0.  1.0.0.  0.  0.  0.  1.  0.  0.0.  0.0.0. 1.0. 

1. 1.  0.  1.  0.  0.  I.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  0. 1.  0.  0.  0.  0.0.  1.  0.  0.0.0. 0.0. 

1.  1.  0.  1.0.0.  1.  0.  0.  0.  1.  0.0.0.  0.  1.  0.0.  0.0.  0. 1.0. 0.0. 

1. 1.  0.  1.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  O.  1.  0.0. 0.0.0. 

1.  1.  0.  1.0.  0.  1.  0.  0.  0. 1. 0.0. 0.0. 1. 
1.  1.  0.  1.  0.  0. 1.0. 0.0. 

1.  2.  1.3.  2.0.  3.  2.  0.  2.  2.  2.  1.  2.  0.  2.  1.  0.2.  0.  1.  4.  2.  0.  2.  2.  0.  2. 

1.  2. 1.  2.  2. 0.  3.  2.  0.  2.  2.  2.  1.  2.  0.  2.  4.  0.  3.  0.  1.  4.  2.  0.  2.  2.  0. 

1.2. 1.2.2.  0.3.  2.0.  % 2.  2.  1.  2.0.2.  4.  0.  2.  0.  1.  4.2.  0.  2. 

1.2.  1. 2.  2.  0.  3.  2.  0.  2.  2.  2.  1.  2.  0.  2.  4.  0.  2.  0.  1.  4. 

1.  2.  .1.  2.  2.  0. 3.  2. 0.  3.  3.  2.  1. 2.  0.  2.  4.  0. 

1.  2.  1.12.  0.  3.2.0.  2.2.2.  1. 

1.  2.  1.  2.  2.0.  3. 

1,3,  3,4,6,3,6,9,3,19,  6,  9,  9,  6,  6, 15,9,7, 12,3,15,15, 6,12,12,9, 12, etc. 


Wenn  man  also  zeigen  könnte,  dass  in  dieser  serie  pro 
n — 3 kein  terminus  "0,  so  wäre  bewiesen,  dass  eine  jede 


ganze  Zahl  eine  summa  trium  trigonalium  ist.  Gleich  wie 
man  aus  der  serie  n = 2 siehet,  da  viel  termini  =0,  dass 
viel  Zahlen  auch  nicht  summae  duorum  trigonalium  sind, 
nehmlich  5,  8,  ik,  17,  19,  23,  26,  etc. 
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Auf  gleiche  Weise  kann  auch  die  Compoaition  numero- 
rum  ex  quadratis  vorgestellt  werden:  denn  ich  setze  zu  die- 
sem Ende 

s 1 — x 1 — x 4 -j—  x 9 xIJ  -|-  x*s  -f-  .r49  -|-  etc. 

und 

~ I -j-  Ax  -f-  Bx 1 -j-  Cx*  -(-  DxK  -f-  Ex*  Fxs  -}-  etc. 
Hier  werden  nun  die  cofefficientes  singularum  potcstatum 
ipsius  * pro  valoribus  ipsius  n successive  folgendergestalt 
gefunden: 


Exponentes  ipsius  x 

0.  1. 

7.  3.  4. 

8. 

6.  7. 8. 

9. 

10.  11. 

12. 13.  14.  15.  16.  etc. 

Coefficieutes  casu  n=  1 

t.  i. 

0.  0. 1. 

0. 

0.  0.  0. 

1. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

1.  etc. 

dazu  addire 

i. 

1 0.0. 

1. 

0.  0.  0. 

0. 

1. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

, 

1. 

1. 

0.  0.  1. 

0. 

0. 

0. 

0. 

1. 

0. 

0. 

O. 

1. 

1. 

0. 

0. 

1. 

0. 

0. 

O. 

1. 

Coi fficienles  rasu  n — 7 

i.2. 

1.  0.  7. 

7. 

0.  0.  1. 

2. 

2. 

0. 

0. 

2. 

0. 

0. 

2. 

i. 

7. 1.0. 

7. 

2.  0.  0. 

1. 

2. 

7. 

0. 

0. 

2. 

0. 

0. 

• 

1. 

7. 

1.  0.  2. 

2. 

0. 

0. 

1. 

2. 

2. 

0. 

0. 

- 

• 

1. 

2. 

1. 

0. 

2' 

2. 

0. 

0. 

1. 

(".oefficientes  casu  n= 3 

1.3. 

3.  1.  3. 

6. 

3.  0.  3. 

6. 

6. 

3. 

1. 

6. 

6. 

0. 

3. 

1. 

3. 3.  1. 

’ 3.. 

6.  3.  0. 

3. 

6. 

6. 

3. 

1. 

6. 

6. 

0. 

1. 

3. 

3.  1.  3. 

6. 

3. 

0. 

3. 

6. 

6. 

3. 

1. 

1. 

3. 

3. 

1. 

3. 

6. 

3. 

0. 

1 

1.4. 

S.  4.  Ä. 

12.  12.  4.  6. 

16. 

18. 

12.  8.  16.  24.  12. 

5. 

Hier  kommen  in  der  Serie  für  n~  2 noeh  häufig  0 vor, 
als  bey  3,  6,  7,  11,  12,  lk,  15.,  welches  ein  Zeichen  ist, 
dass  diese  Zahlen  nicht  sind  In  der  serie  n zz  3 findet 
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»ich  die  0 bey  den  Zahlen  7,  15,  dahero  diese  Zahlen  nicht 
sunimae  trium  □ sind,  in  der  serie  n~*  aber  kommt  keine 
0 mehr  vor.  Dahero  müsste  nur  dieses  bewiesen  werden 
können. 

Auf  beyliegendem  Zettel  habe  ich  die  verba  Fermatii 
über  seine  demonstrationes  theorematum  copirt,  woraus  man 
ungefähr  merken  kann,  aus  was  für  Gründen  dieselben  her- 
geleitet waren,  und  eben  deswegen  ist  der  Verlust  derselben  ’ 
meines  Erachtens  um  so  viel  mehr  zu  bedauern. 

Hier  gehet  das  Gerücht,  dass  von  der  Akademie  zu  Paris 
für  dieses  Jahr  der  ganze  Preis  mir  zuerkannt  worden, 
worüber  vielleicht  morgen  die  Nachricht  selbst  erhalten 
werde. 

Euler. 


(Billet  anneie:) 


Fermatirts  in  Observatiombus  ad  Viophantum.  Imo  pro- 
positionem  generalem  et  pulcherrimam  nos  primi  deteximus, 
nempe  omnem  numerum  (integrum)  vel  esse  triangulärem, 
vel  ex  2 vel  3 triangularibus  compositum:  Item  vel  esse  qua- 
dratum  vel  ex  2,  vel  3,  vel  * quadratis  compositum;  item  esse 
vel  pentagontim,  vel  ex  2,  vel  3,  vel  *,  vel  5 pentagonis 
compositum,  et  sic  itfänfinituin  Hujus  autem  propositionis 
demonstrationem , qtiae  ex  multis,  variis  et  abstrusissimis  nu- 
merorum  mysteriis  derivatur,  hic  apponere  non  licet.  Opus 
enim  et  lihrum  integrum  huic  operi  destinare  decrevintus  et 
Arithmeticen  hac  in  parte  ultra  veteres  ac  notos  terminos 
mirum  in  moduin  promovere. 


\ 


. I . 
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LETTRE  CXVI. 

, i • ♦ • • ■ * • • • 

i’t.'  . -.i-l  «=  '»  * ! . 

t 

G Ul.  DB  ACH  ä Eli.  KB. 

$0  mmai  pf..  Theoreme*  de  notribres. 

• • • . . . ‘ • • __  - • \ ‘ m ' . \ . 

.*.11  »it  • * * ' • * . • * •• 

St.  Petersburg  d 8.  Juni  174  8. 

Jch  bin  noch  gänzlich  der  Meinung,  dass  nicht  nur  Vn  -t-  3. 
sondern  auch  ku-f-t  und  folglich  ein  jeder  numerus  impar 
zu  dieser  Formul  gebracht  werden  kann:  2no  -j-  bb  -f-  cc , 
welches  auch  in  der  That  eben  so  vrÄ  ist,  als  die  suh  N.  II 
von  mir  angeführte  Formul  D-fäD-f  2 A , so  dass,  wenn 
Ew.  an  dieser  letztem,  wie  ich  sehe,  nicht  zweifeln,  auch 
die  aequatio  2 n-f  I — 2aa  -f-  kbb  -g  cc  gewiss  ist.  Hingegen 

kann  die  sub  N.  VIII  aus  Versehen  gesetzte  QlLQjhP  nicht 
Statt  haben,  als  an  deren  Stelle  es  heissen  muss  2D  -p-  A-j-  A, 
oder  auch  Ausser  diesem  ist  aber  in  meiner 

Gopie  von  der  Tabelle  der  Formeln  noch  ein  lächerlicher 
Fehler,  so  sich  vermuthlich  auch  im  Original  finden  wird. 
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indem  sub  N.  I et  N.  IV  eben  dieselbe  Formul  2D-|-D-}- A 
stehet  Was  diese:  □-(-□-|-2A,  welche  Ew.  für  merkwür- 
dig; halten,  betrifft,  so  Messet  dieselbe  alsofort  aus  derCon- 
sideration,  dass  ein  jeder  -}-  1 eine  summa  duoi'r.  quadr. 
parium  et  unius  imparis  ist,  gleich  wie  im  Gcgentheil 
kn-t-2  aus  duobus  imparibus  et  uno  pari  bestehet 

Ohngeachtet  ich  mir  zur  Demonstration  des  theorematis 
Fermatiani  wenige  Hoffnung  mache,  so  habe  dennoch  nach 
Anleitung  desselben  einige  andere  gefunden,  die  ich  für 
eben  so  wahr  halten  als  z.  Et. 

Onme  quadratum  numeri  imparis  vel  numeri  impariter 
paris,  modo  sit  minus  quam  8n-|-7,  est  unum  ex 
quatuor  quadratis,  quorum  summa  est  Im- 

gleichen:  Oinnis  numerus  8n  -j-  2 est  hujus  formae 

”•  (2  ± 2)*',4-d4-d. 

Die  hiebeyliegende  Demonstration  von  Ew.  theoremate 
de  quadratis  laterum  trapezii*)  will  ich  eben  nicht  für  die 
kürzeste  ausgeben,  ich  glaube  aber,  dass  man  gar  .leicht  auf 
noch  viel  weitläufigere  verfallen  kann.  Die  Gelegenheit  dazu 
hat  neulich  ein  guter  Freund  gegeben,  welcher  mir  sagte, 
dass  er  einen  casum  partieularcm  davon,  nehmlich  in  einem 
trapezio,  wo  duo  anguli  recti  und  duö  latcra  parallela  sind, 
.demonstriren  könnte.  ’ . 1 

Dass  Ew.  das  ganze  praemium  von  der  Acad.  royale  des 
sc.  erhalten  haben,  ist  mir  eine  sehr  angenehme  Nachricht 
gewesen.  Ich  gratulire  Derosclbcn  dazu  von  Herzen,  und 
meine  Hoffnung,  dass  Sie  bey  allen  künftigen  Aufgaben  nicht 
weniger  reussiren  werden,. wird  immer  grösser. 

, . Goldbach. 


i 


) Cctle  demonstration  ne  s’esl  pas  trouvee. 


Digitized  by  Google 


LETTRE  CXVII 


Et  LEK  ä Goldbach 

Som  maire.  Suite  »ur  les  proprio»  des  nombres.  Condition«  de  rationalite  de  cer- 
taines  forraules  irrationelles.  Demonstration  du  tlxforiiue  de  g^orarftrie  prlcl- 
dent.  Oec  Mia,  Solution  du  probleme  de  U rourbe  catoptrique 


Berlin  d.  26.  Juni  1748. 

Nun  bin  ich  endlich  auf  den  Grund  der  mir  neu- 
lich von  Ew.  überschriebenen  schönen  Formuln  gekommen, 
wobey  ich  das  in  der  Abschrift  derselben  begangene  ge- 
ringe Versehen  sogleich  eingesehen.  Dieselben  gründen  sieh 
meines  Erachtens  auf  folgende  drey  Hauptformuln  I.  r»  — 
A-t-A+A;  II.  kn  -f  t =0  + □ -f  □ und  111.  kn-}-2  = 
O-f-  von  deren  Wahrheit  ich  schon  längst  völlig 

versichert  bin,  ungeacht  ich  davon  keine  Demonstration  an- 
geben kann. 

Aus  der  ersten , n ~ A -f-  A -(-  A folget  n ~ n-4— 

— 4-  —5—*  Nun  sey  a~d-\-e  und  b~d  — e,  so  wird 


Digitized  by  Google 


*59 


n — dd  f d -(-  ee  4~  cc^~c>  folglich  ist  auch  eine  jegliche 

Zahl  nrtD-j-  2A  4-  A,  woraus  zugleich  erhellet,  dass  im- 
mer A-f  A r:D-(-2A. 

Aus  der  zweyten,  *n  -}-  1 — folget  kn-\-  > — 

*an  4-  hbb  4-  (2c  -|-  I)*,  also  n — aa  -{-  bb  4-  ce  4-  e,  und 
dahero  n~D-(-D-|-2A. 

Ferner,  da  eine  jede  ganze  Zahl  ~ aa  -j-  bb  -j-  cc  -f-  c,  - 
so  ist  auch  eine  jede  gerade  Zahl  2n  — aa  -f-  bb  -f-  cc  4-  c, 

und  also  n — — 2 — ~ ^ r A.  Oder  man  setze 

a ~d  e und  b — d — e,  so  wird  n Sz  dd  -4- ee  -f-  *c^~c  “ 

D-I-D4-  A - 

Rhcnfalls  wird  auch  eine  jede  ungerade  Zahl  seyn 
2h  4-  1 —aa  -\-bb  -j-  cc  -^c,  da  nun  cc  -|-c  immer  grad  ist, 
so  muss  von  den  Zahlen  a und  b die  eine  grad , die  andere 
ungrad  seyn,  dahero  2« -|-  1 = *aa  -}-  (2b  l)1  +cc-{- c • 

und  also  n — 2 aa  2bb  -f-  2b  -(-  -y' » folglich  n — 2D  4- 
* A + A. 

Die  dritte  Formtil  *n-f-2=;D-+-D4-D  gibt  *n  4*  2 — 
*aa  4*  (26>-|-  I)*  4-  (2c  4-  1)*  also  ist  n — aa bb  ±b 
ec  4~  c,  und  dahero  n=iD4-2A  -j-2A.  Setzt  man  b — d-\-e , 
e —d — e,  so  wird 

n zz.  fl a 4-  2 dd  -4"  2 d 4"  2 ee  zzz  □ 4*  2 □ 4"  * A . 

Ferner  ist  auch  2n~  D4-2A4-  2A  und  also  □ grad, 
dahero  wird  2n  — kaa-\-bb~\-b-\-cc-\-c  und 

n—2aa  4 4 — — 2d  4~  A A. 

Weil  weiter  A — □ 4"  2A,  so  ist/i^2D4l"D4_2A, 
folglich  auch  2n=:2p4"^  O 4*  ^ A und  also  n— □4-204- A. 


Digitized  by  Google 


•—  160 


Oder  da  auch  2/i-f-  1 zz  2aa  4 (2b  4 I)*  4 cc  4-  c,  so 
wird  n — aa-\-2bb-\-2b-\-  ‘ ~L  = □ -}-  V A 4 A . End- 
lich ist  auch 

2n-)-l  — □ + 2A-(-2A  — (2a  l)1  bb  -\-  b cc  -\-c , 

und  n=;2aa-)-2a  -(-  dl-  4 oder  azz  V A-|- A.-H  A 

= D + 2Ä  + U. 

Also  ist  auch  2 n V □ -|-2A-(-fcA  oder  n — 
2D  + A+  2A,  oder  2a  4 1 zz  (2a  4 l)*4  2 A 4 VA 
und  also  a rz  A 4 2 A 4 VA. 

Da  Va  4 2 =z  Vaa  4 (2&  4-  t)1  -(-  (2c  1 )*,  so  ist 

2a  -f- 1 zi  2 aa  4-  2 bb  j-2 b -\-2cc-{-2c-{~  i.  Es  sey  b—d-\-e, 
c~d  — e,  so  wird  2a  -J-  1 zz  2aa  4-  bdd  4"  ^ ee  H-  ^ ^ 4—  i 
rr  2 [1)4- Also  ist  ein  jeglicher  numcrus  impar 
2 a -4  1 ~ 2p  4*  □ 4*  □ , welches  Ew.  erstes,  meines  Erach- 
tens sehr  merkwürdiges  theorema  war.  Alle  diese  hier  ge- 
fundene Formuln  sind  also  folgende 

I.  n—  A4-  A4  A;  VIII.  a zz  2 □ 4 □ 4 2 A ; 

II.  a zz  □ 4-2  A -f-  A ; IX.  a z=  □4-2D4“  A i 

J1II.  a -i D 4“  O 4“  2 A j X*  a — 2 O 4*  A 4*  1 A 5 

IV.  n zz  □ 4 D4-  A;  ' XI.  arz  CI4VA4  A$ 

V.  n =:  2 □ 4 A4  VA;  : XII.  n zz  V A 4-  A4  A* 

VI.  n=  □ +2A  42A;  XIII.  n=z2D4  A42A5 

VII.  a zz  d42d4^;-  XLV.  n zz  A42A  4VA; 

XV.  2n4  1 zz  □ 4 □ 4'2D.  , 

Da  sowohl  8a  4 3 als  8 a -j-  6 allzeit  in  3 quadrata  zer- 
theilt  werden  kann,  so  folgt,  dass  8a  4 7 — pp,  wenn 
pp  — 8 m 4 oder  ~8m4  l,  d-  i.  wenn  p entweder  ein 

numerus  impar  oder  impariler  par  ist,  allzeit  eine  summa 
tr  i um  quadratorum  sey,  wie  Ew.  gemeldet  haben. 
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Das»  aber  onxti»  numerus  8 n 2 in  dieser  Fern! 
(2  ±-2)  *'  -f  □ -f-  □ enthalten  sey,  kann  ich  nicht  recht  be- 
greifen. Sollte  der  Sinn  davon  dieser  seyn,  dass  allzeit 
8n  -f-  2 zz  □ -j-  □ -(-  q,  da  q ist  entweder  0,  oder  16  oder 
256,  oder  V096  etc.,  welches  die  Werthe  sind  von  (2-^2^*', 
so  würde  solches  in  dem  Fall  8n-j-2rzl5V  nicht  Statt 
findcil,  indem  15V  — cj  immer  eine  summa  duor.  quadr. 
wird;  es  wäre  denn,  dass  der  exponens  e auch  0 seyn  könnte 
und  'folglich  auch  (j  — 1;  ob  ich  gleich  zweifle,  ob  auch 
in  diesem)  FalLsich  keine  Ausnahme  finden  sollte. 

~ Ich  hin  neulich  auf  eine  sonderbare  Betrachtung  gefallen, 
vermittelst  welcher  viel  Dioplianteischc  problemata  sehr  leicht 
können  solvirt  werden.  Wenn  man  z.  Ex.  für  x,  y , z mi- 
niere» rationales  bestimmen  kann,  dass  dieser  Aequatinri 
, xx  4"  )')'  4"  iz  — 2x  — 2/  — 2z-\-  1 — 0 
satisfacirt  wird,  so  müssen  alle  surdische  (siel)  Formuln,  in 
nachfolgenden  Aequationen,  so  aus  jener  entstehen,  rational 
Werden,  , • • ■ . . \ \ 

• . ■ > x~  l ± V (2y  ~\-2z — yy  — zz); 

~ y~  I ± V^(2x  -f-  2z  — xx  — 2»);.' 

-4  s = l ± V{2x  -\-2y—  xx— yy); 

x y — 1 ±V^(2z — zz-|-2xy); 

" ’»  1 ‘ '<•  x -f  i—  1 ± ]/(2  y — yy  2xz); 

y-\-z~  1 :±  V(2x — xx  -\~:2yz); 
x — / — 1 — V (2 z ky  — - 2xy  — zz)\ 

A ' y — x~  1 ± V(2z  -f-  kx  — 2xy — zz); 
x — z — 1 ± V (2  y -|-  V z — 2xz  — yy) ; 
z — x — 1 ± ]/(2 y -\-hx  — 2xz  — yy); 
y — z “ 1 ± V (2x-\-  k-z  — 2y~z  — xx); 

■ z — y£’i  ± |/(2x2f  vy-i-2yz  -— xx); 

u mp  ]/(2xy  -f*  2yz). 


— 162  — 

Wenn  also  nur  eine  von  diesen  Formuln  rational  gemacht 
wird,  welches  sehr  leicht  ist,  so  werden  alle  übrige  12  von 
Selbsten  rational;  solches  geschieht  also  nach  der  ersten, 
wenn 

x — l’P+M+rr+2f,r+7,?rJ  V — z — 3y( P+l'i  ; 

PP+qq  + rr  ’ 3 PP+qq+rr’  PP+qq+rr 

Wenn  also  drey  solche  Zahlen  gesucht  werden  sollten,  dass 
alle  obigen  XIII  surdischen  Formuln  rational  werden,  wel- 
ches problema  nach  der  gewöhnlichen  Art  beynahe  unmög-  _ 
lieh  seyn  würde,  so  können  doch  hieraus  leicht  unendlich 
viel  Solutionen  angegeben  werden.  Als,  wenu  p~  1,  q — 2, 

r — 2,  so  wird  x = y>  y — y*  z—  4* 

Meine  Demonstration  des  vorher  gemeldtcn  theorematis  ver- 
hält sich  so:  Sit  (Fig.  29)  propositum  trapezium  ABCD  cum 
diagoniis  AC,  BD.  Compleatur  1M0  parallelogrammum  ABED, 
cujus  diagonales  AE,  BD  se  in  G bisecabunt.  Tum  durta 
CE  compleatur  parallelogr.  AtJEF  cum  diag.  CF,  ductisqne 
BF,  Df',  erit  quoque  BCDF  parallelogr.  Jam  cum  in  omni 
parallelogrammo  sit  summa  quadr.  diagon.  — summae  quadr. 
laterum,  ex  &ACEF  erit  A E*  -f  CF’*  = 2 AC1  + 2CE% 
ex  cjBCDF  erit  ßZ>*  + CF*  = 2ßC*  + 2CD* 

ergo 

2 AC*  + 2 CE'  — AE*  = 2BC1  + 2CJP1  — BD*  = CF\ 
Porro  cd  ABED  dat  AE 1 -+-BD*^z2AB*-)-2AD*,  quae 
aequatio  ad  priorem  addita  dat 

2AC'+2CE'+  BD * = 2 AB1+2BCi+2CD'+2AD*-Birt 

adde 

BD1  — BD 1 

et  divide  per  2,  fiet 

AC'  + CE'  + BD'  — AB'+BC'  + CD'  + AD*. 

At  quia  AE  uti  et  BD  bisecta  est  in  G,  bisecetur  quoque 
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AC  in  H,  et  dticia  GH  erit  parallela  ipsi  CE  ejusque  se- 
missi  acqualis,  ita  ut  sit  CExzz.kGH%,  quo  substituto  erit 
ABx-\-BCx-±  CDx  + ADx  = ACx  + BDx+\GHx,  Q.  E.  D. 

Wenn  man,  wie  gemeiniglieh  in  der  Geometrie  zu  ge- 
schehen pflegt,  eine  demonstrationem  more  veterum  verlangt, 
so  verdienet  diese  einen  grossen  Vorzug  vor  derjenigen, 
welche  Ew.  mir  zu  überschreiben  die  Güte  gehabt.  Will 
man  aber  nur  von  der  Wahrheit,  worauf  doch  die  Haupt- 
aach ankommt,  überzeugt  seyn,  so  würde  meine  Demon- 
stration allen  Vorzug  verlieren,  weil  ich  darin  die  ange- 
führte Eigenschaft  der  parallelogrammorum  voraussetze,  de- 
ren Ew.  nicht  nur  nicht  nöthig  haben,  sondern  dieselbe 
auch  zugleich  mit  beweisen. 

Hr.  Oeehliz  aus  Leipzig,  welcher  nach  St.  Petersburg 
zur  mathesi  sublimiori  berufen  worden,  die  Vocation  aber 
ausgeschlagen , hat  eine  sehr  schöne  Solution  des  schon  längst 
erwähnten  problematis  catoptrici  erfunden,  welche  Ew.  un- 
fehlbar gefallen  wird.  % 

Es  sey  (Fig.  30)  MN  eine  von  den  gesuchten  curvis, 
welche  alle  radios  ex  puncto  fixo  C emisaos  post  geminam 
reflexionem  in  AI  et  iVfactam  in  idem  punctum  C remittat.  Man 
verlängere  MN  beiderseits  in  £ et  F,  so  dass  ME— CM  et  ~ 
NF—CN,  so  wird  die  longitudo  EF  constans  seyn  und 
die  Puncte  E und  F werden  in  einer  solchen  krummen 
Linie  EIF  seyn,  dass  die  grade  Linie  EF  beiderseits  auf 
dieselbe  pcrpendiculär  fällt«  Die  ganze  Sache,  kommt  also 
darauf  an,  dass  man  solche  krumme  Linien  EIF  finde,  dass 
die  auf  ein  jegliches  Punct  derselben  gezogenen  Perpendi- 
cular-Linien  EF  dieselbe  krumme  Linie  nochmal  in  F ad 
angulos  rectos  durehschneiden.  Denn  diese  Eigenschaft  schliesst 
jene  schon  in  sich,  dass  die  quantitas  lineae  hujus  EF  con- 
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•tau*  seyn  müsse.  Man  sieht  nun  alsbald,  dass  die  Linie 
EIF  ein  Circul  seyn  könne,  dessen  diameter  ~ EF;  ea 
gibt  aber  noeh  unendlich  viel  andere  krumme  Linien,  wel- 
che diese  Eigenschaft  mit  dem  Circul  gemein  haben,  /wie 
ich  bald  zeigen  werde. 

Hat  man  aber  eine  solche  krmnmc  Linie  EIF  gefunden, 
so  kann  daraus  sehr  leicht  die  gesuchte  krumme  Linie  MN 
gefunden  werden,  und  das  auf  unendlich  viclerley  Art.  Denn 
man  kann  das  punctum  radians  C nach  Belieben  annehmen, 
und  wenn  man  daraus  ad  terminos  lineae  EF  die  graden 
Linien  CE  und  CF  zieht,  dieselben  in  G und  H in  zwey 
gleiche  Theile  schneidet,  aus  den  Puncten  G und  II  auf 
dieselben  die  Perpendicular- Linien  GM  und  H Pf  aufrichtet, 
bis  solche  der  EF  begegnen,  so  sind  nicht  nur  die  Puncte 
M und  Pf  in  der  gesuchten  Linie  MN,  sondern  GM  und 
IJN  sind  auch  tangentes  derselben.  Nimmt  man  für  EIF 
ein  Circul  an,  diametri  EF,  so  wird  MN  eine  ellipsis,  de- 
ren fori  sind  das  punctum  radians  C und  das  ccntrum  rir- 
culi  EIF. 

Um  aber  alle  mögliche  krumme  Linien  EAF  (Eig-  31) 
zu  finden,  welche  von  \ihren  normalibus  ER F nochmal  in 
jFnormalitcr  durchschnitten  werden  , so  setze  ich  die  abseissas 
A V — x,  /f  Q ~ X , die  applicatas  F E y , QF~  ■ — K, 
(weil  diese  ad  partes  oppositas  axis  fällt).  So  ist  die  subnor; 

malis  PR  und  die  subnormalis  QR~ — Da  mm 

dx  d X 

VE : VR—  QF.QR.  so  wird  yS—  ~ — V:  folg- 

lich ~ i ^ • Jetzt  setze  ich  dx—pdy,  so  wird  auch 
d V ~ pd Y und  VR  -j,  QRz=.~;  also  PQ  — ^-Zl^ 
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A’  — x ■ Diese  Aequation  differentiiret  gibt 

dy-dY  (y-+r)di>  ,v  ' , 

= dX—  dx  — p(dV  - dy]. 


oder 


PP 

I 


ür^df)  (.*±££)-tr^, 

das  ist  t . 

dy  — d Y d p ___  d p 

y >r  pU+p/O  p 
Dahero  ist  l(y  — Y)  — 12  a Ip  — IV' (l  -{-  p p) , oder 

23  =PQ- 


pdp 


y — Y ~ 1>  und  folglich  X — x ~ 


'O+pj'Y 


y^+pp) 


, lap 


->  so  wird  EF1  — 


Da  nun  PE+QF  — y — Y= 

P Q* (P  E -j- QF)2 -zz  kaa , uud  also  EF~2a,  dahero 
constans. 

Da  v — Y — > — > so  setze  ich  y “ P 4-  -77~r — : und 

Ai+rPO  ; ' . ' VO+PP) 

Y—P — -/(“-y.  p)’  wo  ^ c*ne  functionem  rationalem  quamcun- 
que  ipsius  p bedeuten  mag,  denn  solchergestalt  wird  die  con- 
ditio continuitatis  erfüllt*  weil  die  Formul  P zt  ^ wegen 
des  Radicalzeieben#  von  Natur  ambigua  ist,  und  also  auf  beide 

c , 

Puncte  E und  F zugleich  geht.  Weil  nun  y—P-\-  > 


so 


ist  dy  — d P -f  a'~P\  > und  also 


(t+ff')* 
d x — p d y — p d P + 


apdp 

(*+PI'fi 


wovon  das  integrale  ist  x~fpdP — Y{\^rPp)  ^enn  demnach 
für  P eine  functio  quaecunque  rationalis  von  p angenommen 
wird,  so  hat  man  pro  curva  AE  diese  Fornmln 


AP  -zz.xzz.fpdP  — 


V(»  +PP) 


PE  — y=zP  + 


ap 


A*+PP) 


166 


au*  welchen  zugleich  die  coordinatae  pro  puncto  altero 
re»pondente  F gefunden  werden,  wenn  man  nur  da»  sig- 
niini  de*  rndicalis  /(I  4-  pp)  verwandelt.  Will  man  curva» 
algebraica*  haben , »o  darf  man  für  P nur  eine  sulche  func- 
tionem  ipsius  p annehmen,  da »s  fpdP  integrabel  wird. 
Zum  Ex.  setze  man  P~2bp,  *o  wird 

x—2bfpdp  — —^-ipp—  jfJL-  + „ 
und  y — 2bp  -f  y(l E™tere  gibt 

pX=bp>+ap-7l JZj-y 

welche  zu  jener  addirt  gibt  y -\- px  — b p*  -4-  (a  -j-  2b)  p. 
Wenn  nun  au*  diesen  zwey  Aequationen  der  Buchstab  p 
eliminirt  wird,  *o  erhält  man  die  Aequation  zwischen  x und 
y.  Zur  Construction  sind  aber  obige  Formuln  bequemer, 
weil  in  diesem  Exempel  seyn  wird  AR  — bpp  -t  a \ 2b, 


^ = 7* 


1a 


PR  — 2b 


iirät* 


'U  +j>p)  " ' vti 

Man  kann  aber  auch  in  geliere  eine  sehr  leichte  Construe- 
tion  geben,  welche  alle  mögliche  curva»,  so  diese  Eigen- 
schaft halien,  in  sich  begreift,  sie  seyen  algebraisch  oder 
transrendentes. 

• i 4 

Euler. 
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LETTRE  CXVIII. 

Goldbach  ä Euler. 

So  m m a iE  £•  Rdpon»e  a la  lettre  pr4r<dente. 


St-  Petersburg  d.  l3.  Juli  1748. 

Ew  danke  ick  dienstlich  für  die  viele  Mühe,  welche  Sie 
über  sich  nehmen  wollen,  damit  mir  die  verlangte  Beschrei- 
bung der  Sonnentinsterniss  zu  rechter  Zeit  übersandt  wer- 
den möchte,  und  will  hoffen,  dass  selhige  noch  intra  ter-  , 
minum  allhie  eintreffen  werde.  Ich  würde  aber  auf  Dero 
geehrtes  letzteres  Schreiben  so  zeitig  noch  nicht  geantwortet 
haben,  wenn  ich  nicht  die  von  mir  angeführte,  aber  mit 
(2±:2)*'  übel  exprimirte  Formul  je  eher  je  lieber  zu  cor- 
rigiren  nöthig  gefunden  hätte,  denn  es  ist 

8n 2 = (2  ± 2)'+‘  □ -f  □, 

allwo  e allezeit  einen  numerum  integrum  aftirmativum  be- 
deutet, oder  auch  8n-f-2r^(t  ± t)*,'+'*-t-D  -f-  □ > gleich- 


Digitized  by  Google 


468 


wie  8r»  -j-  i zu  (1  ± I)  *'  -f-  (I  ± l)*-^4~  □,  alhvo  e und  f 
integros  affirmativos  bedeuten;  es  ist  auch  sehr  wahrschein- 
lich, dass  sogar  4n-}-l~(l  ± l)*'"l~‘  □ -(-  □.  Inson- 

derheit aber  halte  ich  fiir  merkwürdig,  dass  in  dieser  ae- 
quatione 

4n  -f-  3 = 2aa-f  \bb  -f  cc  -f  2 = 24  A + 4ßß  -f  CC, 
allwo  a ein  numerus  par  und  A impar  ist,  a in  quocunque 
casu  numeri  n so  angenommen  werden  kann,  dass  A gleich 
sey  a-f-1.  In  dem  casu,  wo  arrO,  ist  solches  offenbar,  in 
den  übrigen  casibns  aber  fehlet  es  morc  solito  an  der  De- 
monstration, jedoch  ist  wohl  zu  verstehen,  dass,  wie  gesagt, 
der  valor  a also  angenommen  werden  kann  und  nicht  noth- 
wendig  also  beschaffen  ist , als  z.  Ex.  wenn  n — 19  und 
4 n 4-3— 79,  so  kann  a zwey  valores  haben,  nehmlich  4 
und  6-  Nicht  der  andere,  sondern  der  erste  ist  hier  appli- 
cable, damit  die  aequationcs 

4.19  4-3  =z2.424-614-3*4-2=2(4  4-1)*  4-  2*  + 5a 
Statt  finden  und  J — a4  1 — 4 4 I werde. 

Meine  vorige  formulas  habe  ich  auf  folgende  Art  heraiis- 
{rehracht,  so  in  der  Tliat  mit  Ew.  Methode  ühereinstimmet : 
Wenn  man  anninnnt 

1.)  4 aa  2Z>6  \ 4 cc  4 ^c  4“  * — 2n  -f-  I > 
so  wird 

2.)  n ~ 2aa 4~ bb  -f-  2 cc  4“  2c  ~ 2D  4 E '{■  4A . 

Es  sey  n ein  numerus  par=r2m,  so  muss  auch  b ein  nu- 
merus par  —2  d seyn,  ergo  _ v 

3.)  m ~ «io  4~  2 cf -j- cc  4~  c — 2Ü -f- □ 4 2 A . 

Es  sey  mn2p,  so  muss  auch  a.  . 2 e seyn,  ergo 

4.)  per;  2ee  4-  dd  4--Tp-  — 2D  □ •+.!  A . 

Sit  in  formula  2.)  nr  2 »m  4 1 , erit  b n 2 dt I . ergo 
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O * ZV  — 2 - ^ • i 


i fl.)  mirdtao  2dd  -f-  2tf-f-  fco  -f-  c : 

Sit  mir 2p,  erit  a~2e,  ergo 

«?.)’•  p 4-’A. 

1 • 1 

i.  ini  -■  ■ , 

Sit  in  fopnula  *.j  m ~2p  1,  ent  a — 2e  -\-  l,  ergo 

- ■ <1  < ■ ‘ . ■ 1 1 ' ' ' . ■ ■ ■'  •>  , • • * ’ 

7.)  p — 2ee  2e  dd-\-  d -f-  — * Ar^  2 A -f-  A. 

Si  in  forntula  31)  mtnS/j-M,  erit  a'—  2e"4-  1,  ergo 

* A -|-  □ A . etc. 


t 


l>  1*1  » II 

8.)  n = 


2ee  — |—  2 e — | -cfd 


cc-t-c 


Das  Präsent,  welches  mir  Ew.  von  Dero  Introduetione 
in  analysin  inlinitorum  machen,  wird  mir  überaus  angenehm 
seyn;  ich  hatte  gar  nicht  gewusst,  oder  wenigstens  gänzlich 
vergessen,  dass  Sie  dergleichen  Buch  geschrieben,  welches 
nunmehro  vennutldlch  in  den  gelehrten  Leitungen  'bald  re- 
ccnsirt  werden  wird.  Bey  dieser  Gelegenheit  möchte  ich 
wissen,  'ob  EWi  Seientia  navalis  schon  gedruckt  worden? 
item,  was  Sie  von  einer  Abhandlung  ejusdem  argumenti, 
so  jVI,,Bouguer  herausgegeben,  halten?  item,  möchte  gern 
benachrichtigt  seyn,  ob  der  in  Ew.  Antworten  auf  die  Fra- 
gen von  den  Cometen  erwähnte  neuentdeckte  Planet  sich  in 
seiner  Possession  mainteniret  und  durch  fernere  Observatio- 
nen bestätiget  worden?  item,  ob  der  Comet  von  A.  17*2  in 
dem  Lauf  des  Mercurii  einige  Alteration  verursacht? 

Was  die  Aequation  xx  -\-yy-\-zz—  2x — 2y  — 2z  -f  1 ~0 
betrifft,  so  wird  selbige  positis  x — A,  y — 1 = B, 
z - t~C,  in  diese  4zl-|-BB-t-CC:=:2  verwandelt,  wo- 
raus alsofort  offenbar  ist,  dass  posito  A~  V (2 — BB  — CC) 
rationali.  auch  — B B~  A A-+-CC — 2,  oder  B~]/ (2  AA  CC) 
oder  C—V( 2 — AA  — BB)  rationales  seyn  müssen. 

Vor  Dero  mir  communicirte  Solution  des  problematis 
den  diagonalibus  trapezii  sage  ich  schuldigsten  Dank. 


von 
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und  obtervire  hiebey  an  noch,  dass  wenn  von  den  quatuor 
lateribus  (Fig.  29)  AB , BC,  CD,  DA  eine»  durch  einen 
numerum  impariter  parcm,  und  die  drey  übrigen  durch  nu- 
meros  impare»  exprimiret  werden,  alsdann  die  drey  quadrata 
AC 1 -f-  BD%  -f-  kG H1  unmöglich  au»  numeri*  integri»  be- 
stehen können. 

Oie  Solution  des  problcmatis  catoptrici  durch  Hülfe  einer 
curvae,  deren  normal  is  curvam  sccans  allenthalben  constan« 
sey,  ist  allerdings  sehr  schön.  Ich  habe  dabey  angemerket. 


dass  in  der  formula  y ~ P - f-  'n  ca,u  f — aPP*'- 

catae  maximae,  allezeit  seyn  müsse  P~  — ap  -f-  a V (1  -}-  pp), 
hingegen  kann  ich  mir  nicht  recht  vorstellen,  wie  die  curva 
ausschen  müsse,  wenn  man  (Fig.  32)  das  spatium  EM  a vcrtice 
E usque  ad  applicatam  maximam  MP  interceptum  ganz  klein, 

als  — — annimmt,  und  schliesse  daraus,  dass  eben  dieses 

1000 

spatium  EM  gewisse  limites  haben  werde. 

Goldbach. 
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LETTRE  CX1X. 


Euler  ä G, oldbach. 

So  mm  ai  rf.  Accord  des  tables  lunaires  d*  Euler  avec  l*ob»ervation  de  iVHipse  du 
toleil.  Examen  du  th^orfcme  numerique  de  Goldbach.  Introdurtion  ä l’ana- 
ljrse  des  infiuis  et  Science  navale.  Action  de  la  comete  de  1744  aur  le 
coiir»  de  Mercure.  Observation*  aur  le  quadrilat^re  et  la  courbe  crtoptrique. 


Berlin  d.  6.  Auguat  1748. 

Nachdem  uns  allhier  der  Himmel  ziemlich  günstig  gewesen, 
um  neulich  die  Sonnentinsterniss  sehr  genau  zu  beobachten, 
so  habe  ich  Ursach  mit  meinen  neuen  tahulis  lunarihus  voll- 
kommen zufrieden  zu  seyn.  Denn  sowohl  der  Anfang  als 
das  Ende  hat  näher  als  auf  eine  Minute  mit  meiner  Rech- 
nung übereingetroffen , indem  der  Anfang  nur  15’  und  das 
Ende  30”  später  bemerket  worden,  als  ich  angesetzet  hatte. 
Insonderheit  aber  war  diese  Finsterniss  würklich  annularis, 
wie  ich  gefunden  hatte,  ungeacht  nicht  nur  die  andern  ta- 
hulac,  welche  doch  für  die  besten  gehalten  werden,  keinen 
annulum  anzeigten,  sondern  auch  einige  HH.  Pariser  astro- 
uomi  meine  Rechnung  durch  einige  bey  den  tabulis  ange- 
Curr.  math  et  phys  T.  /.  30  ‘ 
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brachte  vermeinte  correctiones  widerlegen  lind  behaupten 
wollen,  dass  diese  Finsternis»  allhicr  nur  partialis  scyn 
würde.  Die  nach  den  übrigen  tabulis  lunaribus  angestellten 
Rechnungen  haben  sowohl  im  Anfang  als  Ende  um  2,  3 ja 
bis  auf  10  Minuten  gefehlt.  Uobermorgen  werde  ich  sehen, 
wie  genau  meine  Rechnung  bey  der  Mond  finstern  iss  ein 
treffen  wird. 

Was  die  Formul  8n  -f-  2~  (2  ± 2)'  + ' -f-D  -f-ü  betrifft, 
so  kann  ich  zwar  keinen  casum  in  contrarium  entdecken, 
•eh  sehe  aber  doch  die  Wahrheit  davon  nicht  ein.  Hingegen 
kann  ich  diese  Formul  8n  1 (t  it  I)*'  -f-  (1  ± 1)*-^— □ 
nicht  zugeben,  wofern  dieselbe  so  viel  anzeigen  soll,  dass 
eine  jede  Zahl  von  dieser  Form  8n-f-l  allzeit  in  drey  der- 
gleichen quadrata  zertheilet  werden  könne,  wovon  zwey 
zugleich  potestates  binarii  seyen,  c yphra  non  exc.lnsa.  Denn 
wenn  8n-f-  in:  217,  so  findet  diese  Formul  nicht  Statt. 

Wenn  es  gewiss,  dass  8n  2 ~ (t  □, 

so  folget  von  selbsten,  dass  kn-|-  I — (1  ±:  t)*'"M  -f-  □ 
wenn  man  nur  jene  durch  2 dividirt,  weil -5—9  — O 
An  der  Wahrheit  dieser  gedoppelten  Formul  + 3 = 
2aa  -|-  kbb  -j-  cc  -J-  2 — 2A  4 -j-  kBIi  -f-  CC  und  dass  all- 
zeit seyn  könne  A ~ fl  -|-  1 , finde  ich  keine  Ursach  zu  zwei- 
feln; ich  kann  aber  eben  so  wenig  den  Grund  davon  ein- 
sehen.  Indessen  sind  solche  Sätze , welche  durch  kein 
Exempel  refutirt  werden  können,  freylich  um  so  viel  mehr 
merkwürdig. 

Für  die  gütige  Communication  der  Demonstrationen  der 
mir  letzt  überschriebenen  schönen  Eigenschaften  der  Zahlen 
sage  ich  allerschuldigsten  Dank,  und  es  freut  mich  nicht  we- 
nig, dass  die  selbenmit  denen,  so  ich  berausgebraeht,  so  schön 
übereinstimmen. 
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Die  Introductio  in  analysin  infinitorum , welche  mir  die 
Ehre  gegeben  Ew.  zu  praesentiren , ist  schon  seit  drey  Jak* 
reu  unter  der  Press  gewesen  und  anjetzo  wird  von  Mr. 
Bousquet  meine  Abhandlung  vom  (ialeulo  diflerentiali  ge- 
druckt. 

Weil  die  Kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  ihren 
Anspruch  auf  meine  Scientiam  navalem  erneuert,  so  habe 
ich  letztens  das  ganze  Werk  an  des  Herrn  Präsidenten  Exc. 
überschicket  und  ersuche  Ew  bey  Gelegenheit  etwan  den 
Druck  derselben  durch  Vorstellungen  bey  dem  Hn.  Schu- 
macher gütigst  beschleunigen  zu  helfen;  insonderheit  da  in 
des  Hn.  Bouguer’s  Werk  von  dieser  Materie  schon  ziemlich 
viel  enthalten,  was  ich  darüber  herausgebracht  habe,  und 
da  meine  principia,  worauf  die  ganze  Sache  beruhet,  je 
länger  je  mehr  bekannt  werden,  so  befürchte  ich,  dass  gar 
Alles  anderwärts  herauskommen  möchte,  wenn  der  Druck 
meines  Werks  nicht  bald  zu  Stande  kommt.  Von  dem  er-' 
wähnten  neuen  Planeten,  welcher  alle  k Jahre  seinen  Lauf 
vollenden  soll , ist  nicht  nur  nichts  Neues  entdeckt  worden, 
sondern  ich  bin  versichert,  dass  der  Auctor  desselben  nicht 
genugsam  in  der  theoria  planctarum  et  cometarum  erfahren 
gewesen,  dass  er  aus  den  Observationen  einen  solchen  Schluss 
hätte  machen  können. 

Nachdem  ich  den  locum  Mercurii  auf  die  Zeit  des  Co- 
meten  A.  ilkk  genauer  berechnet,  so  habe  gefunden,  dass 
derselbe  dem  Gometen  nicht  so  nahe  gewesen,  als  ich  an- 
fänglich gemeinet  hatte,  und  dass  folglich  in  seinem  Lauf 
keine  Alteration  hat  entstehen  können. 

Wenn  die  k latera  trapezii  also  durch  Zahlen  ausgedruckt 
werden,  dass  eines  ein  numerus  imparitcr  par,  die  drey 
übrigen  aber  numeri  impares  sind , so  wird  die  summa  qua- 
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drntoriim  latertim  eine  solche  Zahl  Sn  -|-  7,  und  kann  folg- 
licli  rationalitcr  nicht  in  drey  quadrata  rcsolvirt  werden. 

Ew.  dubium  gegen  die  tiguram  curvae,  deren  normalis 
curvam  seeans  allenthalben  constans  ist,  kann  ich  nicht  genug 
einsehen.  Es  sey  (Fig.  31)  EAF  eine  solche  curva,  wo  die  recta 
ntrinque  normalis  E h'~2n,  die  abscissa  AP~x,  die  ap- 
plicata  PE~y,  und  P eine  funetio  rationalis  von  p,  so 
habe  gefunden,  dass  x~J'pdP — --  ( - > undy— P-4* 

y,  p) ' ^'crau®  "’U’d  — — und  folglich  die  applicata  y 

dy 

maxima,  wenn  j — 0,  d.  i.  wenn  p~oo.  Nun  kann  aber 

für  P eine  solche  funetio  von  p angenommen  werden,  dass 
in  diesem  Fall  eben  nicht  wird  P ~ — ap  aV  ( I pp), 

oder  P~  0,  weil  p~  oo.  Hingegen  wird  die  applicata 
maxima  seyn  ~ P a,  wenn  in  P gesetzt  wird  p — oo . 
und  die  abscissa  wird  x—J'pdP. 

Euler. 

jvi  .1  n oh  * 'iJkJ  >11.  l'iv  . c l'i  mn  >u  ir  liidri#/ 
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LETTRE  CXX 


Goldbach  ä Eulch. 

Som  mairr  H^pODM  ä I«  lettre  pr4c*dente.  Deux  th4or£nie»  de  nombrts. 

« « 

St.  Petersburg  d.  7.  September  1748. 

Die  in  Charten  vorgestellte  Sonnenfinsternis»  und  die  dazu 
gehörige  gedruckte  Beschreibung  sind  mir  Tages  zuvor  und 
also  noch  zu  rechter  Zeit  eingehändigt  worden , vor  deren 
Uebersendung  ich  Ew.  schuldigsten  Dank  sage,  wie  ich  denn 
Deroselben  zugleich  zu  der  genauen  Uebcreiustimmung  die- 
ser SonnenfinsternisB  mit  Dero  tabulis  astronomicis  von  Her- 
zen gratulire  und  ein  Gleiches  von  der  letztverwichcnen 
IVfondfinsterniss  zu  erfahren  hoffe.  Ich  habe  auch  nicht  un- 
terlassen gehörigen  Ortes  die  verlangte  Erinnerung  wegen 
der  Scientiae  navalis  zu  thun,  und  zuverlässig  vernommen, 
dass  man,  wie  mir  schon  vorhero  bekannt  war,  und  Ew. 
ohne  Zweifel  bereits  von  Andern  werden  erfahren  haben, 
mit  dein  Druck  dieses  Werkes  eifrigst  fortfährt. 


— WC  — 

Die  für  8«  t angegebene  Formul  ist  allerdings  un- 
richtig; ich  habe  aber  bey  Gelegenheit  des  theorematis  Fer-  - 
matiani  noch  bemerket,  dass  gleichwie  ein  jedes  quadrattun 
impar,  oder  radieis  impariter  pari*,  dummodo  minus  sit 
quam  8 m 7,  diese  Eigenschaft  hat,  dass  es  eines  von  den 
vier  quadratis  ist,  deren  aggregatuni  also  auch 

ein  jedes  quadratum  impar,  oder  radicis  pariter  paris,  dum 
modo  sit  minus  quam  8 m -|-  3,  diese  Eigenschaft  hat,  dass 
es  eines  von  den  vier  quadratis  ist,  deren  summa  r=;8>n-f-3. 
Weil  nun  0 unter  die  quadrata  pariter  paria  mit  gerechnet 
^werden  kann,  so  geschiehet  cs  gleichsam  per  accidens,  dass 
' alle  numeri  8 rn -4-3  auch  aus  drey  quadratis  imparibus  al- 
lein bestehen  können.  # Wenn  man  ein  quadratum  par  durch 
□,  und  ein  quadratum  iinpar  durch  0,  ein  quadratum  ambi- 
guum  aber,  so  di  verso  reapectu  par  oder  impar  seyn  kann, 
durch  0 oder  0 andeutet,  so  lasset  sich  dieses  alles  durch 
folgende  Formul  exprimiren  ^ 

+ .Q  + 0 + Q =8i«4-5±2, 
allvvo  vor  3,  in  casu  signi  superioris  -j-,  ein  quadratum 
impar,  in  casu  signi  inferior»  — aber  eilt  quadratum  par 
zu  verstehen  ist. 

Ich  habe  auch  observiret,  dass  wenn  man  setzet 
2 (2<i  -}-  1 )*  4~  k bb  4“  (2c  — — I j*  zz.  kn  — I 
und  8n  — 6 = 2 {2A  4“  l)*4-kßß  4 kC C,  posilo  pro  n 
numero  eodein  integro  positivo,  alsdann  allezeit  genommen 
werden  könne  Bzzb.  Es  scy  z.  Ex.  n — 29,  so  kann  bei- 
den Aequationen  ein  Genüge  geschehen,  wenn  man  setzet 
B~b~k,  denn  es  wird  2.1  -f-  k.  16  4~  k9  = * 15  uimI 
2.k9  4 k.  16  4-  k.  16  — 226. 

Was  die  curvas,  deren  normalis  curvam  secans  allenl- 

•.v 

halben  constan»  ist,  anlangt,  so  bin  ich  der  Meinung,  dass 
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wenn  in  denselben  ein  axis  curvam  in  duas  partes  similes  et  ae- 
quales  dividens  = 2a  angenommen  wird,  die  applicata  ma- 
xima  nicht  anders  als  seyn  könne,  und  dieses  aus  folgender 
Ursache:  Sit  (l*'ig.  33)  axis  AD  — 2a;  sit  normalis  in  axem 
incidens  ER  — a — u,  erit  normal!«  ab  axe  reflexa  RF  sub 
eodem  angulo  (FRB  — ER A)~a -\- u.  Cum  igitur  in  casu, 
quo  normalis  fit  perpendicularis  ad  axem,  quantitas  varia- 
bilis  u fiat  — Q,  adeoque  ipsa  normalis  ~a,  applicata  vero 
maxima  nihil  aliud  sit  nisi  normalis  ad  axem  perpendicu- 
laris, sequitur  applicatam  maximam  in  onmibus  istis  cur  vis 
esse  = a.  Dahero  sehe  ich  nicht,  wie  die  applicata  maxima 
— a -\~  P seyn  könne,  ohne  dass  P — 0 sey. 

Goldbach. 


Digitized  by  Google 


V78 


LETTRE  CXXI. 


Eulkr  ä GomiucH. 

So  mm  Ai  uf.  Krlipio  du  Noloil  et  de  b lune.  Travaui  dioptrique»  d1  Euler 


Berlin  d.  12.  October  174  8 

Die  letzte  Sonnenfinsternis*  ist  zwar  mit  meinen  neuen  ta- 
btilis  innaribiis  genauer  übereingekommen,  als  mit  allen 
andern  und  auch  denjenigen,  welche  für  die  richtigsten  ge- 
halten werden,  es  fand  sich  aber  doch  ein  geringer  Unter- 
schied von  ungefähr  einer  Minute  in  der  Zeit,  und  der  an- 
nulus  dauerte  nicht  so  lang,  als  ich  nach  meiner  Rechnung 
gefunden  hatte.  Der  erstere  Fehler  kommt  theils  von  der 
noch  nicht  genugsam  genau  bestimmten  different ia  meridia- 
norum  von  Berlin  und  Paris,  theils  von  der  noch  in  den 
Tabellen  selbst  befindlichen  kleinen  Unrichtigkeit  her,  wel- 
che ich  mir  zu  heben  nicht  getraue,  denn  ich  habe  die  elu- 
menta  meiner  Tabellen  ausser  der  Theorie,  auf  observationes 


Digitized  by  Google 


*79 


eclipsinm  lunarium  gegründet , über  deren  momenta  mart 
nicht  wohl  auf  eine  Minute  gewiss  seyn  kann.  Es  lasst  sich 
nehmiieh  wegen  der  penumbrae  weder  der  Anfang  noch  das 
Ende  einer  Mondfinsternis*  so  genau  hesimnien , dass  man 
nicht  noch  um  eine  Minute  oder  mehr  fehlen  sollte.  Was 
die  Dauer  des  annuli  anlangt,  so  hatte  ich  mit  den  meisten 
astronomis  die  parallaxin  litnac  zu  gross  angenommen, 
allein  eben  diese  Finsterniss  hat  mich  in  den  Stand  gesetzt, 
diese  parallaxin  auf  das  Genaueste  zu  bestimmen,  welche 
ich  um  mehr  als  1 kleiner  befunden,  als  sie  in  den  tabulis 
Cassinianis  angesetzt  wird,  und  M.  le  Monnier  hat  auch 
wirklich  gefunden,  dass  die  parallaxis  lunae  um  ein  Merk- 
liches kleiner  sey,  als  bisher  die  astronomi  geglaubet,  wo- 
durch ich  in  meiner  Conception  um  so  viel  molir  bestärket 
werde.  Hieraus  habe  ich  in  meinen  Tabellen  den  Articul 
von  der  parallaxi  corrigirt,  und  hoffe  inskünftige.  Was  diesen 
Punkt  betrifft  , in  Bestimmung  der  Finsternisse  gar  nicht 
mehr  zu  fehlen. 

Die  letzte  Mondfinsternis*  haben  wir  auch  hier  mit  allem 
Flciss  beobachtet.  Nach  meiner  Rechnung  sollte  sich  dieselbe! 
d.  8.  August i also  zutragen:  I.  der  Anfang  um  ll/'  3’  S3  ; 
II.  das  Ende  13*  16'  52  "i  In  der  Observation  selbst  war  der 
Unterschied  zwischen  uinbra  und  penumbra  so  gering,  dass 
man  bey  etlichen  Minuten  weder  vom  wahren  Anfang  noch 
vom  wahren  Ende  gewiss  seyn  konnte.  Es  schien  uns  aber  der 
Anfang  um  1 1 h *'  ;>  5',  das  Ende  aber  um  \T  ä 18' 
geschehen  zu  seyn.  Andere  haben  diese  beyden  momenta 
theils  früher  tbeils  später  estimirt.  Ich  habe  in  einer  ver- 
finsterten Kammer  meines  Hauses  das  Bild  des  Mondes 
durch  einen  iOsrhuhigcn  tubum  auf  ein  weisses  Papier  fal- 
len lassen,  worauf  sich  der  Mond  mit  allen  Flecken  sehr 
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deutlich  praesentirt,  und  ich  habe  den  Anfang  der  -Finster- 
nis* angeschrieben,  als  ich  auf  dem  Papier  nicht  mehr  den 
Rand  des  Mondes  ganz  erblickte,  das  Ende  aber  als  der 
Bord  wiederum  rund  herum  ganz  erschien,  wobei  zu  mer- 
ken , dass  wenn  die  Vorstellung  des  Bilds  stärker  oder 
sch  wacher  gewesen  wäre,  beyde  momenta  früher  oder  später 
bemerket  scyn  wurden.  Denn  wenn  man  durch  den  tubuui 
grad  gegen  den  Mond  sähe,  so  konnte  man  auch  bey  der 
stärksten  Verfinsterung  den  verfinsterten  Theil  erkennen, 
als  welcher  von  den  durch  die  Atmosphaer  der  Erde  durch- 
gedrungenen Lichtstrahlen  noch  erleuchtet  wurde.  Der  ver- 
finsterte Theil  des  Monds  schien  auch  ein  Stück  von  einem 
kleinern  Cireul  zu  scyn,  als  der  erleuchtete,  wovon  aus  an- 
geführtem Grund  die  (Jrsach  ganz  klar  ist,  denn  die  durch  die 
Atmosphaer  der  Erde  gegangenen  Strahlen  waren  zu  schwach, 
den  Rand  des  Monds,  auf  welchen  sic  so  schief  aufficlen, 
zu  erleuchten,  dahero  wir  nicht  den  ganzen  verfinsterten 
Theil  erblicken  konnten. 

Die  Observation , dass  8»n-f-5±2:=fc0-4-[I)-}-[j]-}-[I| 
kommt  mir  sehr  merkwürdig  vor,  und  ich  vermuthe,  dass 
diese  Betrachtungen  endlich  zur  wahren  Quelle,  woraus 
diese  Eigenschaften  fliessen,  leiten  werden.  Ich  habe  jetzt 
wegen  anderer  Geschäfte  seit  einiger  Zeit  über  diese  Materie 
nicht  mehr  denken  können;  und  anjetzo  bin  ich  bemühet 
einen  Einfall  ins  Werk  zu  richten,  welchen  ich  gehabt,  um 
solche  Objectivgläscr  zu  verfertigen,  welche  eben  den  Dienst 
leisten  sollen,  als  die  Spiegel  in  den  tubis  Newtonianis  und 
Gregorianis.  Der  Fehler  der  gewöhnlichen  Objeetivgläser 
rühret  nur  daher,  dass  die  Lichtstrahlen  nicht  einerley  Ile 
fraction  leiden  und  also  z.  Ex.  die  rothen  Strahlen  einen 
andern  focum  formiren  als  die  blauen.  Dahingegen  von 
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einem  Spiegel  alle  Strahlen  in  eben  denselben  foctim  reflec- 
tirt  werden.  Dieser  Unterschied  zwischen  den  focis  der  ro 
tlien  und  blauen  Strahlen  wird  auch  um  so  viel  grösser,  je 
weiter  dieselben  vorn  Glas  entfernt  sind,  und  bey  einem 
Objectivglas  von  27  Schuh,  fällt  der  rothe  focus  einen  gan- 
zen Schub  weiter  als  der  blaue,  woraus  die  Undeutlichkeit 
und  die  Farben  der  durch  lange  tubos  gesehenen  objecto- 
rum  entspringen.  Wenn  man  also  solche  Objectivgläser  ver- 
fertigen könnte,  welche  alle  Strahlen  in  einen  gemeinen 
foctiin  zusammen  würfen,  so  würde  man  von  denselben  eben 
diejenigen  Vortheile  zu  gewarten  haben,  als  von  den  Spie- 
geln. Dieses  ist  aber  nicht  möglich  mit  blossem  Glas  zu  be- 
werkstelligen. Dahero  bin  ich  auf  die  Gedanken  gefallen,  ob 
es  nicht  möglich  wäre  aus  Glas  und  Wasser  oder  zwey 
andern  verschiedenen  durchsichtigen  Materien  solche  lentes 
objectivas  zu  verfertigen,  und  zweifelte  hieran  um  so  viel 
weniger,  da  wir  sehen,  dass  in  den  Augen,  welche  aus  ver- 
schiedenen durchsichtigen  Cörpcrn  bestellen,  eine  solche  Un- 
deutlichkeit wegen  der  verschiedenen  Brechung  der  Licht- 
strahlen nicht  wahrgenommen  wird.  Ich  habe  mir  dahero 
eine  solche  lentem  compositum  vorgestcllt  (Fig.  3b),  so  aus 
zwey  Gläsern  abba,  ciidc  und  dem  Zwischenraum  beeb  mit 
Wasser  angefullt  bestehen  soll. 

Nachdem  ich  die  radios  der  Krümmungen  an,  bb,  cc,  dd 
generaliter  durch  die  Buchstaben  a,  b,  c,  d bemerket,  so 
habe  ich  ex  lege  refractionis  erstlich  die  distantiam  foci  a 
radiis  rubris  formal  i,  und  dann  die  distantiam  foci  a radiis 
violaccis  forniati  gesuehet.  Hernach  habe  ich  diese  beyden 
expressiones  einander  gleich  gesetzt  und  daraus  die  Verhält- 
niss  zwischen  den  radiis  n,  b,  c,  d bestimmet.  Die  Solution 
fiel  dahin  aus,  dass  heyde  Gläser  nicnisi . seyn  müssen,  von 
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welchen  sich  der  radius  faciei  convexae  /.lim  radius  faciei 
coucavae  verhalle  wie  23  zu  10-  Solche  meniscos  halte  ich 
mir  schon  verschiedene  schleifen  lassen;  cs  lindet  sich  alter 
noch  diese  Schwierigkeit,  dass  das  Glas  nicht  eiten  die  Figur, 
welche  die  Schüssel  hat,  auf  das  Genaueste  bekommt.  Gleich- 
wohl kann  ich  schon  von  solchen  Objectivgläsern  einen  merk- 
lichen Vortheil  spüren.  Ich  werde  aber  noch  mehrere  solche 
ineniscos  verfertigen  lassen  um  zu  sehen,  ob  etwan  casu  die 
erforderte  Proportion  näher  getroffen  wird. 

Ew.  haben  vollkommen  Hecht,  dass  in  den  curvis,  de- 
ren normales  secantes  allenthalben  constanles  sind , die  ma- 
xima  applieata  ad  diametruin  curvao  relata  der  Hälfte  jener 
quautitatis  constantis  gleich  seyn  müsse.  Die  Sache  kommt 
also  nur  darauf  an,  ob  in  diesen  curvis  immer  ein  solcher 
axis  curvam  in  duas  partes  similes  et  aequales  sccans  Platz 
linde?  welche  Frage  ich  nicht  mit  ja  beantworten  kann. 

Euler. 
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LETTRE  CXXII. 

• • f ' 

Goi.dbach  ä Eut.eh. 

Sou  maire  Courbc  e.itoptrique.  Theoreme  «l’analyse  in<Ilterniinee. 


} 

Mo  sc  au  d.  fO  Februar  1749. 

Das  Vornehmste,  so  ich  jetzo  bey  der  curva  catoptrica  an-  " 
znmerken  habe,  bestehet  in  Folgendem: 

Wenn  (Fig.  35)  die  Catoptrica,  deren  axis  AB~a  ist,  com- 
pendii  causa  die  curva  A,  und  dieenrva  liuic  respondons,  deren 
axis  uß  — 'la  ist,  und  weiche  diese  Eigenschaft  hat,  dass  alle 
normales  curvam  secantcs  auch  —2 a sind,  die  curva  a ge- 
nannt wird,  so  wird  diese  curva  a,  weil  sie  allezeit  einen 
axem  hat,  welcher  der  axis  AB  utrinque  continuatus  ist,  zur 
applicata  maxima  ad  axem  haben  ER  ~a.  Hieraus  ziehe  ich 
durch  ein  sehr  simples  raisonnement  nachfolgende  zwey 
corollaria : - . - . . 
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I.  Si  distantia  verticis  4 a punifo  radiante  C vocetur  b, 
et  abs<  issa  CR  sit  — X,  applicata  (mir  abseissac  rrspondens 
MR~y,  datae  per  x,  semper  invenietur  spatium  intercep- 
tnm  CR  maximum,  si  ponatur  CR  — X — V (an — 2 ay). 

II.  Si  in  axe  eurvae  u sumatur  uF—Fß  — a,  erit  nt 
eurva  ,4  spatium  CF~a — 2 b minimuni  omnium,  inter 
punctum  radians  C ct  radiuni  ad  axem  reflexum  interccp- 
torum,  ita  ut  locus  radiorum  ad  axem  reflexorum  sit  inter 
F et  R. 

Uebrigens  habe  ich  auch  bemerket,  dass  so  oft  in  dieser 
Aequation  aa  -|-  ßß  -(-  yy-\-k8-\-b  — 44  RB  CC 
alle  numeri  integri,  qui  bis  litteris  designantur,  bekannt 
sind,  in  der  folgenden  Aequation 

aa+ßß -\-yy-\- 88 -\-8  — PP  QQ  RR-\-SS 
die  numeri  P,  Q,  R,  S angegeben  werden  können.  Sit 
ex.  gr.  « ~ 3,  ß — 5,  y , <^:z=3,  ~ 3 , B ~ 3 , C— 9, 

erunt  P — 3,  Q— 3,  R — 9,  S=;i. 

Goldbarh. 


Digilizpd  by  Google 


• ' 

*85  — ' * 


LETTRE  CXXIII. 

Euler  ä Goldbich. 

So  m m*i  he.  Recherche*  uh<!frieiire*  sur  1»  courhe  fMnptriqiif. 


— Berlin  d.  4.  Mar*  1749 

Weil  es  bey  der  bekannten  curva  catoptrica  d;irauf  ankommt, 
dass  man  eine  curvam  linde,  deren  normales  utrinque  sccan- 
tes  allenthalben  constantis  magnitudinis  seyen  , so  habe  in 
beygefügter  Figur  (Fig.  36)  eine  solche  curvam  CMEADNBEC 
• mit  allem  Fleiss  aufgerissen,  in  welcher  alle  diese  normales, 
CD,  MN,  IB,  EE,  AK  gleich  gross  sind,  und  merke  da- 
bey  zuvörderst  an,  dass  es  auch  solche  curvas  gebe,  welche 
gar  keinen  diametrum  haben;  von  der  beygefügten  aber  ist 
CD  ein  diameter.  Hat  man  eine  solche  curvam  gefunden, 
so  kann  man  nach  Belieben  das  punctum  radians  F entwe- 
der im  axe  oder  ausser  demselben  annchmen  und  daraus 
leicht  die  curvam  catoptricam  GLH  beschreiben.  Man  zieht 
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nehmlich  au«  dem  puncto  radiante  F ad  quodvi*  eurvae 
priori«  punctum  M,  die  Linie  FM,  schneidet  dieselbe  in  T 
in  zwey  gleiche  l'heilc,  richtet  darauf  in  T die  Perpendieu- 
larlinie  TL  auf,  bi«  sie  die  normalem  MH  in  L durcbscb nei- 
det, «o  ist  L ein  punetum  in  der  Catoptrira  und  LT  die 
tangens  daselbst.  Wenn  nun  das  punctum  radians  F in  dem 
axe  oder  diametro  C D curvac  generatricis  angenommen 
worden,  so  wird  auch  die  Linie  GH  ein  diameter  der  ■cur- 
vac  catoptricae  selbst  seyn;  sonsten  aber,  wenn  F nicht 
wäre  in  axe  CD  genommen  worden,  oder  wenn  die  curva 
generatrix  CAB  gar  keinen  diametruin  hätte,  so  wurde  sich 
auch  in  der  curva  eatoptrica  kein  diameter  befinden.  Also  ist 
es  gewiss,  dass  so  oft  die  curva  eatoptrica  GLII  einen  dia- 
melrum  hat,  auch  die  cur-va  generatrix  CAB  ebendenselben 
diametrum  haben  werde,  aber  nicht  vicissim;  und  dahero 
finden  Ew.  Anmerkungen  nur  alsdann  Statt,  wenn  die  curva 
eatoptrica  einen  diametrum  hat. 

Das  punctum  radians  F mag  angenommen  werden  wo 
man  will,  wenn  man  durch  dasselbe  ad  curvam  generatricein 
die  normalem  zieht  CFD,  und  die  partes  CF  und  DF  in 
zwey  gleiche  Theile  schneidet,  so  bekommt  man  die  puncta 
G und  II  in  der  Eatoptrica. 

Wenn  die  curva  generatrix  CAB  einen  diametrum  hat, 
als  CD,  und  Ed  die  grösste  applicata  ist,  weil  Ed~dE 
und  ad  curvam  nonnalis,  so  muss  EEzzlC D , und  also 

d E — CD  seyn.  Es  sey  C D~2a , so  wird  die  applicata 

maxima  dE~n.  Wenn  also  in  der  curva  eatoptrica  gesetzt 
wird  Fd  — x,  dq  — y,  so  ist 

t'q  — Eq  z~V{xx-\-yy)  n ‘ ( ‘ 

und  folglich  x—  V {aa 2ay) , wie  Ew.  in  der  ersten  An- 
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merkung  gefunden,  und  in  diesem  Fall  ist  das  spafium  F d 
maxinnim  vcl  minimum  inter  punctum  radians  /'et  radiutn 
reflexiini:  in  meiner  Figur  uchmlieh  ist  es  inaxinnun:  es 
wurde  aller  minimum  seyn,  wenn  ich  das  punctum  radians 
F auf  der  andern  Seite  gegen  L)  angenommen  hätte.  Gleich- 
wie aber  in  der  Figur  das  spatium  FR  in  /•'</  ein  inaxi- 
mum  wird,  so  ist  hingegen  Fc  der  valor  ininimus  desselben, 
wenn  cC  der  raditis  osculi  curvae  generatricis  in  C,  und 
folglieh  cD  der  raditis  osculi  in  D ist.  Also  fällt  dieser 
Punct  c nicht  nothwendig  in  die  M itte  des  diametri  CD ; 

i 

vielmehr  wird  aus  Folgendem  erhellen,  dass  dieser  Punct  c 
nicmal  in  die  Mitte  der  Linie  CU  falle,  als  wenn  die  curVa 
gencratrix  CAR  ein  Circul  ist,  in  welchem  Fall  die  catop- 
trica  eine  ellipsis  wird.  - Denn  wenn  die  eurva  generatrix  in 
sc  rediens  et  quasi  eireulil’onnis  seyn  soll , so  muss  ihre  evo- 
luta  cab  eine  eurva  tricuspidata  seyn,  dergleichen  unendlich 
viel  gefunden  werden  können  , sowohl  triangulis  acuuila- 
teris  als  sealenis  inseriptibiles.  Hiebey  ist  merkwürdig,  dass 
wenn  man  eine  solche  curvam  tricuspidatam  abc  gefunden, 
aus  derselben  Evolution,  nachdem  man  den  Faden  länger 
oder  kürzer  annimmt,  unendlich  viel  curvae  generatrices 
CAR  beschrieben  werden  können.  Denn  wenn  Cc  nach  Be- 
lieben angenommen  wird,  so  ist  immer  m M — Cc  -i-  cm 
und  bLzz.Cc  emb.  An  ~ Cc  -f-  emb  — adb  und  c D — 
Cc  -f-  c mb  anc  — adb.  Weil  nun  emb  -j-  unc  nothwendig 
grösser  ist  als  adb,  so  kann  auch  c D nimmer  dem  Cc 
gleich  werden,  folglich  das  Punct  c nicht  in  die  Mitte  von 
CD  fallen.  > 

Um  ein  Excmpel  von  einer  solehffn  eurva  tricuspidata  zu 
geben,  welche  rectificabel  ist,  damit  sowohl  die  curvae  ge- 
neratrices als  catoplrieae  algebraicae  werden so  »cjcpzzt, 

C.orr.  nuifh.  rt  phyt  T.  f.  3l 

• . ■ fc 
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pm—u  und  man  nehme  t ~ 3 ^ ‘ 3f’/'>  und  u ~ -■  --2 » 

woraus  wenn  man  p eliminirt  eine  Aequation  von  sechs  Di- 
mensionen kuu(lt  -f  uu)'1  — (im  4-  9 U)  — 243cc<4 

dt 


entspringt,  darin  ist  ^ —p.  Pro  puncto  d ist  p~0,  und 
also  cd~  3(5.  Diese  curva  ist  triangulo  aequilatero  inscrip- 


tibilis,  cujus  latus  ac  — ab  — bc  zz:— — c.  Ferner  ist  die- 


se 


curva  reetificabilis,  denn  es  wird  der  arcus 

2c//(3— pp) 


cm 


0 -f-/'/')2 


+ 2c. 


und  da  pro  cuspidihus  a et  b est  p zzl  ±:  » so  ist  der 


Bogen  cmb  — cna~adb~kc.  Wenn  also  genommen  wird 
Cc  ~ b , so  wird  cD~  b -j-  4c:*fcrner 

Mm  - b + 2e  + - o + 1 

(i  -p-pp)*  (l  +pp)- 


weil  2a~2b-\-  4c.  Nun  aber  ist  pR—pu~ 


6 epp 


(«  +PI‘) 

Rm  — u 1/(1  -f  pp)  — -^r-  Ät  MR  ~a—  ^ 


j und 


(‘-by)*  (Hi'rt5 

findet  man  pro  curva  generatrice  die  ahseissa 


^5  dahero 


CP^zn 

Und  die  applicata 

P M — 


ap 


+ 


c(*  — /'/') 


>('+/'/')  V+J'P)* 

a 2 cp3 


>''(*  +PP)  («+/'/')* 
wobey  ich  nur  anmerke,  dass  wenn  man  in  einem  CircuT, 

f j 

dessen  radius  — a — - CI),  den  Bogen  (qui  est  merisura 
anguli  CRM)  setzt  — s,  so  wird  in  der  curva  generatrice 
der  arcus  CM  — .(  -(-  2 — » und  also  ist  der  perimeter 
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totius  curvae  CABC  accurat  gleich  der  Peripherie  eine» 
Circuls,  cujus  dianieter  — CD.  Diese  Eigenschaft  ist  allen 
curvis,  so  ex  evolutione  curvarum  tricuspidatarum  qua- 
runicUnquc,  entstehen,  gemein.,  indem'  immer  der-  ganze 
perimeter  derselben  der  peripheriae  eines  circuli  diametro 
~ CD  descripti  gleicli  ist.  Dieser  Circul  ist  in  der  Figur 
pünctirt  gezeichnet.  Der  excessus  areae  circuli  supra  aream 
curvae  ist  nun  in  gegenwärtigem  Fall  gleich  der  areae  cir- 
culi, cujus  diameter  — c — ~ ena  — cd. 

Weil  nun  aus  dieser  einigen  evoluta  abc,  welche  zugleich- 
immer  die  caustica  der  daher  entstehenden  catoptricarum  ist, 
unendlich  Tiel  curvae  generatriccs  ABC,  und.  ans  jeder  'g<?- 
neratrice,  pro  loco  plincti  radiantis  F arbitrario,  unendlich 
viel  catoptricae  entstehen,  so  kommen  aus  einer  caustica  abc 
unendlich  mal  unendlich  viel  catoptricae,  alle algebraicae. 

Wenn  ce2  ß2  -)-  y2  -{-  45  -j-  4 ~ Ä2  B2  -f-  C2 > so  ist 
= + 2)*,  wei- 

ches seyn  soll  V2  Q2  R2  -f-  S2,  ist  also  offenbar  P — A, 

Q — B,  R.zzzC  und  £~5 — 2. 

Euler,  : 
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LETTRE  CXXIY. 


Goldbach  k Euler. 

So  m maire  Suite  sur  I;»  courbe  catoptrique. 


Moscau  d.  27.  Marz  17-10. 

Ah»  der  von  Ew.  mir  übersandten  Figur  sowohl,  als  aus 
dem  casu  der  curvae  tricuspidalis,  triangulo  aeejuilatero  in- 
scriptibilis,  kann  icli  nicht  anders  urtheilen,  als  dass  die  arcus 
ac,  ab,  cb  nicht  nur  acqualcs  sondern  auch  simile»,  und 
die  puncta  d,  m,  n curvas  illas  in  duas  partes  aeijuales  bi- 
secantia  sevn  sollen.  Wenn  nun  dieses  ist,  so  müssen  auch 
die  ”puncta  I et  K von  dem  medio  axis  CB  (welches  Ew. 
in  der  Figur  mit  keinem  Buchstaben  bezeichnet  haben  und 
indessen  r heissen  kann)  aeque  distaiitia  seyn,  woraus  denn 
ferner  folget,  dass  die  curva  generatrix  auch  hexagono  re-  . 
gulari  circiinisf  riptibilis  scy  und  mit' dem  circulo,  cujus  rä- 
dius  est  Cr  in  den  sex  punctis  C,  l,  Aj  I),  B,  Ä coin^ 
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cidiren  müsse,  womit  aber  die  übersandte  und  hiebcy  zu- 
rückkommende Figur  (die  mir  wieder  zuzuschicken  bitte) 
nicht  übercinstimmt , weil  sonst  alle  diese  pitncta  in  dem 
punctirt  gezogenen  Circul  stehen  müssten.  Wenn  aber 
auch  die  arcus  ab,  bc,  ca  nur  longitudinc  aequalcs  und 
nicht  similes  wären,  so  müsste  nichts  desto  weniger  folgen, 
dass  die  puncta  A,  B,  C ein  triangulum  aeqnilaterum,  cir- 
culo,  cujus  radius  est  Cr,  inscriptum,  formiren  und  in 
den  punctirt  gezogenen  Circul  fallen,  dessen  Centrum  r zu- 
gleich der  Mittclpunct  des  trianguli  aequilatcri  ist,  wie  denn 
auch  ferner  die  distantiac  punctoruin  EA  und  EB  aequales 
seyn  müssten,  welche  doch  in  der  Figur  um  ein  gar  merk- 
liches dilFcrircn.  Dieses  alles  habe  nur  deswegen  erinnern 
wollen,  damit  Ew.  überzeuget  würden,  dass  ich  die  mir 
übersandte  Figur  nicht  nur  obenhin  angesehen,  sondern  mit 
einiger  Attention  (woran  es  mir  oftmals  zu  fehlen  pfleget) 
betrachtet  habe.  • * 

Was  ich  von  den  quadratis  AA-j-  BB  -j-  CC  etc.  in  mei- 
nem vorigen  gemeldet  hatte > ist,  wie  ich  aus  Dero  Solution 
ersehe,  von  keiner  Erheblichkeit  gewesen  und  einer  Distrac- 
tion  zuzuschrciben. 

Goldbach. 

P.  S.  v.  1.  April  17^9.  Nachdem  ich  ungefähr  die  cur- 
vam  generatricem  abermal  betrachtet,  so  habe  befunden, 
dass  bey  der,  von  Ew.  mir  übersandten  Figur  nichts  Essen- 
tielles zu  erinnern  gewesen,  welches  bey  Zeiten,  um  Dem- 
selben keine  vergebliche  Mühe  zu  machen,  melden  wollen, 
wobey  nur  noch  dieses  anmerke,  dass  von  der  punctirt 
gezeichneten  curva  exteriore  (welche  man  trigibberam  nen- 
nen könnte)  cujus  omnes  normales  curvam  sccantes  aequalcs 
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sunt,  die  curva,  normale«  omnes  in  duas  parte»  aequale« 
dividens,  wie  die  innere  Figur  anzciget,  tricuspidali«  ist. 

Die  aequatio  kn-}-5  — (all wo  Q]  ein 
quadratum  impar,  □ ein  quadratum  par  bedeutet)  ist  zwar 
allezeit  möglich,  man  kann  aber  für  []],  so  eine«  von  den 
\ vier  quadrati«  ist,  nicht  ein  jede«  pro  lubitu  anncbmen,  wie 
in  der  aequatione  ^0-|-0-t-0-|-0  — 8n  -j-  7 gescbiehet, 
allwo  vor  <gne«  von  diesen  vier  quadrati«  ein  jede«  quadra- 
tum genommen  werden  kann. 
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LETTRE  CXXV. 

Euler  ä Golmbach. 

SoMMArlHC«  Suite  de»  rerlierrlies  Aritliin(*t  iques 


Berlin  d.  12.  April  1719, 

Nunmehr  habe  ich  endlich  einen  bündigen  Beweis  gefunden, 
dass  ein  jeglicher  numerus  prinms  von  dieser  Form  k-n  -)-  1 
eine  summa  duor.  quudr.  ist.  Es  sey  [2]  das  Zeichen  der 
Zahlen,  welche  summae  duor.  quadr.  sind,  so  sind  meine 
Sätze  folgende: 

I.  Si  a — [ä]  et  bzzz[2],  erit  etiam  ab  — [2],  wovon  der 
Beweis  leicht. 

II.  Si  a&— [2]  et  « — (2],  erit  etiam  b—[ 2).  Hievon  ist 
der  Beweis  schon  schwerer  und  erfordert  einige  Sätze 

III.  Summa  duor.  quadr.  aa  4 -bb,  ubi  a ct  b communem 

divisorem  non  habeant,  nullos  alios  admittit  divisores,  nisi  . 
qui  ipsi  sint  [2].  ^ 

- ' \ . . j ••  v . • . ! v ,v.  ’ 

' ' , “ » , • • ' . ./  ■ 

..  " • • ‘ I-  1'  • 
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IV.  Proposito  numero  priino  k /»  -f—  1 , per  eum  »ein per 
a‘" — 1 erit  divisibilis,  nisi  ipso  nmnerus  a sit  per  ün  -f-  I 
divisibilis.  Den  Beweis  hievon  habe  in  den  Cominentariis 
Pctropolitanis  gegeben. 

V.  Da  a4”  — 1 m (a2n  -{-  1)  (aTn  — 1),  so  ist  also  entwe- 
der a?" -j-  1 oder  a2" — 1 per  kn- j- 1 theilbar.  Konnte  min 
ein  einiger  Fall  angezeigt  werden,  da  nicht  n 2”  • — 1,  sondern 
«2n  -f-  t durch  rr/i  1 divisibel  wäre,  weil  a2"  -j-  1 — QF], 
so  wäre  per  N.  III  bewiesen,  dass  -V n 1 eine  summa  duor. 
quadr.  seyn  muss. 

VI.  T/icorenia.  Omnis  numerus  priinus  formae  V n -f-  1 est 
summa  duor.  quadr. 

Demoiistr.  Si  V ri  — j—  1 non  esset  QF] , quia  a,n  — 1,  vel 
etiam  a4” — b*"  per  kn  -)-  1 ist  divisibilis  (dummodo  neque 
a neque  b sit  per  Vn4-1  di visibile)  nunquam  n2”  b"1" , 

sed  semper  a2" — b2"  per  4n-(-l  esset  divisibile.  Forent 
ergo  sequeutes  numeri  omnes  2*"  — 1 , 32'1 — 21",  H-2"  — 32", 
52"  — V2'',  etc.  (quamdiu  radices  sunt  minores  quam  Vn-j-l) 
per  k ii  -j—  i divisibiles.  Hoc  est  liujus  progressionis  1,  22n, 
32”,  V 2 " , 52",  . . . i (5mi)2"  dilferentiae  forent  per  kn  -j-  t 
divisibiles.  Forent  ergo  quoque  dilferentiae  secundae  et  ter- 
tiae  et  quartae  et  tandem  dillercntiac  ordinis  2 n,  quac  sunt 
constantes,  per  kn  -f-  I divisibiles. 

At  ex  doctrina  diflerentiarum  notum  est,  dillerentias.  or- 
dinis 2 n,  quao  sunt  constantes,  esse  in  1.2  .3  . V ....  2 n,  rjui 
numerus,  cum  non  sit  divisibilis  per  numeruni  priinum  V /» — (—  ft , 
•cquitur  non  omnes  dillerentias  22" — l,  3.2"— 22",  k1" — 31",  etc. 
per  'in  -(-  1 esse  divisibiles;  dahitur  ergo  quaedam  diilercntia 
a1"  — b'ln,  quac  non  erit  per  4u  -f-  1 divisibilis,  quare  cum 
o 4 n — b 4 " = (n  2 " + b 2 ")  (a  2 ” — 6*  ")  semper  sit  per  ü n ~r « 
divisibilis  (in  Serie  eniin  superiori,  cujus  dillerentias  sinn 
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eontcmplatus,  tcrniini  tantum  usque  ad  (2 n -f-  1)2n  conti- 
nuantur,  itautsit  a et  6<2n-j-  1,  ideoque  nequc  a neque 
b per  »e  sit  per  ^n-|-  I divisibilis,  qui  easus  «unt  exeepti) 
necesse  est  ut  hoc  casu  factor  a1”  -f-  bln  git  per  4- »*  —4—  1 di- 
visihilis,  qui  cum  sit  [ä],  ejug  quoque  divisorem  Vn-f-  t sum- 
inatn  duor.  quadr.  esse  oportet.  Q.  E.  D. 

Dass  eine  jede  Zahl  eine  giimnia  quatuor  vel  paucioruin 
quadratorumr  sey,  kann  ich  heynahe  beweisen;  cs  fehlt  mir 
nelimlich  nur  noch  au  einer  Proposition,  welche  dem  ersten 
Anselien  nach  keine  Schwierigkeit  zu  haben  scheint. 

Dieses  Zeichen  ja]  bedeute  eine  jegliche  Zahl,  welche  eine 
Summ  von  V oder  weniger  quadratis  ist,  so  sind  meine 
Sätze  folgende: 

I.  Si  a = 0 ^ — -OD  crit  quoque  ab—  Qi].  Ilievon  ist 

der  beweis  bündig,  denn  es  sey  a — pp  -j~  (/q  -f-  r r -f-  ss 
mul  b — xx  -j-  yy  -j-  zz-\-  ec,  so  wird 

ab  — (px  qy  -\-  rz  -}-  sv)2  -f-  (py  — qx  ± re  q:  sz )'x  -j- 
(pz  q:  qa  — rx  ± sy )*  + (pi>  ± qz  qr  ry  — sx)2  = (ä). 

II.  Si  ab  — [l f)  et  a~(a],  erit  etiam  b—  (TT).  Dieses  ist 
der  Satz,  worauf  die  ganze  Sach  beruhet,  und  den  ich 
noch  nicht  beweisen  kann. 

'III.  Coroll.  (Dieses  Zeichen  m soll  nach  Ew.  negationem 
aoqualitatis  bedeuten).  Si  ergo  ab  — 0 et  ozc(ä],  tum 
etiam  ftrnja).  Si  enim  esset  per  II.  foret  quoque 

a — (jT)  contra  hyp. 

IV.  Si  onmes  numeri  primi  essent  formae  jji],  tune  om- 
nes  omniuo  numeri  in  hac  forma  continerentur.  Manifestum 
est  ex  N.  I,  unde  demonstratio  propositi  ad  numeros  tan* 
tum  prirnos  revocatur. 

V.  Proposito  nuinero  primo  quocunque  p,  semper  datur 
numerus  formae  au  -J-  bb  -|-  cc-\-dd  per  p divisibilis,  Haut 
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nullus  numerorum  a,  b,  c,  d seorsim  per  p sit  divisibilis. 
Ich  kann  nehmlich  beweisen,  das»  es  allzeit  solche  Zahlen 
aa  -(-  bl>  -f-  cc  -j-  dd,  und  das  unendlich  viel  gibt,  obschon-' 
ich  in  genere  keine  davon  anzuzeigen  vermögend  bin.  Der 
Beweis  davon  ist  insbesondere  merkwürdig,  aber  etwas  weit- 
läufig und  kann  auf  Belieben  den  Inhalt  eines  ganzen  Briefes 
inskünftige  abgeben. 

VI.  Si  aa  bb-\-cc-\-dd  per  p cst  divisibile,  quantumvig 
numeri  a,  b,  c,  d sint  magni,  semper  exhiberi  potesl  similis 
forma  xx  -}-  yy  4"  zz  -)-  vv  per  p divisibilis,  ita  ut  singuli 
numeri  x,  y , z,  v semisse  ipsius  p non  sint  majores. 

Demonstr.  Erit  enim  a~ap±x,  b — ßp  ± y , c ~ 
yp  ± z,  d — 8p±v  atque  x,  y,  z,  v erunt  numeri  non  ma- 
jores quam  y/>.  Gum  igitur  sit  aa  -}-  bb  -|-  cc  -f-  dd  ~ 

(««  + ßß  + Y Y + dS)pp  ± 2p  ( ctx  + ßy  -f  yz  4-  8v)  4- 
xx-\-yy  -(-  zz  -]-  vv  haecque  forma  per  p divisibilis  existat, 
ob  duo  priora  membra  jam  sponte  per  p divisibilia,  nccesse 
est  ut  ultimum  membrum  xx  yy  -j-  zz  -j-  vv  quoque  per 
p sit  divisibile. 

VII.  Si  p est  numerus  primus  ideoque  impar,  erunt  sin- 
guli numeri  x,  y , z,  v minorcs  quam  -^-p,  ideoque 

xx+yy  + zz+  vv  < 1 . ip»  <pa. 

VIII.  Si  p est  numerus  primus,  certe  erit  summa  qua- 
tuor  quadratorum  vcl  pauciorum. 

Demonstr.  Per  N.  VI  dafür  numerus  aa-\-bb  -\-cc  dd 
per  p divisibilis,  ac  per  N.  VII  dahitur  etiam  numerus 
xx  -j-  yy  -f-  zz-\-  vv  per  p divisibilis,  ita  ut  sit 
xx  4-jj-fzz  -)-  vv  < pp 

Quodsi  jam  darentur  numeri  =n  [ä] , existcrct  horum  nume- 
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rornm  minirnu»,  qui  sit  —p,  ita  ut  git  p minirnu»  eorum 
numerörurri,  qui  in  quatuor  quadrata  sunt  irresolubiles,  (liic 
»emper  de  numerig  integri»  egt  germo).  Sit  igitur 
xx yy zz  vv — {ü\—pq , 
et  quia  per  hyp.  pnr  (TT),  foret  quoquc  i/x®,  at  pq<Cpp, 
ideoque  q <C  p,  ac  propterea  haberetur  numerus  q minor 
quam  p,  qui  esset  m (4] , contra  hypoth.  Nullus  ergo  datur 
immer us  minimus  in  quatuor  quadrata  irresolubilis,  ideoque 
nullus  plane  datur  numerus  xrQ*],  ac  per  consequens  omni» 
numerus  p~(u]. 

Weil  ich  nicht  zweifle,  dass  diese  demonstrationes  Ew.  nicht 
gefallen  sollten , »o  bitte  dieselben  Dero  Aufmerksamkeit  zu 
würdigen. 

In  meinen  Umständen  ist  »eit  der  Zeit  nichts  veränder- 
liches vorgefallen,  als  dass  ich  dieser  Tage  in  einer  Lotterie 
600  Rthlr.- gewonnen,  welches  also  eben  so  gut  ist,  als  wenn 
ich  dieses  Jahr  einen  Pariser  Preis  gewonnen  hätte. 

Euler. 
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LETTRE  CXXVI 


Euler  h Goldbach. 

Som  maike.  CourU  catoptriquc.  Recherche.*  arillmilüques.  Suite. 


Berlin  <1.  15.  April  1749. 

Ilicbcy  halte  die  Ehre,  meine  Figur  von  den  eurvis  cata- 
causticis  wiederum  zuriickzusendcn , und  weil  dieselbe  nicht 
aeeurat  genug  gerathen,  indem  freylich  die  Bögen  AE  und 
BE,  wie  Ew.  angemerkt,  gleich  seyn  sollten,  so  füge  noch 
eine  andere  Figur  hinzu  (Fig.  37),  welche  ich  mit  mehrerein 
Fleisse  aufgezeichnet.  Indessen  ist,  wie  in  der  "vorigen,  die 
curva  ti’icuspidata  abc  acquilatera  und  die  drey  partes  a'db, 
bmc,  c na  unter  sieh  acqnales  et  similes.  Diese  curva  hat  also 
ein  centruin  in  0,  welches  das  centrum  circuli  triangulo  abc 
circumscripti  ist.  Dieses  Punct  O ist  aber  nicht  das  Mittel  - 
punct  der  Linie  CD,  welches  Ew.  mit  dem  Buchstaben  r 
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andeuten  wollen,  denn  ans  der  Natur  der  Evolution  ist  CD 
der  Faden,  welcher  vorher  um  den  Bogen  c na  gelegen  und 
bis  in  A ausgedehnt  gewesen,  folglich  ist 
c D — Are.  cna  -|-  Aa  — Are.  cna  -f-  Cc  (ob  Cc  — An  — Bb) 
und  also  c D -f-  Cc  — CD—  Are.  cna  2 Cc.  Wenn 
nun  das  Punct  r in  der  Mitte  der  Linie  CD  genommen 
wird,  so  ist  Cr  — \ C D — J Are.  cna  -f-  Cc,  und  dahero  " 
er  — Cr  — Cc  ~ | Are.  cna  — cn.  Nun  aber  ist  in  der  Figur 
cü  grösser  als  der  Bogen  cn,  und  also  cO>cr  (ich  habe 
nehmlich  die  puncta  d,  m,  n in  der  Mitte  der  Bögen  ab, 
ac,  bc  angenommen).  Hernach  sind  freylich  die  Linien  Öl 
und  OK  nicht  nur  einander  gleich,  sondern  machen  auch 
mit  OC  gleiche  Winkel.  Dennesist  Ol— OK— ÖD:  allein, 
weil  das  Punct  0 nicht  in  die  Mitte  der  Linie  CD  fallt,  so 
sind  auch  diese  drey  Linien  Ol,  OK,  OD  nicht  so  gross 
als  CO  oder  AO  und  BO.  Dieses  ist  auch  aus  der  Aus- 

t 

Wickelung  offenbar,  da  der  anfänglich  gelegte  Faden  bmCC 
in  bOI  nach  der  geraden  Linie  ausgedehnt  wird.  Also  ist 
b I — bmc  -j-  Cc , und  Ol  — bmc  + Cc  — bO.  Nun  aber  ist 
Cc  — OC  — cO  und  daher  OI  — bmc~\-OC  — cO  — bO, 
oder  weil  bOzzzcO,  so  ist  Ol  — OC  — 2c0  -\-  bmc  zzz 
OC — 2(cü  — cm),  und  da  cO  > cm  so  ist  O/ <;  OC.  Wenn 
daher  aus  dem  centro  0 mit  dem  radio  OC  — 0 A ~ 0 B 
ein  Circul  beschrieben  wird,  so  berührt  derselbe  die  curvam 
descriptam  in  drey  Puncten  C,  A,  B,  und  diese  curva  hat 
also  drey  Buckel  in  A,  B,  C 'und  drey  Tiefcti  /,  D,  K, 
kann  also  trigibba  genannt  werden.  In  der  vorigen  Figur 
war  der  Circul  aus  dem  centro  r beschrieben,  welchen  hier 
gleichfalls  bezeichne,  woraus  ganz  klar  zu  seheiij  wie  dieser 
Circul  die  curvam  trigibbam  in  zwey  Puncten  berührt  und 
in  zweyen  durchschneidet;  wie  denn  auch  dieser  Circul  und 


die  curva  trigibba  ejusdem  perimetri,  folglich  die  area  curvae 
kleiner  als  die  area  des  Circuls  seyn  muss. 

Ich  füge  noch  eine  neue  Figur  hinzu,  (Fig.  38)  in  welcher 
die  curva  tricuspidata  abc  niclit  aequilatera,  sondern  scalena, 
aus  welcher  auch  eine  curva  trigibba  scalena  ABC  entstehet. 
Ungeacht  cs  solche  curvas  continuas  oder  aequatione  expri- 
mihiles  gibt,  so  kann  man  doch  auch  von  frever  Hand  ohne 
einige  Ilegel  solehe  curvas  tricuspidatas  aufreissen  und  aus 
denselben  per  evolutionem  die  curvas  trigihbas  beschreiben, 
aus  welchen  hernach  weiter  auf  unendlich  vielerley  Arten 
die  gesuchten  curvae  eatoptricae  construirt  werden  können- 
Wie  ich  denn  in  dieser  Figur  die  curvani  tricuspidatam  ab c 
aus  drey  Girculbögen  ab,  ac,  bc,  so  einander  berühren, 
formirt,  und  daraus  die  trigihbam  also  gezeichnet  habe,  nach- 
dem ich  die  tangentes  ad  cuspides  a , b,  c und  puncta  late- 
riiin  media  l,  m,  n gezogen  und  aA  pro  arbitrio  angenom- 
men, so  wird  mM  = ma  4-  aA,  cy  — cm-\-mM,  lk  — 
c y — el,  bB~lk — Ib,  nN~nb-\-bB  etc.  bis  man  he- 
rumkomiat. 

Ich  bin  neulich  auf  diese  Betrachtung  gefallen,  ob  cs 
nicht  möglich  sey  zwey  Zahlen  x und  y zu  finden,  so  dass 
xy(x  -f-  y)  einer  gegebenen  Zahl  a gleich  sey ; oder  propo- 
sito  numero  a,  invenire  duos  numeros  rationales  x et  y 
(sive  integros,  sive  fractos)  ut  sit  xy(x  -f- y)  — a.  Solches  ist 
immer  möglich,  so  oft  die  Zahl  a in  dieser  Form 

* p<i(pn'*  ±qn*) 

enthalten  ist  Ich  glaube  aber,  dass  in  dieser  Form  bey 
weitem  nicht  alle  Zahlen  enthalten  sind,  und  also  das  pro- 
bleina  öfters  unmöglich  ist,  welches  Zu  geschehen  scheint, 
wenn  a~  1,  oder  o~3  etc. 

Wenn  aber  dieses  prohlema  proponirt  wird.: 
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Proposito  numero  a,  invenire  tres  numeros  rationales 
x , y,  z,  ut  sit  xy  z (x  y z)  zz.  a , so  ist  das  problema  * 
immer  möglich-  und  kann  sogar  in  genere  die  Solution  an- 
gegeben werden,  welche  ich  endlich  nach  vieler  angewandter' 
Midie  herausgebracht.  iNehmlich  man  setze  (suuicndo  pro  s et 
t numeros  quoscunqiic  pro  luhitu) 

fi  «sf*(a24 — r«4)1 

J -J-f*)  (2aatB  lllai4«4  — **)’ 

3ss  (4«f4 -jj- s4)1  . 

^ ~~  ‘2l(n(*  — ‘2s4)  (‘iaal* -g  10ns4  t*  — s8)* 

_ 10<*s*24  — **) 

Z . 3s*  2 ,4a/4 -fs4)  ’ 

so  wird 

, . laat*  + 10/is4<4  — s8 

*■+  y + z - — 67*7(^4  — ^Is4) 

und  hieraus  bekommt  man  a&yz  (x  -f-  y -f-  z)  ~ a. 


Als  es  sey  « ~ 1 und  man  nehme  t — 2,  s~  1 , so  wird 


48.14* 


-daher 

und 

folglich 


X 65.611 ’ - 56 


3.65* 


6 tni 


rc.Ti 
" 6.65  ’ 


■ 1350123  3.611*  3.611 

X 'r3  56.65.611  56.65.611  56.65 


X y -\-  Z — 


611 

3.56* 


, . , . 48.14*  3.65*  611  611 

xyz  {x  .+  y -f  z)  — ^ — * . 
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LETTRE  CXXVII. 


Goldbacii  ä Euler. 


So  mm  aip. e.  Rifpor«  a li  lettre  pr&ldente. 


\ Moscau  <1.  iCi.  Juni  1749, 

\Tor  die  Goimniinication  von  Dero  theoromatibus  in  dem 
Briefe  vom  12.  April  sage  ich  schuldigsten  Dank,  und  dass 
an  der  mir  übersandten  Figur  nichts  auszusetzen  gewesen, 
hatte  ich  schon  in  meinem  vorigen  Bostscript,  welches  ohne 
Zweifel  angekommen  seyn  wird,  erkannt.  Ich  glaube  es  werde 
Ew.  auch  nicht  viel  Muhe  kosten  die  curvain  omnesverti- 
cales  hisecantem  zu  beschreiben  in  casu,  da  die  curva  tricus- 
pidalis,  so  zum-  Grunde  gelegt  wird,  aus  lauter  areuhus 
circuli  bestehet,  und  es  scheinet,  dass  diese  curva  verticalcs 
hisecans  seltsame  proprietates  haben  wird. 

Was  die  resolijlionem  cujusvis  numeri  in  quatuor  qua-; 
dratos  betrifft,  so  sehe  ich  gar  wohl  ein,  dass  alles,  wiu 
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Ew.  angemerket,  auf  der  Demonstration  des  andern  Satzes 
beruhet:  Si  ab  est  ® , et  a zz  0 , erit  etiam  b~  (¥]•  Eine 
gleiche  Bewandniss  hat  es  mit  der  demonstrationc  liujiis 
propositionis:  Si  summa  quatuor  quadratorum  in  numeris 
fractis  sit  zu  numero  integro,  erit  idem  numcrus  integer  zz 
quatuor  quudratis  integris.  Allein  die  demonstrationem  hujus 
propositionis:  Si  numerus  aliquis  est  summa  quatuor  qua- 
dratorum imparium,  idem  numerus  est  summa  quatuor  qua- 
dratorum parium,  oder,  datis  quatuor  quadratis  imparibus 
— 8m-\-  \ , dantur  etiam  quatuor  quadrata  numeri  2 m -)-  1 , 
meine  ich  in  potcstate  zu  haben. 

Wenn  inan  aber  ein  Mittel  linden  könnte  die  summarn 
quatuor  quorumque  quadratorum  A A B B f - CC  D D 

in  die  vier  folgenden  quadrata  zu  resolvircn 
aa  -f  bb  + ~ bh)2-  + (ld, 

wo  doeh  auch  quatuor  quantitates  indeterminatae  sind,  so 
hätte  man  zugleich  erwiesen,  dass  eine  jede  Zahl  zz  QT], 
denn  die  letztem  vier  quadrata  sind  so  beschaffen,  dass  ihre 
summa  unitate  aucta  wieder  eine  summa  quatuor  quadrato- ' 
rum  wird,  oder  diese  quinque  quadrata 

kaa  -j-  kbb  -f-  ( ff  \ 2 bj  )*  -j - \dd  f 
sind  allezeit  zz  quatuor  quadratis.  - " • 

Ob  Ew.  das  praemium  bey  der  Frage  von  der  Ursache 
der  perturbationum  in  motibus  planetarum  erhalten  haben, 
ist  mir  entweder  nicht  bekannt  worden,  oder  ich  habe  es 
vergessen,  und  da  ich  schliesse,  dass  Sie  auch  um  den  Preis 
über  die  Frage  von  der  Direetiori  der  courans  etc.  werden 
competiret  haben,  so  wünsche  ich,  dass  Dero  piöcc  durch 
einen  kleinen  Zusatz  von  viies,  künftiges  Jahr  victorieuse 
werden  möge. 

Gold  hach. 

Corr  math  rt  phys.  T ' 32  " ~ 
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V.  S.  Wenn  das  signum  0 eine  summam  entweder  von 
vier  oder  von  weniger  quadratis»  und  eine  stnnniam 
nicht  von  wenigem  als  V quadratis  bedeutet,  so  kann  gar 
leicht  demonstriert  werden  omnem  nunterum  hu  jus  forinae 
8 hi  -(-  7 esse  jt] : wenn  aber  zugleich  naehgegeben  wird,  dass 
alle  nuincri  0 in  dieser  forinula  begriffen  sind:  V-1(8m+7), 
ubi  c sit  numerus  integer  aftirmativus  quiriinque,  so  kann 
demonslriret  werden  numerum  queineunque  esse  0. 
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LETTRE  CXXVIII. 


Ehler  ä Goldbach. 


So  H mairc*  Nouveau  Iravail  »ur  U tlirfuric  de  Saturue.  Coii»idcr.iUmi»  ulterieures 
sur  les  nornbre«.  . 


Berlin  d.  '26.  Juli  1711». 

Ijcbcr  die  Pariser  Frage  von  den  courans  lial>e  ich  nicht 
gearbeitet,  und  vernommen,  das»  nur  eine  einige  Schrift 
darüber  soll  eingelaufen  seyn.  Ich  zweifle  auch  sehr,  oh  ich 
künftiges  Jahr  etwas  Tüchtiges  darin  hervorzubringen  im 
Stande  seyn  werde.  Auf  die  wiederholte  Frage  aber  vom 
Suturno  habe  ich  schon  eine  neue  Abhandlung  übersandt, 
worüber  auch  künftige  Ostern  das  Urtheil  gefallet  werden  soll. 

Ew.  theoreim,  dass  wenn  8m eine  summa  quatuor 
quadr.  imparhim  ist,  eben  diese  Zahl  801-1-  V auch  eine 
summa  quatuor  quadr.  parium  seyn  müsse,  kann  ich  auf 
folgende  Art  demonstriren : 
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Fs  sev 

8m  4 4 = (2a  + I)*  4-  (2b  4 1)*  4 (2c  4 1)*  4*  (2 d 4 «)*. 
*0  wird,  (wenn  man  durch  2 dividirt,  da  4('*?~^1')  — 

IF  4 7 ■+  1 )*  4 (p  — (1^): 

4 in  4 2 — (04-6  4"  t )*  4 (a  — ^)*  4"  (c4  d-\~  f )*  4 (c — d)*, 
also  4m  42  = ^0.  Da  aber  4m  4 2 ein  numerus  impa- 
riter  par  ist,  so  müssen  von  diesen  vier  quadratis  zwey 
paria  und  zwey  imparia  seyn.  Also  wird  seyn: 

km  42  = (2p  4 t)1  + (2</4-  t)*4  krr+kss, 
dahero  f 

2m  4 i —(p-\-q  4- 1)1 4 (p  — q)%  + (r+;)*  + (r— SY> 

folglich 

8m  4 k — 4(p4<7  4i)1  4 Mf— <?)*  4 v(r4*)*4Mr— ■ *)*• 

Q.  E.  D. 

Hieraus  folget,  dass  wenn  2 A eine  summa  quatuor  quadra- 
toruin  ist,  auch  A eint*  summa  quatuor  quadratorum  in  integris 
sey.,  und  generalius:  Si  2” A — 40,  tum  etiam  A erit  — 4Q 

in  integris;  oder:  Si  in  fractis  habetur  A — ff4__4.c-.4^, 

tum  etiam  numerus  A in  integris  in  quatuor  quadrata  re- 
solvi  poterit. 

• Dieses  ist  nun  schon  ein  Stück  von  dem  allgemeinen 
theoremate:  Si  summa  quatuor  quadratorum  fractorum  ae- 

quatur  n inner o integro  A,  tum  etiam  hie  numerus  erit  in 
integris  summa  quatuor  quadratorum;  oder  von  diesem, 
worauf  ich  meine  ganze  vorige  Demonstration  gegründet: 
Wenn  m.4—k  □ und  m=n4D,  tum  etiam  erit  A~k  □. 
Von  diesem  theoremate  ist  also  schon  dieser  Casus  bewiesen: 
Si  2 4— kn,  tum  etiam  4 — 4 □ . oder  si  2"A—ko, 
tum  quoque  A — 4D.  Ich  kann  aber  auch  noch  einige  an- 
dere Fälle,  beweisen,  als: 
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T/ieorema.  Si  3,4  = &□,  erit  etiam  A — 0 (Ich  habe  iiu 
vorigen  vergessen  dieses  Zeichen  QT)  um  sununaui  quatuor 
quadratorum  integrorum  anzuzeigen). 

Demonstratio.  Quia  omne  quadratum  est  vel  formae  3 ,n 
vel  3n*+l,  so' sind  entweder  alle  vier  quadrata  per  3 di- 
visibilia,  oder  nur  eins.  Im  ersten  Falle  wird 
3 A — 9 aa  + 966  + 9cc  + 9 dd , 
und  also  A~3aa-\-3bb-\-3cc-\-3dd,  das  ist 
A = (a+6+c)1  -|-  ( a — b-\-d)'1  -(-  (a — c — 0?)*+  (6  — c-j-  d)*. 
Im  andern  Fall  ist 

3,4  = (3a -j-  I)*  (36+  1)*  + (3c + I)1  -f-  9 dd, 

und  folglich 

,4=t+2a+26-|-2c  + 3aa  + 366  + 3cc  + 3dd. 
Dieses  aber  ist 

A — (1  -h  a + b + c)1  -f  (a  — b -f  rf)1  + (a  — c — d)1 
+ (6  — c+d)1; 
also  wiederum  A rr  (*]• 

Theor.  Si  5A~\ü],  erit  quoque  A = ®. 

Demonstr.  Erit  enim 

vel  I.  5A  ~ 25aa  + 2566  + 25cc  + 25dd 

vel  II.  5,4  = (5a  + l)1  + (56  + 2)1  + 25cc  + 25 dd 

vel  III.  5^l  = (5a  + l)1  + (56+2)1  + (5c+l)1-h(5|f  f2;1. 

Casu  I.  est  A~  5aa  + 566  + 5cc  + 5dd  — 

(2a*+  6)1  + (a  — 26)s+  (2c  + d)'  + (c  — 2 rf)1  = 

Casu  II  est  A — I + 2«  + kb  + 5aa  + 566  5cc+  5ddzz 
(I  + a + 26)1  + (2a  — 6)1  4 (2c+t/)2  + (c—  2 d)2  — 0. 
Casu  III  est 

,4  = i-f2a  + 4,6-[-5aa-|-566  + I -|-2c+ W+5cc  4 5 dd~ 
(l+a+26)1+(2a  — 6)1  + (i+c-j-2tf)1  + (2c— d)4  = 0. 
Hier  ist  zu  bemerken,  dass  a,  6,  c,  d sowohl  numeros 
affirmativos  als  negativos  bedeuten.  Dahero  nicht  nöthig  habe 


Digitized  by  Google 


508 


um  der  Allgemeinheit  willen  5g  ± 1 für  5a -j-  • zu  sehrei- 
bcn.  Wenn  man  nun  diese  theoremata  ziisauuneiuiiinmt,  so 
folget  daraus  dieses: 

Si  2,!. 3 J.  5' ^ — fj») , tum  erit  qttoque  J— 0. 

Man  kann  auch  noch  weiter  gehen,  als:' 

T/ieor.  Si  7 A — 0 , erit  quoque  A zzz  0. 

Dcmonstr ■ Cum  omne«  quadrati  sint  vcl  formae  7 m,  vt:l 
7 m -|-  i,  vcl  7 m -{-  2,  vel  7m-f-^>  erit 
vel  I.  7 A zzz  49  u a -)-•  4-9  bb  -j-  49  ce  -j-  49 dd,  ergo 

A — 7 (a  a -j-  bb  -f—  cc  -f-  dd)  ~ 0 , nam  0 . 0 — @ » 
vel  II.  7.4rz(t-l-7«)4-|-(t-h7*)1-t-(t  + 7c)»-f  (2  + 7d)\ 
v.  l III.  7 A~(t  -f- 7nj*  + (2 -j- 7/,)’ + (3  + 7 c)1-!-  Wdd, 
vel  IV.  7 lzr  (2 -j- 7a)a  + (2+76)* -j- (2+7C)1  + (3 -f  Id)2, 
vel  V.  7A  = (l  + 7a)*  + (3  + 76)*  + (3-|-7c;*-|-(3-|-7rf)\ 
Casu  II  erit 

A — I + 2a + 26  4 2c  kd  -\-7 aa  \-7bb-\-7  cc-\-7  dd  — 
( I -j~  a + b -|-  c -f  2 d)2  + (a — b — 2 6 + d)2  -f- 
(a  + 2b  — c — d)2-\-(2a  — b -f~c — d)2  — z0. 

Casu  III.  erit 

A — 2-f-2a-j-4Ä  f 6c  -j-  7 aa  7bb  7cc  7 dd  zzz 

(fl  — 2 b -j-  c — |-  d)2  -}-  (b  2c  -J-  d •—  <i  1 )*  — |— 

(^  - \~  b — c -f-  2 d2  -j-  (2g  -j-  b -•)-  c — d -f-  1)*  zz  0. 
etc. 

Y\  enn  der  nurncrus  A also  in  vier  quadrata  könnte  resolvirt 
werden  A — an  -(-  bb  [k k — bb)2  -f-  dd,  so  würde  frey- 
lich,  wie  Ew.  bemerket,  4 -f-  1 — 0,  denn 

A -f-  I — (kk  — bb)  — -f-  kk  -|-  aa  -j-  dd. 

Dass  im  postscripto  gemeldte  theorema  ist  sehr  artig; 
denn  wenn  alle  numeri  0 (welche  nicht  aus  weniger  als 
vier  quadratis  bestehen)  in  dieser  Form  4'— 1 (8  m -J- 7)  jent~ 
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halten  wären,  so  finde  ich  anch,  dass  daran*  folgte  otnnein 
oumerum  e*se  ~ 0.  Mein  Beweis  davon  ist  dieser: 

Si  omnes  numeri  ® in  hae,  forma  ke~  con- 

tinentur,  tum  omnes  numeri  in  hac  forma  ke~ 1 (8m  -j-  7) 
non  contenti  essent  ~ 0.  Foret  ergo  8m-)-l  — Qi),  item 
8 m -(-  3 — 0,  item  8m  4~  5 — 0-  At  si  8 m -j-  5 n:  0 erit 
quoqüe  3 (8  m-)-  5)=:8n-f-  7 — 0.  Oder  also:  Quia 
3(8n -f- 7)  — 8m -f- 5,  erit  3(8/i 7)  =:  0, 
ideoque  etiam  8 /t  — 7 ~ 0. 

Hieraus  folget  ferner,  dass  wenn  man  nur  beweisen 
könnte,  omnes  numeros  forinae  8m-f  1 esse  —0,  tum 
omnes  plane  numeros  fuluros  esse  ~ 0.  Gum  enim  sit 
3 (8n  -f  3)  = 8m  -j-  I , erit  3 (8n  -f-  3)  =:  0,  ergo  et  8n  4 3 
~ 0.  Porro  oh  5{8n  -|-  5)  ~ 8m  -j-  1,  erit  5(8n-f-5)“0, 
ergo  et  8/i-j-  5 rr  0.  Hinc  deniqnö  erit  8n  -f-  7 — 0 ; ergo 
omnes  numeri  impares,  ae  proinde  etiam  omnes  pares  es- 
sent ~ 0. 

Euler. 

P.  S.  Das  theorema  für  7/f“0,  so  ich  nicht  ausge- 
führt, wird  durch  folgendes  Geucraltheorepna  vollendet: 

Theorema . Posito  m — a a -f-  b b -)-  c c d d , "'si  sit 
m .i  — 0 , erit  quoque  A ~ 0. 

Ifemonstr.  Sit  m m p)a -|-  (g -f  mqf-\-  (h  -f  m r)1 

(k  4-  ins)1  atque  ff gg  \ - hh  -\-  kk~ 

(i ua  -j-  bb  cc  -|-  dd)  (xx  -j-  yy  ss  -f  ee), 

erit 

f ( ix  by  e z -\-  do 

g~bx  — ay  — d s 4“  v 
h — ex  4-  dy  — a z — bv 
k — dt  — c)  f - b z — fl  v 
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fietque  A—xx  + yy  + zz-y-vv+'ltfp-lcgq+hr+ks)  + 
m (pp-\- qq-\-rr-\-ss)\  at  reperitur  hinc 
A — ( ap  bq  -f  cr-\-ds-\~xy-\-{aq — bp-\-cs — dr — j)2  -f- 

(ar — bs  — cp-\-dq — a)1  -f-  ( as-\-br — cq — dp — e)2 
ergo  A ~ [ZT]  in  integris.  Q.  E.  D. 

Ita  si  7^-(2+7p)2+(2+7<7)2-|-(2+7r)2H-(3+7f)2erit 
u — 2,  b—  1 , c — i,  d—  1,  xx-\-yy-\-zz-\-vv—  3,  x—l, 
y — 1 , z — 1 , v — 0,  unde  f—K,  g— — 2,  h— 0,  k—l. 
Ergo  si 

7 4 = (4  4.  7p)2  + {Tq  — 2)2  -f-  (7r  + 0)*  -f  (7  5 + I)2  erit 
A — {2p+q  + r + s-\-if-\-{2q  — p + s — r—  1)*  + 

{2  r — s—p  -\-q  — i)%  + {2  s + r — q — p)1. 

Neulich  ward  in  den  Braunschweiger  Anzeigen  diese 
Frage  aufgegeben:  Wie  viel  ein  Capital  von  iOOO  Rthlrn. 
in  640  Jahren  zu  5 pro  cento,  Zins  auf  Zins  gerechnet,  be- 
tragen werde? 

Weil  die  herauskotnmcnde  Zahl  sehr  gross,  und  die 
Rechnung  nach  der  ordentlichen  Art  auszuführen  fast  un- 
möglich ist,  so  ist  die  Auflösung  gewiss  nicht  leicht.  Ich 
habe  folgende  Summ  gefunden:  36404192715744080  Rthlr. 
22  Ggr.  11^  Pf.  , welche  nicht  um  x\  Pf.  von  der  Wahr- 
heit fehlen  soll.  — Der  Aufgeber  verlangt,  dass  man  die 
Antwort  in  einer  halben  Stund  finden  soll,  mich  hat  aber 
dieselbe  wohl  eine  ganz  Stund  gekostet;  und  ich  sehe  nicht, 
wie  die  Arbeit  verkürzt  werden  könnte. 

Euler. 
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LETTRE  CXXIX. 

Goldbach  ä Eule«. 

S om  maire.  lUponM  ä la  prtfccdente. 

St.  Petersburg  d.  24.  Mart  1750. 

Es  sind  schon  mehr  als  sichen  Monate  verflossen,  seitdem 
ich  Ew.  letztes  Schreiben  erhalten  habe,  und  dieses  würde 
nicht  geschehen  seyn,  wenn  nicht  einesthcils  unterschiedene 
Abhaltungen  dazwischen  gekommea  wären , anderntheils  aber 
dasjenige,  so  ich  hätte  schreiben  können,  auch  nach  meinem 
eignen  Urtheil  von  gar  zu  geringem  Werth  gewesen  wäre. 
Die  Methode,  so  Ew.  gefunden  um  zu  zeigen,  dass  wenn 
m A — ® auch  A ~ [5]  sey , halte  ich  vor  ein  inventum  in- 
ventorum,  und  ob  ich  zwar  geglaubet,  dass  die  propositio: 
omnem  numerum  esse  summam  quatuor  quadratorum,  auf 
eine  leichtere  Art  würde  können  demonstrirt  werden,  so 
habe  doch  dergleichen  Demonstration  nicht  gefunden.  Ich 
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lasse  aller  «lahin  gestellt  seyn,  oh  nicht  einige  kleine  theo- 
remata , so  mir  en  passant  vorgekommen,  hiezu  dienlich 
seyn  möchten,  von  welchen  ich  E\v.  einige  auzeigen  will: 

I. 

ßß  + yy  + (3  8-ß-y)2  -(28-  ß)'+  (2  5-y)*+  (8-ß-y)2. 
Diese  transmntatio  tri  um  quadratorum  in  tria  alia  scheinet 
mir  von  ziemlichem  Nutzen  zu  seyn,  nam  inter  quatuor  qua- 
drata  aa-\-bb-\-cc-\-\kk ubi  omnes  litterae  denotant  nu- 
nicros  imparcs,  semper  crunt  tria  quadrata,  quorum  summa 
radicum  est  divisibilis  per  3;  folglich  können  diese  vier  qua- 
drata nach  solcher  Methode  auf  viele,  und  vielleicht  auf  alle 
mögliche  Arten  transformiert  werden,  wie  denn  z.  Ex.  die  Zahl 
335  durch  diese  Methode  in  alle  modos  possihilcs  verwandelt 
wird,  ncmlich  32  + 7*  + 92  + U*  = 3*413*41 l*-f6*  = 
924 1 324  924  22=  1 5*4-  7M-  524  6*=  1 5*4- 1 2+  324  1 0l= 
1 — 32+  1 24  1 2+  1 81  — 3H- 1 24 1 724 62  = 

72  4 l32-r  t)24 62  (=lfc*4  ll2-h  324  32  N.  m.  d Euler), 
so  dass  in  diesen  transmutationibus  alle  quadrata  paria  et 
imparia,  in  quae  resolvi  potest  numerus  335,  begriffen  sind. 
Es  wäre  aber  schon  genug,  wenn  man  ein  Mittel  hätte  diese 
vier  quadrata  3244^4yz4^tf  in  nachfolgende  vier  zu 
verwandeln  denn  so  hätte  man  demon- 

striret,  dass  alle  numeri  8n-\-7  summae  quatuor  quadra- 
torum  sind.  Mir  ist  aber  gleichwohl  noch  kein  excmple 
vorgekommen,  da  nicht  die  quadrata  32  -f  ßß-\-yy-\~  hu 
post  primam  aut  secundam  trausmutationem  in  quatur  qua- 
drata, quorum  unum  sil  unitas,  hätten  verwandelt  werden 
können:  denn  also  findet  mau: 
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324  I3s-f  l54-f-  22=407zr  i24  924-1524-.l02  * 

3*4-  9a-|-15,4-i0*=:*i5=  1*4-5* 4-17*4-10* 

324-  5*4-17*4-102=z^23=:l*4-524-1914-  62 
3*4-  524-iy24-  fi2~  431  — 1*4  324-  1524~  1 V1 
die  folgenden  vier  quadrata  werden  alsofyrt  durch  eine 
einige  Operation,  eben  wie  die  vorhergehende,  in  quatuor 
quadrata,  quorum  unnm  est  ünitas,  transinutiret,  bis  auf 
3Z— 32“j-  2I24*  22:zz4(i3 , all  wo  man  per  primaui  trausmu- 
tationciu  liekonunt  I524-1524-  32  4-vJ2»  und  au»  diesen,  per 
seeundain  transmutatioucni,  1*4”  13*4"  t724~‘32. 

II. 

W ie  schwer  es  anch  ist  zu  sagen,  was  dati»  quatuor  qna- 
dratis,  in  qtiae  resolvi  potest  numerus  2m — *1,  die  quatuor 
quadrata  zz  nuinero  seyn  werden y so  haben  doch 

die  erstem  vier  quadrata  mit  den  letztem  einen  ganz  ge- 
naiHui  nexum,  welcher  in  den  tribus  quadratis  — 8 m 4-  3 
gegründet  ist;  datis  enim  bis,  dantur  siinul  quatuor  quadrata 
pro  2 in  — 1 et  pro  2m  I. 

VVenn  «,  ß,  y,  8 quatuor  nuineri  impares  quicunque  sind, 
und  man  selbige  gleich  setzen  kann  folgenden  numeris: 
u~2cr-\-  i,  ß—b-\-fr,  y—c-\-gr,  8—r—eer—e—bf—cg, 
so  dass  b,  c,  /■  nurneri  integri  seyen,  so  kann  man  auch  de- 
monstriren  omnem  numerum  oder  generatim  omnem 

numerum  esse  summam  quatuor  quadratonun:  Denn  es  ist 
(2  e r 4-  1 f 4-  (b  +J'r  )2  4-  (c  ■ -f  g r f- 4~  [r  4*  e2/-  — e — bf—  cg)7— 
1 2 -4  [b—frf 4-  (c  _ g r )24-  (r  4-  e2  r 4-  e -f  bf-\-cg)\ 

Dass  derjenige,  welcher  das  prohlerna  in  den  Braun- 
schweigischen Anzeigen  aufgcgcbeii,  bessere  compendia  als 
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Evv.*  zu  dessen  Solution  haben  sollte,  kann  ich  inir  nicht 
vorstellen,  und  bitte  mir  zu  melden,  ob  der  autor  ferner 
etwas  davon  bekannt  gemacht?  In  den  Amsterdamer  fran- 
zösischen Zeitungen  vom  5.  Aug.  I7V9  war  folgendes  aver- 
tissement:  M.  Quin  Mackenzie  Quin....  a invente,  ä läge 
de  8 ans,  et  il  a eu  l'honneur  de  presenter  au  Roy  une 
methode  par  laquelle  il  multiplie  et  divise  quelque  nombre 
de  figures  que  ce  soit,  et  en  verifie  le  produit  et  le  quo- 
tient  en  une  seule  lignc.  Il  fait  cette  Operation  en  moins 
de  trois  minutes,  quand  mime  il  s'agiroit  de  multiplier  20 
figures  par  20  •figures,  ou  V0  par  20.  Ceux  qui  voudront 
souscrire  pour  avoir  cette  methode  seront  tenus  de  donner 
d’abord  une  guinee,  et  une  autre  aprös  que  cette  methode 
leur  aura  ete  communiquee  ou  ä leurs  corrcspondaus.  Nach 
der  Zeit  habe  ich  nichts  mehr  hiervon  gehört. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXXX. 


Euler  k Goldbach 

Sonmahe.  Recherche*  ai  ithm^tique*.  Resolution  de  chaqne  nomKrc  cn  quatre 
quarre*.  Serie  dont  le»  terme*  sont  les  summe«  de*  diviseur«  de*  nombre* 
naturels. 


Berlin  d.  0.  Juni  1750. 

Ew.  theorema  • 

/5Vr1+(3^-/9-y)1=(23-/9)1-h(23-y)*+(3-/9-y)1 

hat  mir  Anlass  gegeben  folgende  tkeoreinata  zu  finden,  unter 
welrlien  dieses  das  erste  ist 

I.  Si  a-}-  b c ~ 3 m,  erit 

fl1 + (^m — a)1-(-(2m — b)"1  ■ 4-  (2  m — c)1 

II.  Si  a -j-  b -j-  2c  ~ 3 m,  erit 

a*  -j-  b 2 -|-c2~  (m  — a)1  -f  - (m — A)’-)-(2m  — c)* 

III.  Si  a-\-2b-\-2c-=z9m,  erit 

fla-|-62-|-c*^i.(2fn — a)2-(-(4.m — &)*-}- (fcm — c)* 

IV.  Si  <i  -f-  b -j-  3 c ~ II  m , erit 

(2/n — o)14-(2m-  ij’-f  (Gm— c)1 
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V.  Si  a 2 b -f-  3 c ~ 7 m , erit 

a2  -|- b2  c1  (m — a)2  (2  m — b )*  -f  - (3  in  — c)2 

VI.  Si  2a  -|-  2b  -}-  3c  =:  17  m,  crit 

a2-|-£l-|-c*:zi(V  m — a)2-\-(km — &)2-{-(6m — c )* 

VII.  Si  a -4-  36  -f"  3c ~ 19ai , erit 

a2  -f-  b 2 -j-  c2— (2  in  — n)2  -j-  (6  in  — b)2  -(-  (6  m — c)2 

VIII.  Si  2a 36  -|-  3c  1 1 m,  erit 

a2-\-b2~\-c2—(2m — a)2  -f-  (3  m — b)2  (3  m — c)2 

wo  zu  merken,  das»  die  radices  a,  b,  c sowohl  negative  als 
affirmative  genommen  werden  können. 

Solche  theoremata  können  auch  für  vier  quadrata  gefun- 
den werden  als 

I.  Si  a-\-b-\-c-\-d—  2m,  erit 

a2  4-  b2  4-  c2  4-  d2  — (m  — o )*  4-  (m  — b)2  -4-  (m  — c)2  +■  (m  — d)2 

II.  Si  a-\-b-\-c-\-2d—7 m,  crit 

a2-t-  b2+  c2+  d2 — (2m — a)*-t-  (2m  — b)%+  (2m  — c)2  +(km —d)2 

III.  Si  a-\-b-\-2c-\-2d—  5m,  erit 

a2  + b2+c2+ d2—  ( m—  a)2 +(m-i)*+(2m- c)2 + (2  in  —d)2 
IV-  Si  a-(-  2l>-\-2c-\-2d~  13m,  erit 

u2+b2+  c2+  d2 — (2m — a)2-f  (km — b)2  -1-  (km— c)*-f  (km — d)x 

Wenn  daliero  32-j-/32-(-  y2-\-kt2  zu  l2-}-//2-}-#2-^*2 
reducirt  werden  soll,  wo  alle  Buchstaben  numeros  imparcs 
bedeuten,  sowohl  affirmativos,  als  negativus,  so  würde  nach 
- dem  lllen  theoremate  kommen: 

1.  Si  3 -f-  ß-\-  y-\-  litt ~7m,  erit  32-\-ß2  y2  -f-  %■**  ~ 
(2m— 3)*  + (2«  — ^)2-f-  (2  m — y)2  + V (2  m— «)*, 
wo  auch  m ein  numerus  impar ; also  müsste  entweder 
2m  — 3~t,  oder  2m — ß—  1 , oder  2m  — y~  1 • Solches 
gcschiehet  nur  in  folgenden  Fällen: 
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1 wenn  m ~ 1 , lind  also  ß -f-  y fcf  zzi  k, 

2.  wenn  mzz.2,  und  also  ß y 4-  V*  — 1 1,  welche« 

unmöglich, 

3.  wenn  ß = ‘2  m ± 1 , und  j/-(-kc~5/n — 3^:1. 

2.  Si  3 + 0-|-2y-4-a«  = 7»ii,  crit  3*4-/?*+y2+ 

(2  m — 3j*  -f-  (2  in — /ij2  -f-  ( ’nn  — - y)2  -j-  fc(m  — 1)\ 

Also  müsste  8eyn  entweder  2m  — 3n±  l,oder2/n — ß—  — 1, 
oder  km — y—±i,  wo  m eine  gerade  Zahl  ist.  Also  ge- 
srhichet  dieses  in  folg«  •nden  Fällen: 

1.  wenn  m— 2,  und  also  ß-\-2y-\-2t~\i  , 

2.  wenn  ß~2 m ± 1 , und  2y  -f  2t = 5 m — 3 qr  1 , 

3.  wenn  ^in  ± l , und  ß-\-2ezz, — m — 3 + 2. 

3.  Si  6 -\-ß-\-y-\-2t  — lm,  erit  3l-\-ß2ß- y*  + kß  — 
{km— 3)*-f-(2ra— £)*-f-(2m—  y)*+k{m— «)*, 

wo  m wieder  ein  nunierus  par  ist. 

Jedoch  zweifle  ich,  oh  durch  dieses  2te  theorema  allein 
immer  ein  Quadrat  ~ 1 gefunden  werden  könne. 

Man  kann  auch  solche  theoremata  für  fünf  quadrata  ge- 
ben, als: 

I.  Si  a -\-b-\-c-ßd~\-e— 5m,  erit  ~ 

(2m- — fl)*-4-(2m — b)2-\-(2m — c)2-\~(2m — d)2-\-  (2m — e)2. 
II.  Si  a-\-b-\-c-\-d-\~2e~km,  crit  a2-f-£2-|-c2-f-(/2-f-e2z; 
(m — a j2  -|-  (m  b)2  -f-  (m — c)2  -j-  (m — d)2-\-  (2  m — ej1. 

etc. 

Wenn  man  nun  beweisen  könnte,  dass  eines  von  diesen 
letztem  quadratis  könnte  ad  nihilum  gebracht  werden,  so 
hätte  man  auch  was  man  verlanget.  Solches  gehet  also  an, 
wenn  entweder  a-\-b-\-c-\-d— 0,  oder  '&crzz.b-\-c-\-d-\-2e. 

Ew.  Illes  theorema  von  dem  nexu  inter  2m  — 1 ~ k □ 
et  2 m -)-  t ~ V □ , conressa  resolulione  numeri  8 n -|-  3 
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in  tria  quadrata,  verstehe  ich  also  : Sit  n~m  — I , atque 
8n  -f-  3 — 6m  — 5 — aa-\-bb-\-cc,  wo  a,  b,  c numeri  im- 
pares  sind;  erit  8 in — k—\-\-aa-\-bb-\-cc,  unde 

* • - 2 = (!£)■ + (vy + OtO* + OtO* 

wo  zwey  radices  pares  sind,  und  zwey  impares,  folglich 
diese  Form  km — 2—kpp-{-  kqq-\-rr-{-ss,  also 

2m— i—  {p+qY  + (p  — qf -f  + (^)*- 

Weil  a,  b,  c sowohl  negative  als  affirmative  genommen  wer- 
den können,  sit  2p  — 2 q — erit  2 m — 1 — 


Hernach  ist  8m  4 zu  9 -f-  aa  -j-  bb  -j-  cc;  also  fcm-|-2~ 

(4-)'+  (t)'+  C+0‘+  (t)'’  - * r « ‘4“  «-<*«■ 


1 — ungerade  Zahlen  seyn  werden.  Also  wird  2 m-f  1 — 

C*t*‘-J),+  (äti‘)‘+ 

Hieraus  folget,  dass  wenn 

2 m — 4—  pp-\-qq-\-rr-\-ss, 
alsdann  immer  seyn  werde 

2m-fl  = (p+!)*4-(<74-l)*-|-(r—  1)*+(j—  4)*, 
nehmiieh  zwey  von  den  radicibus  quadratorum  ipsius  2m-|-l, 
werden  um  i grösser  seyn , als  zwey  von  den  radicibus 
quadratorum  ipsius  2 m — i,  und  zwey  um  1 kleiner.  Wor- 
aus dieses  schöne  theorema  entspringet: 

T/ieorema.  Wenn  2m — 1 =r  aa-\-ßß-\-yy  88,  et 
2m-|-i  — aa  bb  cc  dd , 
so  werden  von  den  Wurzeln  a,  b,  c,  d zwey  um  I grösser, 
die  andern  zwey  aber  um  1 kleiner  seyn,  als  die  Wurzeln 
a,  ß>  y>  b.  Also  ist : 
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l = {.2-f-02-f  O’-f-l* 

3=(o-f-i),-K°+i)*+(0— D24<i-i)* 

3 = 02-f  l2-fl2-f  t» 

s =(o+i)*+(i-fi)I-Ki — 0*+(<-0s 

5 = 02  — f-  O2  — |—  t*  — 

T = l24-l24.12-f22 

7=(0+l)*+(l-(-l)l+(2-l)2-K0-l)* 

| 

+ + — — 

9 = 22-f-22-j-02-f  l2 

9 = 0*-(-( — l)2-f-22-j-^2 

+ + “ 
11  = 02+  l2  -fl2-f-32 

Zu  merken  ist,  das»  «,  ß,  y,  8 sowohl  affirmative  als  negative 
genommen  werden  können.  Also  kann  das  tlieorema  also 
ausgesprochen  werden:  Singulae  radicum  a,  b,  c,  d,  semper 
unitatc  discrepabunt  a singulis  litterarum  «,  ß , y , 8. 

Folgendes  theorema  scheint  also  merkwürdig  zu  scyn: 
Si  2 m — l~pp-\-qq-]-rr-\-ss,  erit  seinper 

2n-[-  1 — (p±  + l)’-(-(r±  l)2  -f-  (s  — l)2 

duminodo  signorum  amhiguitas  rite  ohservetur  *) 

Coroll.  Also  ist  allzeit  ± 2p  ± 2q  ± 2r  ± 2s  4-  — 2, 
oder  ±pzhq±r±s-\-i  ~ 0;  das  ist:  Eine  jegliche  un- 
gerade Zahl  2 m — 1 kann  allzeit  in  vier  solche  quadrata 

PP  + <79  + rr  + * * 

resolvirt  Avcrden,  ut  sit  ±p±q±r±s~  1.  Denn  es  ist 
zu  merken,  dass  man  auch  oft  solche  vier  quadrata  findet,  da 
diese  Eigenschaft  nicht  Statt  findet  als  27zzz02-t- i2-}- 1 2 — j—  5a, 
oder  39=z:t2-f-i2-(-i2-f-62.  Doch  aber  ist  auch 

27  = l2  -f  t2  4-  31  -f  *2,  uhi  + 1 — 1 — 3 -f  4 = 1. 

Also  ist,  wenn  diese  signa  verkehrt  unter  jene 

quadrata  geschrieben  werden 

*)  Nicht  eine  jegliche  Resolution  von  2m — 1 hat  diese  Eigenschaft,  son- 
dern es  gibt  allzeit  eine,  so  diese  Eigenschaft  hat. 

Corr.  math.  et  phys.  T-  * 33 
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*27  = 1*  4-  1*  4-  3*  4 V1 

-f-  + — 

29  = 0*  -f  2* 4-  V*  + 3*,  ubi  4042  — ^43  = ! 

31  — 1*4  i»4  3*42*.  ubi  —1  — 145  — 2=1 
~t"  -f-  — 4 

33  = 2*  -|-  2*  4 **  4 3*,  ubi  4 2 — 2 4 V — 3=  1 

, — + — + 

35  = I2  4 3*+  3*  + V*,  ubi  — l-f  343  — ^—1 
4 — — 4 

37  =2*4  2*  4 2l4  5*,  ubi  -(-  2 +2  + 2-  5=1 
39  = 1*4  1*+  l*  + 6*. 

\ °n  liier  aus  lässt  sieb  nieht  weiter  geben;  dahero'  muss 
man  eine  andere  Resolution  von  39  nehmen,  welches  durch 
die  Ulte  der  obigen  Formul n geschehen  kann,  da  dann  wird 
a — 1 ,b  — 1,  c = — 1 , d~  6 ; a + b-^-2o  + 2t/=  10=5  rn, 

also  m = 2 und  also 

39  = 1*  4 3*  + 5*  4 2*,  ubi  143  — 5 + 2=1  oder 

1—3  + 5 — 2=1,  also 

— — 4 — 

— 4—4 
U = 0*  f 2* -1-6*4  1* 

— 0*  4 i*  4 V*  4 3* 
lution  gesucht  werden.  Nach  dem  andern  theoremate  wird 
a~  — 1,  b — 2,  c = 6,  rf  = 0;  o4Z»4c42rf=  7 = 7m, 
also  m=l,  und  dahero  fct  = 3*  + 0*  + 4*  + 4.*,  welche 
wieder  nichts  hilft.  Hieraus  aber  wird  durch  das  andere 
theorcina  o = 0,  6 = 4 c = 4 d~  3,  m = 2*)  nnd  also 


| Hieraus  muss  wieder  eine  Reso- 


*)  Hierzu  ist  es  nber  leichter  die  theoreinata  von  drey  quadr.itis,  sonderlich 
das  erste  zu  gebrauchen 
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41  = 4*  + O2  -4  02  4-  5*,  ubi  — 4-40-40-45  = 1 

43  = 5*  + l1  4- l2  + 42,  ubi  + 54  1 _ 1 _ k — 1 oder 

- 5 -f  I 4-  i -j-4=  1 

- - + + 

+ — — ~ 

45  = 4*  -4  02  -4  22  f 52 , ubi  -44-40-42  — 5 = 1 
— 62  -4  02  -4  01  4 32. 

Ungeacht  icb  aber  in  dieser  Materie  so  weit  gekommen, 
dass  ich  dieses  theorema  demonstriren  kann:  omnem  numc- 
rum  esse  summam  quatuor  quadratorum  vel  pauciorum,  so 
fehlet  mir  doch  noch  zu  zeigen,  dass  diese  vier  oder  weni- 
gere quadrata  allzeit  in  integris  angegeben  werden  können. 
Und  dahero  bin  ich  noch  weit  von  des  Fermat’s  Erfindung 
entfernt.  Zu  dieser  glaube  ich  auch  nicht  dass  man  gelangen 
könne,  ohne  bey  den  numeris  trigonalibus  anzufangen.  Man 
müsste  also  trachten  zu  beweisen,  dass  omnis  numerus  in- 
teger summae  trium  vel  pauciorum  numerorum  trigonalium 
gleich  scy.  Hierzu  aber  kann  eine  algebraische  Evolution 
keineswegs  bchülflich  scyn,  weil  es  nicht  einmal  wahr  ist, 

dass  n — — ~4  'r~r^~ * ~4  ~ ' generaliter,  sondern  nur 

in  den  Fällen,  da  n ein  numerus  integer  affirmativus;  da 
hingegen  diese  Formul  n — xx-\-yy  -\-zz  vv  wahr  ist, 
wenn  n auch  ein  numerus  fractus  ist,  nur  nicht  negativus. 
Ich  habe  aber  hierauf  seit  langer  Zeit  nicht  weiter  gedacht, 
und  also  auch  nichts  weiter  gefunden. 

Vor  einiger  Zeit  habe  ich  Ew-  eine  Entdeckung  über  die 
summas  divisorum  numerorum  naturalium  zu  überschreiben 
die  Ehre  gehabt:  *) 

*)  Lettre  GUI  du  1 Avril  1747. 
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Numeri:  1,2,3,V,5,  6,7,  8,  9,t0,tl,  12,13,  lV,15etc. 
Summaedivisor.:  1,3,  k,  7, 6, 12,8, 15, 13, 18, 12,28, 14,2V,  2%  etc. 
und  bemerket,  dass  diese  series  summae  divisorum  recur- 
rens sey,  also  dass  wenn  J'n  die  suimnain  divisorum  numeri 
n andcutct,  -allzeit  ist 

J'n  —J\n  — 1)  -f  J\n  —2)  — J\n  — 5)  — /(n— 7)  -+ -f(n  - 12) 
+/(n  - 1 5)  — J\n  — 22)  — etc. 

Diese  Entdeckung  schien  mir  um  so  viel  merkwürdiger,  da 
der  Beweis  davon  nicht  vollständig  war,  sondern  sich  auf 
dieses  theorema  gründete,  dass 

(1  — x)  (1  — x1)  (1  — x*)  (1  — x*)  (1  — x*)  etc.  ~ 

1 — x 1 — x2  -|-  x5  -f-  x7  — x11  — x‘5  -(-  x21  -f-x26  — etc., 
welches  ich  nur  per  inductionem  gefunden  hatte  und  auf 
keincrlcy  Weise  beweisen  konnte.  Es  schien  mir  auch  merk- 
würdig, dass  die  exponcntes  alternatim  smnti  1,  5,  12,  22, 
35,  etc.  die  numeri  pcntagonales  sind,  und  die  übrigen  2, 
7,  15,  26,  W,  etc.  die  seriein  pentagonalium  retro  conli- 
nuatam  vorstellen,  also  dass  die  obige  series  auch  solcher- 
gestalt dargestellt  werden  kann 

etc.  — x'°-+-  x2S—  x‘*+  x1  — x2  + x°—  x‘  -+-  xs  — x,2+x22— x8*+- 

etc. , 

wo  die  dilTcrentiae  exponentium  eine  progressionem  arith- 
meticam  ausmachen. 

Seit  der  Zeit  aber  habe  ich  auch  die  Demonstration 
dieses  theorematis  gefunden,  welche  sich  auf  dieses  lemma 
gründet; 

(1—  a)(l-ß)  (I-7)  (1-5)  etc.  = 

1 —u—ß(i—a)—y  (1  — u)  (1  — ß)  — 5(1  — u)  (1  —ß)  (1  —y)  — etc. 
dessen  Demonstration  sogleich  in  die  Augen  fällt. 

Also  ist  nach  diesem  lemmate 


Digitized  by  Google 


523 


(I  — x)  (I  — X*}  (1  — x*j  (t  — x 4)  (1  — xJ)  etc.  —S~ 
t — X — X1  (1  — x)  — X*  (t  _ x)  (1  — X1)  — 

X*  (1  — x)  (I  — X1)  (1  — X*)  — etc. 

Ponatur  s = i — x — Axx,  ecit 

J = t—  *+x(l—  x)(l— x*)4^c*(l— *)(l— **)(|_**)-f-eta. 

Evolvatur  ubique  factor  1 — x,  crit 

A = i-X  -x*(l  — xx)  -x3(l-xx)(1  — x3)  — etc. 

-fx(l  — xx)-f  x*(t  — xx)(l  — x3)-f-xs(l  — xx)(l  - x3)(l  -x*)  -f-elc. 

hincque  fiet 

-xs(l-xx)  - xT(l-xx)(l-x3)-elc. 

Sit  A ~ 1 — x*  — /ix5,  erit 

B = 1 — xx  4-  X*  ( 1 — xx)  (1 — X3)  -J-  X4  (1  — xx)  ( 1 ^-x’)  ( 1 — X4)  -f  elc. 

Evolvatur  factor  1 — xx: 

B — i — xx  — x4(l— x»)  — x*  (1-x3)  (1  - x4)  — etc. 

£ +xx(l-x3)-fx4(l-x3)(l-x4)-fx«(l-x3)(l-x4)(l-x5)-fetc 

nincquc  fiet 

B=l-Xi  -x»(l-x3)  — x1 1 (1— x3)(l  — x4)  — etc. 

Sit  B — 1 — xs  — Cx* , erit 

C=  1 -x3-f-x3(l  -x3)(l-x4)-f  x*  (l-x*)(l  -X4)(l  -x5)  + etc. 

Evolvatur  factor  1 — xs : 

C =i  — x 3 — x®  (1 — -x4)  — x3  (I  — x4)(l  — x3)  — etc. 

+x3(l-x4)-fx«(l-x4)(l-xs)+x»(l-x4)(l-x5)(l-x«)+etc. 

ergo 

C — t—x7  — x"(l— x4)  — x^  3(i  — x4)  (1  — x5)  — etc. 

Sit  C~  1 — x7  — Dxli  etc. 

Wenn  man  nun  auf  gleiche  Art  fortgehet,  so  wird 
D—  1 — xs—  Ex“,  E — i — x“  — Ex17  etc. 

Also  wird  scyn: 
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5=1  — X — Ax2  \ f S — 1 — X — Ax 2 

A—i—  x*—  Bx*  I l Ax2  —x1  (I  — x*)  — Bx1 

B=l— x*-  Cx*  f J Bx1  = x1  (1—  x2)—  Cx“ 

C—\  — x7—  Dxn(  °l  e*  j Cxts  — x'i  (i  — x1) — J)x26 

1)—  1 -x9- Ex“\  / Dx2S  — x26(i—x9)  — Ex*° 

etc.  I V etc. 

woraus  denn  ganz  ungezweifelt  folget 

5 = 1 — X — X2(l  — X*)  -fx7(l  — X4)  — XU  (i  X7)-f- 

x2‘  (1  — x9)  — etc. 

oder 

5=1  — x — x2 -J—  x5  — x7 — x11 — äs“-!-*“  x16 — x31  — etc. 

Euler. 
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LETTRE  CXXXI. 

Goldricii  ä Euler. 


Som  maire.  Th^oremes  relatifs  a la  r&olution  de»  norabres  en  trols  et  quatre 


quarrt«. 


St.  Petersburg  d.  18.  Juli  1750. 

Die  Demonstration  von  den  theorematibus , die  snmmas 
trium  et  quatuor  quadratorum  betreffend,  welche  Ew.  in 
Dero  Schreiixen  auffuhren , habe  ich  leicht  eingesehen,  weil 

generaliter  wahr  ist,  dass  posita  z ~ — ~ > 
die  vier  gegebenen  quadrata  aa-\-ß  ß-\-yy  -\-88  gleich  sind 
(ez — «)»-H/z — /?)'-)- (gz — y)1-f-(Az  — öj1,  allwo  die  quan- 
titates  e,f,  g,  h pro  lubitu  genommen  werden  können,  wenn 
auch  über  dieses,  die  letztem  vier  quantitates  so  beschaffen 
sind,  dass  die  summa  quatuor  radicum 

(e  +/+  g -f  h)  z—  (o  -f  ß -4-  y + 8)  - 0, 
so  können  die  vier  quadrata  allezeit  in  drey  quadrata  ver- 
wandelt werden. 
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Ich  \v  in  noch  einige  andere  propositionrs  bey fügen,  die 
mir  schon  längst  bekannt  gewesen , und  sich  selbst  de- 
mon&triren : 

I.  utx  -f- ßß  ~1 - Y7~\~  — 

(«  +■  y + *)’ + (/*  • + y 4-  W + ™ - («  4- s)'  + (/?  + S?  + 

woraus  zugleich  die  Methode  erhellet,  wie  data  quatuor  tjüa- 
drata  imparia  (non  aequalia  inter  se)  in  quatuor  alia,  sive 
paria  sive  imparia,  verwandelt  werden  können,  denn  wenn 
8 in  den  gegebenen  vier  quadratis  ein  numerns  par  ist,  so 
gilt  die  erste  Aequation  pro  quadratis  paribus,  und  die  an- 
dere pro  imparibus. 

II.  Si  dantur  in  uno  casu  ua-f- ßß-\- yy—8m-\-3,  dantur 
ctiam  quatuor  quadrata  pro  casu  quocunque  2m-\-pp± p-\- 1 ; 
nain  si  8m-}- 3 est  ~ tribus  quadratis,  erit  8m4-3  + (l  + 2p)*= 
quatuor  quadratis  etdivisis  omnibus  per  V,  2m-\-pp±p-\-l  — 
quatuor  quadratis. 

III.  Nachfolgende  drey  quadrata  in  fractis 

V/y)2-K^V/“±/^— A’/,'7)z 

Qip+'1‘lr/)1 

allwo  «,  ß , y pro  integris  genommen  werden,  sind  ~ die- 
sen drey  quadratis  integris  aa-\-ßß-\-yy. 

IV.  Si  AA-\-BB-\-CC  — 8m-\-3,  erit 

. ( J-B+C±iy  . (-A-\-B+C±\y  . (-A-B-C±  1)1 
4.4  • 4.4  “r  4.4  ' 474 

~2m-fl. 

und  Avenn  man  3 anstatt  1 setzet,  so  kommen  vier  qua- 
drata — 2m  -f  3 heraus.  Gold  bach. 
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LETTRE  CXXXII. 


Euler  h Goldbach. 


So  m M ai  be.  Recherche*  arithmltiques.  Suite. 


Berlin  d.  15.  August  1750. 

Die  überschriebenen  theoremata  circa  resolutionem  numc- 
rorum  in  tria  ct  quatuor  quadrata  sind  alle  merkwürdig 
lind  haben  ihre  völlige  Richtigkeit;  ich  habe  mich  aher  bis- 
her umsonst  bemühet  aus  solchen  theorematibus  den  ge- 
ringsten Nutzen  für  die  bewussten  Fermatiana  zu  ziehen.  Ich 
habe  zwar  bewiesen  omnem  numerum  sive  integrum  sive 
fractum  esse  summam  quatuor  pauciorumve  quadratorum; 
allein  es  fehlet  mir  noch  an  diesem  Beweise:  Si  numerus 
integer  n fuerit  summa  quatuor  fractorum  quadratorum 

aa  . bb  , cc  . cid 

H y 

PP  rr  ss 

tum  eundem  quoque  semper  esse  summam  quatuor  quadra- 
torum  in  integris.  Und  ich  sehe  wohl , dass  ich  ohne  diese 
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Demonstration  nichts  pro  resolutione  numerorum  in  tres 
trigonales,  quinque  pentagonales,  sex  hexagonales,  etc.  aus- 
zurichten vermögend  hin;  und  weil  hier  alles  auf  numeros 
integros  ankommt,  so  können  die  formulae  universales,  als 
welche  auch  fractos  in  sich  schlicssen,  nicht  viel  helfen.  Die 
dcmonstrationem  pro  quadratis  habe  ich  aus  der  Betrachtung 
der  residuorum,  welche  post  divisionem  cujusquc  numeri 
per  quadratum  überbleiben,  hergeleitet;  allein  diese  Betrach- 
tung kann  bey  den  übrigen  numeris  polygonalibus  nicht  an- 
gewandt  wrerden,  dahero  ich  den  sichern  Schluss  mache, 
dass  Fermat  durch  ganz  andere  Speculationen  auf  seine 
theoreniata  geleitet  worden,  welche  vielleicht  aus  fleissiger 
Erwägung  seiner  Werke  zu  nrrathen  wären. 

Ich  liahc  neulich  einen  Einfall  gehabt  eine  sericm 

d -\~e-\~f  etc. 

daraus  zu  bestimmen,  wenn  die  producta  ex  binis  terminis 
contiguis  gegeben  sind,  als: 

Quaeratur  series  numerorum  a -4- 6-f-  c etc. 

certa  et  uniformi  lege  procedens,  ut  sit:  ab— 1,  bc~2, 
cd  — 3,  de—h,  ef—  5,  etc. 

Hieraus  ist  sogleich  klar,  dass  wenn  nur  ein  terminus 
bekannt  wäre,  die  übrigen  alle  daraus  bestimmt  werden. 
Also  aus  dem  ersten  a sind  die  folgenden: 

, l "2a  , 1.3  "lAa  - 1.3. 5 

b — — > cn—i  a - — > e — / — s-r — > etc. 

— a 1 2.n  1.3  J "lA.a 

Nun  folgt  ex  natura  serici,  dass  die  termini  infinitesimi  ein- 
ander gleich  scyn  müssen,  also  wenn  je  zwey  contigui  ein- 
ander gleich  gesetzt  werden,  so  müssen  folgende  valores 
der  Wahrheit  immer  näher  kommen: 

1.1  1.1.3 1. 1.3. 3 _ 1.1. 3.3. .5 

aa  — — — -j  j-  — i.i.k  — 2/1.4.4' 
also  wird  seyn 


etc. 
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aa : 


1.3 .3. 5. 5. 7. 7 .9. 9. 11. 11.  etc. 
3. 2. 4. 4. 6. G. 8. 8. 10. 10. 12.  etc. 

2 
jt 


in  inf. 


Diese  Expression  aber  ist  — — - (exist.  1:  n ~ diam. : periph.), 
folglich  wird  a~V—  • Dahero  ist  dieses  eine  scries  uni- 

D 71 

formi  lege  procedens: 

V-,  yi,  zv'—t  4 /i,  />,  etc. 

n 2 jt  2 2 1.3  nr 

Von  dieser  Serie: 


I — ac1  + x*  — a;9  -f-  x18  — -f  xss  — x 43  -f  etc. 

halte  ich  für  merkwürdig,  dass  wenn  man  setzt  x~  1 — y, 
diese  series  hcrauskommt: 

\ _j_  0 y -f-  0 j*  -f- 0 /*  -j-  Oy4  -f-  etc. 
nchmlich  dass  alle  potestates  ßnitae  ipsius  y evancsciren, 
welches  aber  bey  den  inßnilis  nicht  geschehen  kann,  indem 
die  summa  derselben  seriei  unmöglich  allzeit  seyn  kann  ~ 
Solches  mag  wohl  eintreffen  casu  ac~l;  aber  wenn  x ■<  I, 
so  ist  die  summa  gewiss  >|.  Allein  setze  ich  nur  x~ 
oder  y — j1,,  so  wird  die  Summ  = 0,V999492,  wofern  ich 
im  Rechnen  nicht  gefehlt. 

Euler. 
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LETTRE  CXXXIII. 


Euler  ä Goldbach. 

Soun  aikc.  Amendement  h la  lettre  pre'cldente.  Recherche  de  l’intlgrale  d’une 
dquation  differentielle  au  moyen  d’une  »econde  difftfrcntiatlon. 


Berlin  d.  17.  August  1750. 

Ich  kann  nicht  unterlassen  den  in  meinem  letzten  Schrei- 
ben begangnen  Rechnungsfehler  anzuzeigen,  dass  ich  die 
Stimm  der  dort  angeführten  seriei  kleiner  als  j befunden, 
welche  doch  wirklich  nach  wiederholter  Rechnung  grösser 
ist  als  |.  Ich  habe  seit  der  Zeit  verschiedene  Casus  mit  allem 
Fleiss  berechnet  von  dieser  scrie 

s~  1 — x‘-f  x * — x9-|-  xte — xls-|-  x*s — *49-j-  etc. 
und  befunden,  dass 

wenn  * = 0 so  ist  welches  für  sich  klar; 


X—  I 

99 

S—  0,56056210^0 

II 

WC  >3 

99 

s~  0,5063351 

*=« 

99 

s — 0,5029379861 

* — 1*5 

99 

0,5000591683 

99 

5 = 0,5000000005 

X—  1 

99 

s — 0,5. 
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Wenn  also  x nur  um  sehr  wenig  kleiner  ist  als  1 , nehmlirh 
X—  1 — o),  so  wird  die  summa  s um  etwas  fast  un merk- 
liches grosser  als  Denn  wenn  a — so  ist  j — ^io» 

und  wenn  inan  setzet  co  — - oder  x~—  > so  kann  man 

sicher  schliessen,  dass  der  Exccss  der  summac  s ühcr  nur 

ungefähr,  betragen  würde.  Ich  habe  aber  bisher  um- 
sonst einen  sichern  Weg  gesucht  um  die  Summe  dieser 
seriei  proxirne  in  numeris  zu  bestimmen,  wenn  a ein  sehr 

kleiner  Bruch  ist.  Denn  wenn  ich  setzen  wollte  « — 

oder  x~~>  so  müsste  ich  alle  terminos  seriei  auf  mehr 

als  100  Figuren  in  Decimalfractionen  berechnen,  weil  s~ 
0,5000000  etc.  und  die  Anzahl  der  nach  der  5 folgenden 
Nullen  sich  bis  auf  hundert  belaufen  würde.  Denn  unge- 

1 5 

fahr  wird  scyn  — röö’  Es  wäre  also  eine  Methode 

hoch  zu  schätzen,  vermittelst  welcher  man  im  Stande  wäre 
den  Werth  von  s proxirne  zu  bestimmen,  wenn  io  ein  sehr 
kleiner  Bruch  ist. 

Die  theoremata  Fcrmatiana  haben  mich  auf  die  Betrach- 
tung dieser  seriei 

s=:i  + **  + etc. 

gebracht,  als  in  welcher  keine  andere  potestates  ipsius  x 
Vorkommen  als  deren  exponentes  numeri  quadrati  sind. 
Nimmt  man  nun  das  Quadral  von  dieser  Serie: 

ss  — 1 2x  -j-  x 2x*  -j-  2xi-\-  etc. , 
so  enthält  diese  series  keine  andere  potestates  ipsius  x,  als 
deren  exponentes  summae  duorum  quadratorum  sind.  In 
der  serie  s*  werden  noch  nicht  alle  potestates  ipsius  x Vor- 
kommen , sondern  darin  noch  diese  x1,  xls,  ®M,  xls,  etc. 


Digitized  by  Google 


532 


fehlen.  Könnte  man  nun  beweisen,  dass  in  der  scrie  s*  gar 
alle  potestates  ipsius  x nothwendig  Vorkommen,  so  wäre  zu- 
gleich bewiesen,  dass  eine  solche  Zahl  summa  quatuor  qua- 
dratorum  pauciorumve  wäre. 

Ebenfalls  pro  resolutione  nnmerorum  in  tres  trianguläres 
müsste  man  beweisen,  dass  posito 

s — 1 -f-  x‘  -f-  x*-(-  xs-f-x10  -f-  ®u-j-x*1-j-  cte. 
die  daraus  entstehende  series  s 3 gar  alle  potestates  ipsius  x 
in  sich  fasse.  Und  pro  numeris  pentagonalibus  müsste  be- 
wiesen werden,  dass  posito  s~  i -j-x1-|-x5-(-x,14-x11-)-  etr, 
die  daher  entstehende  series  ss  gar  alle  potestates  ipsius  x 
in  sich  fasse,  etc.  In  diesen  seriebus  pro  s assumtis  habe 
ich  alle  coefticientes  gleich  1 gesetzt.  Der  Beweis  aber  wird 
einerley  seyn,  wenn  man  quosvis  coefticientes  afiirmativos 
annimmt,  und  es  käme  darauf  an,  solche  coefticientes  zu  er- 
wählen, dass  der  Beweis  erleichtert  würde.  Dieser  Weg 
däucht  mir  noch  der  natürlichste  zu  seyn,-  um  zum  Beweis 
der  theorematum  Fermatianorum  zu  gelangen. 

Ew.  werde  noch  ein  curieuses  paradoxon  in  analysi  iniini- 
torum  vorlegen,  welches  darin  bestehet,  dass  man  öfters  das 
integrale  van  einer  Differential -Aequation  linden  kann,  ohne 
dieselbe  zu  integriren,  indem  man  dieselbe  sogar  noch  weiter 
differentiirt,  ungeachtet  eine  solche  Operation  dem  Endzweck 
schnurstracks  entgegen  zu  seyn  scheinet.  Denn  wenn  man 
eine  aequationem  differentialen?  nochmals  differentiirt,  so  be- 
kommt man  ihr  differentiale,  oder  das  differentio- differen- 
tiale acquationis  integral is  quacsitac.  So  wunderbar  muss  es 
also  scheinen , dass  man  durch  eine  solche  Operation  die 
aequationem  integralem  selbst  bekommen  sollte.  Folgendes 
Excmpcl  wird  dieses  paradoxon  deutlich  an  den  Tag  legen. 
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Propysita  »it  haec  aeqiiatio  differcntialis 

ydx  — xdy  — aV  ( dx 1 4 1 ly*) , 
cujus  integrale  quaeratur. 

Ponatur  dy—pdx,  haec  aequatio  ahihit  in 

y — px—aY  (14 -PP), 
quae  (lenuo  differentiata  dat 


apdp 


dy  — p dx  — xdpzz.-., 

Atqui  cst  dy  — pdx  (per  hyp.)  ergo  — xd p ~ — ' aJ”lp 


0 +l'P) 


ideoque  liinc  habebitur  X—  — - Porro  ex  aequatione 

y px~a  V (14-pp)  fit  y~px-\-aV  (l-{-pp),  unde 


va- 


Iore  invento  pro  x substituto,  ohtinctur  y~—, — . Cum 

y( 1 +/'/') 

• . — ap 

jam  s»t  x — erit  — a«,  quae  est  aequatio 

integralis  quacsita,  atquc  per  diflcrentiationcm  eruta. 


E u 1 e r. 
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LETTRE  CXXXIV 


Goldbach  ä Euler. 


Som MAIRE.  R<*pnn»e  a la  lettre  pn*crfdcnte.  Observation  sur  les  norabres  rl- 
solubles  en  quatre  quamfs. 


St.  Petersburg  d.  3.  October  1750. 

Der  Rechnungslehler,  welchen  Ew.  selbst  in  Dero  Schreiben 
vermuthet  hatten,  ist  mir  alsofort  sehr  wahrscheinlich  vorge- 
koinmen;  es  hätte  mir  aber  viele  Mühe  gekostet  selbigen 
eigentlich  anzuzeigen,  wenn  solches  nicht  Ew.  seihst  in  Dero 
Brief  v.  17.  Aug.  gethan  hätten;  mir  werden  auch  diese  Sa- 
chen, seitdem  Ew.  von  hier  abgereiset  sind  und  ich  hierüber 
mit  keinem  Menschen  mehr  spreche,  noch  in  Büchern  etwas 
dergleichen  lese,  je  länger  je  fremder,  wie  ich  denn  den 
nexum  inter  aequationes  ydx — oedy  — ayidx1  -j-  dy1)  und 
x1  -(- y1  — a1  schwerlich  würde  entdecket  haben,  wenn  Ew. 
selbigen  nicht  so  deutlich  angezciget  hätten. 
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Aus  dem  theoremate  Fcrmatiano  folget  auch  dieses:  dass 
die  summa  radicum  quatuor  quadratoruin  imparium  allezeit“ 
seyn  kann  ± 2,  oder  dass  data  summa  quatuor  quadratoruin 
imparium,  die  quatuor  quadrata  so  angegeben  werden  können, 
dass  die  summa  radicum  — scy  ± 2.  Wenn  man  aber  auf 
eine  leichte  Art  beweisen  kann,  dass  die  summa  quatuor 
quadratoruin  imparium  auf  nachfolgende  vier  zu  reducircn 
ist:  ua  -j-  ßß  -f-  yy  -f-  (2  — « — ß — y)2,  so  ist  auch  leicht 
zu  beweisen,  dass  8m-{-  k allezeit  eine  summa  quatuor  qua- 
dratorum  imparium  ist. 

Gold  hach. 


Corr.  math.  e!  phys  T.  /. 


3V 


Digitized  by  Google 


536 


LETTRE  CXXXV. 

Euler  a Golubach. 

Summ  ai  re.  Thtforemes  de  it^reom^tne, 

Berlin  d.  14*  November  1750. 

Neulich  kam  mir  in  Sinn  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Cor  per,  welche  hedris  planis  cingeschlosscn  sind,  zu  be- 
stimmen, weil  kein  Zweifel  ist,  dass  sich  in  denselben  nicht 
eben  dergleichen  allgemeine  Eigenschaften  finden  sollten,  als 
in  den  figuris  planis  rcctilincis,  deren  Eigenschaften  darin 
bestehen,  dass  1.  in  einer  jeglichen  figura  plana  der  nu- 
merus  laterum  dem  numero  angulorum  gleich  ist,  hernach 
2.  dass  die  summa  angulorum  omnium  gleich  ist  bis  tot 
rectis  quot  sunt  latera,  demtis  quatuor.  Wie  aber  in  den 
figuris  planis  nur  latera  und  anguli  zu  betrachten  Vorkom- 
men, so  müssen  hei  den  Cörpem  mehr  Stücke  in  Betrach- 
tung gezogen  werden,  als 
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die  hedrae,  deren  Anzahl  sey  zz:  // : 
die  augttli  soliili , deren  Anzahl  seyzzzS; 
die  Fügungen,  wo  zwey  hedrae  serundum  latent  Zu- 
sammenkommen, so  ich  aus  Mangel  eines  reeipirten 
Worts,  acies  nenne,  deren  Anzahl  sey  — 4 ; 

IV.  d ie  latcra  singulartim  hedrarum , qiiormn  oinnium 
simul  sumtorum  numerus  sit  zz:  L; 

V.  die  anguli  plani  singularum  hedrarum , ipionim  oin- 
nium numerus  sit  ~ P. 

1.  Bei  diesen  fünf  Stücken  ist  nun  erstlieh  klar,  dass 
P—L,  weil  in  allen  hedris  der  numerus  angulorum  ~ ntt- 
ntero  latent  m. 

2.  Ist  auch  immer  A — j L,  oder  A~\P,  weil  immer 
zwey  latcra  diversarum  hedrarum  zusammenkominen,  um 
eine  aciem  zu  formiren. 

3.  Dahero  ist  der  numerus  laterum  seu  angulorum  pla- 
norttm  omnium  hedrarum  eorpus  includentium  allzeit  par. 

4.  Semper  est  vel  Z/Zz:3  II  vel  L^> 311  ) 

5.  Semper  est  vel  Pzz:3S  vel  P>35  ^ d*  °St  ’ 

Dieses  ist  klar,  weil  keine  hedra  aus  weniger  als  drey 

Seiten,  und  kein  angultis  solidtts  aus  weniger  als  drey  an- 
gttlis  planis  bestehen  kann.  Folgende  Proposition  aber  kann 
ich  nicht  recht  rigorose  demonstriren : 

6.  ln  omni  solido  hedris  planis  incluso  aggregatum  ex 
nuntero  hedrarum  ct  numero  angulorum  solidorum  binario 
superat  numerum  acierum , seu  est  H-\-S—A-\-2,  seu 
//  + S=l{L  + 2 — \P  + 2. 

7.  Impossibile  est  ut  sit  A -j-  6 > 3 II  vel  A -(-  6 > 3 S. 

8.  Impossibile  est  ut  sit  H-^-  k"^>2  S vel  S-f-k>2//. 

9.  Nullum  forntari  potest  solidtim,  cujus  ontnes  hedrae 
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sint  sex  pluriumve  laterum,  nec  cuju»  omne*  anguli  solidi 
ex  se x pluribusve  angulis  planis  sint  conflati. 

10.  Summa  omnium  angulorum  planorum,  qui  in  am- 
bitu  solidi  cujusque  occurrunt,  tot  angulis  rectis  aequatur 
quot  sunt  unitatcs  in  V A — ^ H. 

11.  Summa  omnium  angulorum  planorum  aequatur  qua- 
ter  tot  angulis  rectis,  quot  sunt  anguli  solidi,  demtis  octo, 
sou  cst  — V S — 8 rectis. 

Exemplo  sit  (Fig.  39)  prisma  trianguläre,  ubi  cst 

1.  numerus  hcdrarum  Hzz  5; 

2.  numerus  angulorum  solidorum  Szz6; 

3.  numerus  aeierum  (ab,  ac,  bc,  ad,  be,  cf,  de, 
df,  ef)  A = 9; 

k.  numerus  laterum  et  angulorum  planorum  LrzPrzl 8. 
Includitur  enim  corpus  duobus  triangulis  et  tribus 
quadrilateris,  undo  L:ziP~2.3-f-3.fczzt8.  Nun 
ist  nach  dem  theor.  610:  II  *S(1 1)  zz  A -)-  2(11). 
Ferner  summa  omnium  angulorum  planorum  (aus 
den  beiden  triangulis  zz  k rectis,  aus  den  drey  qua- 
drilatcris  zz  12  rectis)  crit  zz  16  rectis  zz  ¥ (/I — II) 
— zk  S — 8 rectis. 

Es  nimmt  mich  Wunder,  dass  diese  allgemeinen  pro- 
prictates  in  der  Stereometrie  noch  von  Niemand,  so  viel 
mir  bekannt,  sind  angemerkt  worden;  doch  viel  mehr  aber, 
dass  die  fürnchmsten  davon  als  theor.  6 et  theor.  11  so 
schwer  zu  beweisen  sind,  denn  ich  kann  dieselben  noch 
nicht  so  beweisen,  dass  ich  damit  zufrieden  bin. 

Um  die  Soliditäten)  eines  Cörpers  zu  bestimmen,  so  wollte 
ich  nach  Belieben  inners  desselben  ein  Punet  annehmen, 
und  daraus  nach  allen  angulis  solidis  grade  Linien  ziehen. 
Hierdurch  wird  der  Görper  in  lauter  Pyramiden  zertheilt. 
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deren  vertice»  im  angenommenen  Punct  sind  und  die  hedras 
zu  busilius  haben.  Welche  Pyramiden  nicht  trianguläres  sind, 
können  ferner  leicht  in  trianguläres  zerschnitten  werden. 
Alles  kommt  also  darauf  an,  dass  man  die  soliditatem  py- 
ramidis  triangularis  bestimmen  könne,  welches  also  ex  cog- 
nitis  lateribus  geschehen  kann: 

Sit  (Fig.  VO)  ABCD  pyramis  proposita,  in  qua  haheantur 
AB~a,  AC  — b,  BC  — c,  AD~d,  Bü  — e,  CD—  f, 
erit  hujus  pyramidis  soiiditas  ~ 

-\-aQff{bb-\-cc-\-dd-\-ee — aa  — ff)  — aabbcc 
-\-bbee  ( aa~\-cc-fdd-fjf — bb  — e e)  — aaddee 
-\-ccdd(aa-\-bb-\-ee  -|~ ff — ce — dd)  — bbdd  ff 

— cceeff 

Euler. 
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ÜO  LDH  ACIl  Ü El  LE  11. 


S o M M A I H K. 


Ettcorc  sur  b «l^coinposilion  de»  nombrcs  cn  <ju.il rc  quarrt». 


. St#  Petersburg  il.  Juni  1751. 

Ew.  bin  ich  für  die  mir  communicirtcn  schönen  theoremata 
von  den  Eigenschaften  der  Cörper,  welche  Jiedris  plan is  ein- 
jgeschlossen  sind,  sehr  verbunden:  ich  beklage  aber,  dass 
bey  mir  die- gehörige  Attention  zu  dergleichen  Betrachtungen 
je  langer  je  mehr,  und  zwar  per  seriem  valde  ad  nihiluiii 
convergentcm  wider  meinen  Millen  abnimmt,  ausser  dass 
ich  noch  bisweilen  an  das  theorema  Fermatianum  gedenke, 
wovon  ich  über  Vernuithen  nachfolgende  Casus,  darin  qua- 
tuor  quadrata  8 aequalia  fiunt  quatuor  quadratis,  bemer- 
ket. Sint  «,  ß,  d numeri  integri  pcrrnutahilcs  sive  aflir- 
mativi  sive  negativi,  crunt  na  -4-  ßß  -J-  yy  -4-  US  -f-  8 aequa- 
lia quatuor  quadratis  si  fuerit  S ~ 7 -|-  « -1-  -j-  y,  vcl  zz 
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2-f-a vel  —2ß  -\-2y-\-  3,  vcl  — — (casu 
quo  hic  numerus  fit  integer),  vel  ~ Z it -{-2 ß -\-2 y , vel  —ct, 
• vel  ^ 3 y 8,  in  welchen  allen  Fällen  die  quatuor  qua- 
drata  gar  leicht  angegeben  werden  können;  ingleichen  wenn 

A (3?9  + i)r  — "i  7(7  + <)(«.+/ ?+y) 

3 q q — 1q  — 1 

numero  integro,  ubi  ct  2 q sit  numerus  integer  quicunque- 
Ich  habe  schon  längst  in  den  Zeitungen  gelesen,  dass  der 
Herr  Philidor  sich  in  Berlin  bei  den  grösscsten  Schachspie- 
lern fürchterlich  gemacht,  woraus  ich  vermuthe,  dass  er  Ew. 
auch  nicht  unbekannt  seyn  wird. 

' Goldbach. 
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LETTRE  CXXXVII. 


Euler  a Goldbacii. 


Somn  Amt.  Suite  de&  recherclies  sur  la  d&oinposition  des  nombres.  Le  cdlebre 
joueur  aus  echecs  Philidor.  Nouveau  tutfiuoire  sur  Jupiter  et  Saturne. 


Berlin  d.  3.  Juli  1751. 

Ich  beklage  von  Herzen,  dass  bey  Ew.  die  Lust  zu  mathe- 
matischen Speculationen  ahzunelimen  beginnt,  woran  ohne 
Zweifel  der  Mangel  eines  vertrauten  Umgangs  über  der- 
gleichen Untersuchungen  grossen  Antheil  haben  wird.  Denn 
die  mir  gütigst  überseh ricbenen  Anmerkungen  über  das  theo- 
rema  Fermatianum  zeigen  nichts  weniger,  als  eine  Vermin- 
derung in  der  Kraft  dergleichen  Sachen  nachzudenken  an. 
Dieselben  haben  mir  Anlass  gegeben  diese  Bestimmung  all- 
gemeiner zu  machen  und  den  Werth  von  8 zu  bestimmen, 
dass  au-\-ßß-\-yy-\-S8-\-e  eine  summa  quatuor  quadra- 
torum  werde.  Setze  ich  nun 

ua  4-  ßß  + yy+88+czz(a— kx)%  4-  (/?— mx)1  4-  (y—  nx)*4-  (5  4-#)*, 
so  wird 


Digitized  by  Google 


5*3 


S — fcu  m/3  -f-  ny  — Jac  (Ä  A -f-mm  nn  + 1)  -f- 
Damit  nun  diese  Formul  in  ganzen  Zahlen  bestehe,  setze 
ich  e (kk  mm  nn  -j- 1)  ~ ab,  oder  ich  resolvire 
e(AA-|-mm-)-nn-|-l) 

in  zwey  factores,  die  entweder  beyde  grad  oder  bcyde  un-, 
grad  sind,  so  wird 

8 ~ A«4-  mß  4-  n y 4-  und  x — — • 

1,1  2 tt 


Ist  nun,  wie  bey  Ew.  e~8,  so  können  in  gcncre  die  vier 
quadrata,  deren  Summ  nz  äa  -j-  ßß  -\-  yy-\-  88  8,  ange- 

geben werden,  wenn  8~ka-\-mß-\-ny-\-f,  und  f so 
angenommen  wird,  dass  J — C — d,  existente 
2 (kk  -|-  mm  -f-  nn  -j-  1)  -cd-, 

und  da  wird  xzzz  — > oder  X — %• 

c d 


Für  A,  m und  n können  nun  Zahlen  nach  Belieben  an- 
genommen werden , da  immer  für  f ein,  zwei  oder  mehr 
taugliche  Wcrthe  herauskommen.  Als  setzt  man 


s=l,  m = 0,  n — 0,  so 
= 2,  m = 0,  n = 0, 

wird  cd — 4 undy — 0,  oder  f — 3;  8 — «-j- 

94  cd=  10  ,,  3,  „ y=  9;  # = 

= 3,  m — 0,  n = 0, 

w 

cd=10 

„ /=!,/= 

-8,f- 19;  8 — 3«-}- 

= 1,  m=  1,  n = 0, 

»9 

cd—  6 

»/=<,/= 

= 5;  «=  « + (34-.. 

=5  2,  m—  1,  n — 0. 

n 

cd—il 

» /=!,/= 

= 4,/=lli«  = 2a+  ß+. 

= 2,  m = 2,  n — 0. 

»> 

cd  — 18 

/=  3, 

7,  17;«  = 2«-l-2(3-}- . 

= 3,  m = 1 , n = 0, 

9» 

cd  = 71 

„ /=9, 

21;  » = 3a-f  3-f. 

= 3,  m = 2,  n = 0, 

9» 

cd=2tt 

•,  /=  3, 

12,  27;  «==3o-f2^4- 

o* 

3 

3 
9 

1 

8* 

19 

1 

5 

1 

4 
11 

3* 

7 

17 
9 
21 
' 3 
>12 
. 27 
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X = 3,  rn  5=  3,  n 0,  so  wird  c r/  = 38  und y*=  17,  37  j 


X = 1,  m = 1,  #|  — 1, 

M • 

cc 

II 

"Ö 

V» 

s 

II 

*3 

«J 

X =2,  nt  — l,n  = l. 

»» 

cd—  14 

* /=  5,13; 

A=  2,  m — 2,  n — t. 

»> 

ft 

II 

K9 

O 

„ /=  1,  6,19; 

k = 2,  m = 2,  n = 2, 

>9 

c</=  26 

„./=  11,25; 

X = 3,  m = l,  n = 1, 

»» 

c</=  24 

„ /=  2, 5,  10,23 

I 

CS 

II 
« 

II 

-<  ■ 

cd  = 30 

„ /=  1,  7,  13,  29 

« = 3a  + 3|J  + $ 

«=  «+  0 + 7+^ 
* = 2«  + /»+  y+\ 

8=2«+2(5+  7+^ 
8=2«  + 2/}+27+^ 
Ä = 3a+  ß+  7+^ 

8 = 3«  + 2l3  + 7 + 5 


X = 3,  m = 2,  n = 2, 


cd—  36  y> — ü,  5f9,  I6(35j  ^s=3ö-|*2|5^-27»^-<j 


h 

32 

2* 

7* 

5 

13 

1 

8 

19 

11 

25 

2 

5 

10 

23 

1 

7 

13 

29 

0* 

5 

9 

16 

35 


wo  ich  die  yon  Ew.  überschriebenen  Formeln  mit  einem  * 
bemerkt.  Man  kann  auch  f nach  Belieben  annehmen,  um 
daraus  k,  m und  n zu  bestimmen,  als,  wenn  seyn  soll  f—  0 
oder  ö— ku-\-mß-\-ny,  so  wird  czzzd,  folglich  cd  ein  Qua- 
drat. Dasselbe  scy  ~kpp,  so  wird  kk-\-mm-^-nn^.2pp — t. 
Hier  ist  klar,  dass  wenn  p ein  numerus  par,  2pp  — 1 un- 
möglich die  Summ  von  drey  Quadraten  seyn  kann;  also 
müssen  für  p nur  ungrade  Zahlen  genommen  werden,  da 
dann  für  k,  m,  n,  folgende  Werthe  herauskommen: 


1 = 1 

n 

49 

97 

161 

241 

* 

337 

X=  1 

4,3 

7,  6 

9,6 

12,11,10,9 

15,  14, 13,  12 

18,  16, 12 

m = 0 

. *.2 

Ö,  3 

4,6 

4,  6,  6,8 

4,  6,  6,  9 

3,  9,12 

n = 0 

0,2 

0,2 

0,5 

1,  2,  5,4 

0,  3,  6,  4 

2,  0,7 

Da  nun  solchergestalt,  wenn  «,  ß,  y gegeben  sind,  unend- 
lich vielerley  valorcs  für  h gefunden  werden  können,  nach- 
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dem  entweder  y oder  k,  m,  n nach  Belieben  angenommen 
wird,  und  auch  die  Zahlen  k,  m,  n und  f negative  genom- 
men werden  können,  so  wäre  nun  zu  beweisen,  dass  auf 
solche  Art  alle  mögliche  Zahlen  für  8 hcrauskommen;  und 
hieraus  würde  man  einen  sehr  schönen  Beweis  für  das  theo- 
rema  Fermatianum  erhalten,  welcher  gewiss  noch  zu  andern 
wichtigen  Entdeckungen  leiten  würde. 

Den  grossen  Schachspieler  Philidor  habe  ich  nicht  ge- 
sehen, weil  er  sieh  mchrentheils  in  Potsdam  aufhielt.  Kr 
soll  noch  ein  sehr  junger  Mensch  scyn,  führte  aber  eine 
Maitresse  mit  sich,  wegen  welcher  er  mit  einigen  Officiren 
in  Potsdam  Vcrdriesslickeiten  bekommen,  welche  ihn  genö- 
thiget  unvermuthet  wegzureisen;  sonsten  würde  ich  wohl 
Gelegenheit  gefunden  haben  mit  ihm  zu  spielen.  Er  hat 
aber  ein  Buch  vom  Schachspiel  in  England  drucken  lassen, 
welches  ich  habe,  und  darin  gewiss  sehr  schöne  Arten  zu 
spielen  enthalten  sind.  Seine  grösste  Stärke  bestehet  in  Ver- 
theidigung  und  guter  Führung  seiner  Bauern,  um  dieselben 
zu  Königinnen  zu  machen,  da  er  dann,  wenn  die  Anstalten 
dazu  gemacht,  piöcc  für  piöce  wegnimmt  um  seine  Absicht- 
zu  erreichen  und  dadurch  das  Spiel  zu  gewinnen. 

Seit  einiger  Zeit  habe  ich  mich  wiederum  mit  dem  Jupi- 
ter und  Saturnus  gequälet,  und  darüber  verschiedene  Sachen 
entdecket,  welche  mir  zu  einer  nähern  Erkenntniss  ihrer 
Bewegung  den  Weg  gebahnet.  W eil  dieses  w ieder  die  Preis- 
frage bey  der  Pariser  Akademie  auf  künftiges  Jahr  ist,  so 
habe  ich  darüber  eine  neue  Abhandlung  dahin  abgeschickt. 

Euler. 
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LETTRE  CXXXVIII 


Goldbacii  h Euler. 

So  m MAIRE«  Suite  de»  recherches  nuni<?rique»  prrfcddentes. 


St.  Petersburg  d.  17.  Juli  17&1. 

Von  der  acquationc 

3*  — j-  51  -J—  M*  -j-  8 zzz  uu  — ^2  zzz  tribus  qnadratis 
will  ich  nur  bemerken,  dass  u infinit ics  infinitis  modis  de- 
terminiret  werden  kann,  davon  ein  Casus  ist 

3»  _j_  51  4-  ( kpp  — 10 p 4-  7)1  -f-  8 = 

(hpp  - 10p  + 3)*  4 (kp  - 9)»  4(*p-  i)*i 

was  ich  aber  in  meinem  vorigen  Schreiben  von  dem  valore 
5 per  a,  ß,  y et  q expresso  erwähnet  habe,  verstehe  ich 
jetzo  selbst  nicht  mehr  und  zweifle  an  dessen  Richtigkeit, 
doch  ist  dieses  gewiss,  dass 

aa  + ß/3-\-yy  + ie-\-8  = 3>  + (i  - « 4 £)*  4 . 

(i-«+/)*  + 2u±jzJ2, 

si  q determinetur  per  hanc  acquationem 

^5  ~ (*  — «0  + («  + ß 4 Y)  <1  — 2s. 

G o 1 d b a e h. 
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Goldbacii  k Euler. 

Som  MAIRE.  M£mc  Sujet. 


St.  Petersburg  d 3.  August  1751. 

Ew.  sage  ich  schuldigsten  Dank  vor  die  Cominunication  der 
vielen  casuiiin  pro 

au  -\-  ßß  -(-  yy-^-88-\-  & — aa-\-bb-\-cc~\  dd. 

Es  ist  allerdings  wahr,  wie  Ew.  vermuthet,  dass  ich  ausser 
Deroselben  Niemand  habe,  mit  dem  ich  von  dergleichen  de- 
couvcrtes  schriftlich  oder  mündlich  conferiren  könnte.  Ich 
glaube,  man  kann  die  Sache  etwas  kürzer  fassen,  wenn  man 
nur  drey  quantitates  indeterminatas  annimmt  und 
ßß  -|-  yy  -f-  88-\-  8 — bb  -(-  cc-\-dd 
setzst,  denn  es  ist  gewiss,  dass  wenn  b in  einem  casu  be- 
kannt ist,  selbiges  auch  in  infiuitis  aliis  angegeben  werden 
kann,  wie  ich  in  meinem  letztem  Schreiben  angezeiget  habe, 
(woselbst  aber  unnöthig  2 p anstatt  p gesetzt  worden),  indem 
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es  leicht  zu  dcmonstriren  ist,  dass  alsdann  auch  seyn  wird 
ßß-\-yy+  (9+pu)*-\-  % — {b-\-puf  + (c-)-2«)*-f  (rf-f-2«;*, 
si  ponatur  u — (8  — b)  p — (c  -j-  d).  Ich  weis»  gar  wohl, 
dass  u noch  auf  unzählige  andere  Arten  determiniret  werden 
kann,  ich  bin  aber  ein  grosser  Liebhaber  von  solchen  for- 
mulis,  welche  an  sich  seihst  kurz,  und  auf  eine  leichte  Art 
immer  generaler  zu  machen  sind;  denn  wenn  z.  Ex.  alihie 
S + pu  — J,  b-\-pu—li,  c-)~2 u~C,  d-\-2u—D,  so 
entstehet  daraus  diese  aequatio  iniinitics  generalior 
ßß-\ -yy  + (J  + PUf  + *z=. 

( B 4-  P U)1  4-  (C  + 2 U)1  -\-{D  4-  2 17)*, 
wenn  P numerum  integrum  qiiemeunque  bedeutet  und 
U=(J—B)P  — (C+D) 

gesetzt  wird. 

Es  folget  auch  ex  theorematc  Fcrmatiano,  dass  8n4-  * 
allezeit  in  quatuor  quadrata  imparia,  quorum  summa  radi- 
cum  est  ~2,  aber  nicht  allezeit  in  quatuor  quadrata  imparia, 
quorum  summa  radicum  est  ~ 0,  resolvirt  werden  kann. 

Ferner  hat  auch  dieses  seine  Richtigkeit,  dass  eine  summa 
quatuor  quadratorum,  quorum  summa  radicum  est  — 0,  in 
tria  quadrata  rcsolviret  werden  kann,  ob  aber  quinque  qua- 
drata, quorum  summa  radicum  uz  0 , allezeit  in  quatuor  qua- 
drata die  man  angeben  kann , rcsolviret  werden  könne, 
weiss  ich  noch  nicht,  jedoch  gibt  es  unendlich  viele  casus, 
da  solches  angehet,  ohngcachtet  die  summa  radicum  nicht 
— 0 ist,  also  ist  z.  Ex. 

((2  -| - pp)  b — c — d — e)* 4-  (c  — 2 b)1  (d  — 2b)1  4~ 

(e  — 2 b) 1 4-  hppbb  — 

bis  quatuor  ((*  -j-  pp)  b — c — d — ej*  -(-  cc  4 dd 4~  ce. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXL. 


Euler  ä Goldbach. 


SokfMAiitE*  Meme  sujet.  Recherche  sar  le  nomhre  des  mani&res  dont  un  polygone 
peut  etre  partage  cn  trianglcs  par  des  diagonales. 


Berlin  d.  4.  September  i 751. 

So  gross  das  Vergnügen  auch  ist,  welches  ich  in  Betrach- 
tung der  Eigenschaften  der  Zahlen  finde,  so  wird  mir  doch 
diese  Materie,  wenn  ich  einige  Zeit  mit  ganz  andern  Unter- 
suchungen umgegangen,  so  fremd,  dass  ich  mich  sobald 
nicht  mehr  darin  finden  kann.  Also  konnte  ich  den  Grund 
des  schönen  theorematis,  dessen  Ew.  Meldung  tliun,  dass 
eine  summa  quatuor  quadratorum  aa  -f-  bb  -j-  ce  -f-  dd,  quo- 
rum  summa  radicum  a-{-6-|-c-}-fi?:rr0,  allzeit  in  drey 
quadrata  resolvirt  werden  könne,  sogleich  nicht  einsehen, 
da  doch  derselbe  ziemlich  offenbar,  indem 
aa-\-  bb  - J-  cc  -f-  dd ~ aa  -j-  bb  -f-  cc  -(-  (a  b -j-  c) a ~ 

(a  + A)>  + («  + e)*  + (*  + c)« 


Digitized  by  Google 


550 


Doch  lässt  sich  auf  gleiche  Weise  nicht  darthun,  dass  eine 
summa  quinque  quadratorum  aa  bb  -\-  cc  dd -f-  ee  in 
quatuor  quadrata  resolvirt  werden  könne,  so  oft  die  summa 
radicum  a-\-b-\-c-\-d-\-e~  0.  Allein  aus  dem  Vorigen 
erhellet,  dass  diese  Resolution  Statt  findet,  so  oft  die  fünf 
radices  a,  b,  c,  d,  e so  beschaffen  sind,  dass  vier  derselben 
zusammengenommen  nichts  werden,  welches  auf  so  vielerlcy 
Art  geschehen  kann,  da  es  erlaubt  ist  eine  jede  radicem 
sowohl  affirmative  als  negative  zu  nehmen,  dass  es  schwer 
scyn  würde  fünf  solche  Zahlen  anzuzeigen,  davon  nicht  vier 
zusammengenommen  auf  0 gebracht  werden  könnten.  Oder 
die  summa  quinque  quadratorum  aa  -j-  bb  cc  dd  -f-  ee 
lässt  sich  in  vier  quadrata  resolviren  in  folgenden  Fällen 
a . . b . . c . . d ~ 0 
a . . b . . c . . e — 0 

a . . b . . d . . e — 0 

a . . c . . d . . e — 0 

b , . c . . d . . e — 0 

wo  das  Zeichen  . . statt  it  gesetzt  ist.  Dahcro  jede  von 
diesen  fünf  Aequationen  acht  in  sich  scldiesst,  und  folglich 
vierzig  darin  enthalten  sind. 

Wenn  also  die  radices  a,  b , c,  d,  e alle  affirmative  ge- 
nommen werden,  und  unter  diesen  vierzig  Formuln  nur 
eine  enthalten  ist,  die  ~0,  so  kann  man  sicher  schliesscn, 
dass  die  summa  quinque  quadratorum 

aa  bb  -f-  cc  -|-  dd  -{-  ee 

sich  in  stimmam  quatuor  quadratorum  verwandeln  lasse. 

Dieses  folget  nun  aus  dem  einigen  Satze,  dass 
a a — J-  b b -j-  c c d d — - D D -j-  D , 

wenn  a -j-  b -j-  c -|-  d ~ 0.  Weil  nun  eine  summa  quatuor 
quadratorum  in  unendlich  viel  andern  Fällen  auch  in  drey 
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quadrnta  resolvirt  werden  kann , *o  können  daher  noch  un- 
endlich viel  mehr  Conditionen  angezeigt  werden,  unter  wel- 
chen summa  quinquo  quadratorum  in  quatuor  quadrata  re- 
solvirt werden  kann. 

So  oft  die  quatuor  quadrata  aa  4-  bb  -f-  cc  -f-  dd  so  be- 
schaffen , dass  a-\-b-\-c-\-d~  2,  so  ist 
aa  + bb+cc+dd  — (a  + b—  l)2  4-  (o-ce— 1)*  + (A-t-c  — 1)* +1 ; 
folglich  ist  aa  bb  -\-cc  -)-  dd — 1 in  drey  quadrata  reso 
lubel  Da  nun  8n-}-3  in  drey  quadrata  rcsolubcl,  wenn 
inan  setzt 

8n-|-3  = (ö  \-b-~  l)1  -f-  («  -j-  c — l)1  -}-  (6-f-c  — 1)*, 
so  wird  8n  V ~ua  -j-  bb  -j-  cc  -f-  dd  dergestalt,  dass 
a-t-6-J-c-)-^  — 2: 

und  dieses  ist  das  schöne  theorema,  welches  Ew.  aus  dem 
theoremate  Fermatiano  hergeleitet  haben. 

Ich  bin  neulich  auf  eine  Betrachtung  gefallen,  welche 
mir  nicht  wenig  merkwürdig  vorkam.  Dieselbe  betrifft,  auf 
wie  vielerley  Arten  ein  gegebenes  polygonum  durch  Diago- 
nallinien in  triangula  zerschnitten  werden  könne. 

Also  ein  quadrilaterum  abcd  kann  entweder  durch  die 
diagonalem  ac,  oder  durch  bd,  und  also  auf  zweyerley  Art 
in  zwey  triangula  resolvirt  werden. 

Ein  Fünfeck  abede  wird  durch  zwey  diagonales  in 
drey  triangula  getheilet,  und  solches  kann  auf  fünferley 
verschiedene  Arten  geschehen,  nehmlich  durch  die  diagonales 

I.  ac,  ad.  II.  bd,  be.  III.  ca,  ce.  IV.  db,  da,  V.  ec,  eb. 

Ferner  wird  ein  Sechseck  durch  drey  diagonales  in  vier 
triangula  zertheilet,  und  dieses  kann  auf  Ifc  verschiedene 
Arten  geschehen. 

Nun  ist  die  Frage  generaliter:  da  ein  polygonum  von  n 
Seiten  durch  n — 3 diagonales  in  n — • 2 triangula  zerschnit- 

Corr  math.  et  phi/r.  r i.  35 
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ten  wird,  auf  wie  vielerley  verschiedene  Arten  solches  ge- 
geliehen  könne.  Setze  ich  nun  die  Anzahl  dieser  verschiede- 
nen Arten  —x,  so  habe  ich  per  inductionem  gefunden 
wenn  n = 3,  V,  5,  6,  7,  8,  9 , 10 

so  ist  x~  1,2,  5,  IV,  V2,  132,  V29,  1V30. 
Hieraus  habe  ich  nun  den  Schluss  gemacht,  dass  generaliter  sey 


2.6.10.14.18.22 (4/1  — 10) 

— 2. 3. 4. 5. 6. 7. (n  — 1) 


oder  cs  ist 


/ — 2 o — i 6 

1 — v 2 - t.T» 


, 0 io 

o — 2 . — > 
4 


IV  — 5 


14 


1 H oo 

V2  ~ 1 V . — > 132  — V2.  y'j  dass  also  aus  einer  jeden  Zahl 

die  folgende  leicht  gefunden  wird.  Die  Induction  aber,  so 
ich  gebraucht,  war  ziemlich  mühsam,  doch  zweifle  ich  nicht, 
dass  diese  Sach  nicht  sollte  weit  leichter  entwickelt  werden 
können,  lieber  die  Progression  der  Zahlen  1,  2,  5,  IV, 
V2,  132,  etc.  habe  ich  auch  diese  Eigenschaft  angemerket, 
dass  1 -j-  2 o -j-  5 aa  1 V ai  -j-  V2  a4  -(-  132  as  -j-  etc.  := 

— • Also  wenn  a~— > so  ist 

2aa  4 

. 2 . Ä . 14  42  , , . 

i+4-+55+43-l-fi4-  etc V. 


Euler. 
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LETTRE  CXLI. 

Goldbach  ä Euler. 

S 0 m m a i b e.  Suite  des  recherclies  num^riques. 


St.  Petersburg  d.  16.  Oetobcr  1751. 

Aus  Ew.  werthem  Schreiben  vom  k.  Sept.  habe  ich  mit 
Vergnügen  die  leichte  legem  progressionis  von 
1 2 q -f-  5 aö  — )—  Ha3 etc. 

ersehen.  Wenn  mir  wäre  aufgegeben  worden  die  coefficien- 
tes  incognitos  b,  c,  d etc.  in  serie 

A 1 -j-  ba-j-caa  das  -\-  ea*  -f-  etc.  — - — — — 

zu  determiniren,  so  würde  ich  die  Solution  kaum  unter- 
nommen haben,  da  ich  aber  diese  coöffieientes  bereits  ex- 
primiret  gesehen,  so  habe  ich  zwey  Methoden  zur  Solution 

gefunden : t . Weil  aus  der  summa  - — 2,1  ~ A 

folget,  dass  1 -\- aA~  A* , oder  dass 
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in  se  multiplicata  ~ I seyn  muss,  so  wird 

1 a -|-  baa  -|-ca*  -J-  da*.... 

: a- j-  an-(-ftas-(-  ca4.... 

: \ baa bai  bba*  . . . . 

ca * -f-  ca*  .... 

| : : da* .... 

— A l-4-2a-(-5iio-l-  lk‘-f  42a4 

nehmlich  b — 2,  er;  5,  rfnl4  ctc.  2.  Wenn  in  der  Serie 
4 gesetzt  wird  a~u  — au,  so  wird  die  summa  scrici  in 

^ ; — E. . A 4-2«  4-  3««  4-  V«*  ctc.  und  die  series  A 
verwandelt  sich  in 

i 

: -|“  ba  — baa 

: : -f-  c«a-4-2c«*  -j-  c«4 

: i : -f  </«*-4-3J«4. .. 

• : : • 4-  e«4.  . . 

~ E ...  i |-2 « -f-  3««  4-4.«*  5«4... 

Gomparatis  singnlis  terminis  seriei  A transmutatae  cum  sin- 
gulis  seriei  E,  fit  b — 2,  c~  5,  d~  14,  etc. 

Ich  hatte  in  meinem  Brief  vom  15.  Juni  unter  andern 
auch  des  Casus  Erwähnung  gethan,  wenn  in  der  aequatione 

««  -j-  ßß-\-yy-\-SS-\-8  — quatuor  quadratis,  S ~ ^ ~ - 

numero  integro.  Selbigen  casum  haben  Ew.  in  Dero  Ant- 
wort mit  Stillschweigen  übergangen;  cs  sind  aber  die  qua- 
tuor quadrata  invenienda  in  solchem  Falle 
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Cia+^-r+e)1  ( (2a+2/5_r_6)*  ( (_a+2/3+2r)!  ( 

3*  ' 3 2 ' 3*  ' 

C2a-/J+2r)1 
3* 

und  der  valor  S kann  noch  generaler  angenommen  werden, 

wen  man  setzet  3 — — — — — — — numero  intecro,  und 

. l-|-2  qq  b 

■ ■ l — laa  — laß  {Inn—  l)jf 

zugleich  s ~ 1 j_^2~~~~  — — numero  mtegro,  qui- 

bus  positis  erunt 

aa  ßß+y  y-\-k  88+8  ~ (3+2)1  + (5— 2)*  + (8—  a+ß^+t  *. 
Hinc  sequitur  pro  qooennque  casu  ««-|-/3/^-^-yy-|-4-53-)-8 
assignari  posse  quatuor  quadrata  integra  si 

77  + 2(£-f  3)  ( u — S ) 

sit  numerus  quadratus,  ubi  a,  ß,  etc.  sunt  numeri  permu- 
tabiles  sive  affirmativi  sive  negativi. 

Imgleichen  positis  tribus  quadratis  imparibus 
o«  -|-  ßß  yy  — 8n  3 et  3 — (uu  — u — kn  — I), 
ubi  u sit  numerus  quicunque  integer,  erunt 

aa+ßß+yy-^kSS  + 8 — (3+2)N-(3-2)N-(3-«)V(3-H*-i)*. 

Unter  die  problemata,  zu  deren  Solution  es  an  einer  si- 
chern Methode  fehlet,  rechne  ich  auch  dieses:  Dcterminare 
numerum  e per  f et  constantes  hac  lege,  ut  2ee — ff  -f-  2 
fiat  quadratum.  Solulio : ponatur  e — 13*/  ± 239. 

Goldbach. 
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LETTRE 


CXLII. 


Euler  ä G oldbach. 


Sommaihk.  Mciuc  Sujet.  Reponse  a la  prrfc^dente. 


Berlin  d.  4.  December  175  i. 

Ew.  Schwierigkeit,  betreffend  die  Auswickelung  der  Formul 
* — "~~2aä~ — w'r<^  sogleich  gehoben,  wenn  man  die  For- 
mul Vn — — — haf  nach  gewöhnlicher  Art  in  eine 

seriem  verwandelt.  Denn  da 


|/(|  — ka)  — t — 


1 • 1 | n , ( ■ 1 • 3 . f . 

— -k2«1 k*a* 

2.4  2.4.6 


1.1. 3. 5 

2. 4. 6. 8 


•kV  — 


1.1. 3.5.7 
2.4.6.8.10 


w 


etc. 


oder  wenn  ein  jeder  coeffiriens  numericus  des  termini  ante- 
ccdentis,  die  potestatem  von  k mit  eingcschlos$cn,  durch  P 
angedeutet  wird,  so  wird 
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V(i— ka)=i—\ 2a—  -J-/V  — -Pa*  — ™Pa*—  “/V— etc. 
oder 

✓(1  — h a)  ~ I — 2 a — Pa2  — ~ Pa*  — ™ JV  — ^ Pa*  - ctc. 

folglich 

|/(l-Va)-i-2a-2.|öI-ä.^fls-2.^a*- 
„ 2.6.10.14  , 

2 ’ TIXT  a “ etc‘ 

Daliero  bekommt  man 

1 — 2a  — V(t  — 4a)  2 . 2.«  . 2.6.10  . 2.6.10.14  . , 

2aa = 7+2Tö°+  2.T7  flfl  + 1XÜ  “ +etC‘ 

wobey  merkwürdig  ist,  dass  alle  diese  Goefficienten  ganze 
Zahlen  werden , welches  zu  besondern  Betrachtungen  Anlass 
geben  kann. 

3 

Also  gibt  auch  V (1  — i )a)  eine  seriem,  deren  alle  Coef- 
ficienten ganze  Zahlen  werden,  nchmlich 

y(l  —9a)  ~ 1— 3a — *— 3 •—  as  — 3 • -- - ^ a*  — 

6. 15.24.35  s 


3 * ~ 2 ■ 3 ■ 4 ■ 5 ^ 


etc. 


und  generaliter  geschiehet  dieses 


{//.  % . (nn  — n)  , (««- n)(2n/i  — n)  „ 

y (1  — nna)  — i — na — n- — - — ar — n *- ^ a — 

(nn — n)(1nn  — n)(3nn — n)  , 

n . i -r- — a ' — etc. 

2.3.4 

Ew.  casus,  quo  — J—  — J-  ~ quatuorD,  nehm- 

lich  S — ^ — -*  hat  allerdings  etwas  Besonderes  an  sich, 

welches  ich  sogleich  nicht  bemerket,  und  noch  jetzt  nicht 
sehe,  wie  derselbe  in  den  von  mir  angeführten  Fällen  ent- 
halten ist.  Nun  sehe  ich  zwar,  dass  derselbe  hcrauskommt, 
wenn  von  den  gesuchten  k quadratis  zwey  dergestalt  an- 
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genommen  werden:  (3  + 2)*  + (5  — 2)*,  da  dann  noch  übrig 
ist  «*  + ß%  -(-  y1  — 31  in  zwey  quadrata  zu  resolvircn.  Setzt 
man  nun  dieselben  (3  + p)*  + (3  + q)1 , so  wird 

act  + ßß  -}-  y y — 3 53  + 2 (p  + q)  3 + pp  + qq 

und 

33  + p 4-  7—  V (3«a  + 3/5/C?  -f-  3yy  — 2 pp  — 2 qq~\-2pq). 
Es  sey  nun  ferner  /j  — y + m,  <7  — y+n,  so  wird 
33  -f-  2y  -(-  m 4-  n — 

V(yy  — 2 (m  -|-  n)  y -j-  3«a  + 3ßß  — 2 mm  — 2nn  + 2 mn). 
Damit  nun  dieses  radicale  gleich  werde 


V(yy  — 2 (m  + n)  y + (m  + n)1). 


oder 

3««  -j-  3/J/tf  = 3mm  + 3nn, 

so  darf  man  nur  setzen  m~a  und  n~ß,  und  bekommt 

fla+IJi-jy 


33  -f-  2 y + a -(-  ß ~ zt  ( y — a — ß)  oder  3 ~ — 


Wenn,  um  die  Saeh  generaler  zu  machen,  zwey  von  den 
gesuchten  vier  Quadraten  angenommen  werden 
{qS  -f-  2)*  -j-  (qS  — 2)*  — 2 qqSS  + 8, 


so  muss 

aa-\-ßß-\-yy-(2qq-i)SS  — 2 quadr.  =:  (3-f/)1 4-  (3  -fff)*, 
das  ist 

aa  + ßß- f yy~{2qq-\-  I)  33  + 2 (/+ g)  3 + ff  \ gg, 
oder 


2 (77  + *)  ^ +/+  8 — 

V(?fg  -2 qq(/f-\-  gg)  -f  [2qq  + I ) (aa  4-  ßß  + y y(). 

Nun  sey  ferner  +~  un<^  8 — |+“T7’  80  kommt  eine 

weitläufige  Formul  heraus,  welche  ich’  nicht  der  Mühe  werth 
achte  zu  entwickeln,  weil  ich  nun  sehe,  dass  daraus  Ew. 
zweyte  Formuln  nicht  entspringen.  Es  scheint  aber,  dass 
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unendlich  viel  dergleichen  Operationen  angestellt  werden 
können,  welche  immer  andere  Formuln  hervorbringen : und 
deswegen  können  unendlich  viel  Relationen  zwischen  den 
Buchstaben  «,  ß,  y,  8 angegeben  werden,  damit 
au  ßß  -(-  yy  -f-  88  8 

in  vier  quadrata  resolvirt  werden  könne.  Da  nun  dies  ohne 
einige  Restriction  wahr  ist,  so  sehe  ich  nicht,  was  derglei- 
chen Determinationen  zur  gesuchten  Demonstration  beytragen 
könnten.  Ich  habe  rigorosissime  bewiesen,  dass  wenn  A' 
ein  numerus  integer  ist,  allezeit  seyn  müsse 

N—A2  + ß2  + C2  + D2, 

wo  aber  A,  ß,  C,  D sowohl  numeros  fractos  als  integros 
andeuten.  Es  wäre  also  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  wenn 
quatuor  quadrata  fracta  eine  summam  integram  haben,  die- 
selbe Summ  sich  auch  nothwendig  in  quatuor  (vel  pauciora) 
quadrata  integra  müsse  zerlegen  lassen.  Ich  kann  nun  wohl 

beweisen-,  dass  wenn  — ' + — ~ iV  numero  integro , auch 

qq  1 II  ° 

seyn  müsse  N~aa-\-bb  in  integris;  allein  jenen  Beweis 
kann  ich  nicht  auf  gleiche  Art  bewerkstelligen. 

Wenn  2ee — ff  A-  2 ein  Quadrat  seyn  soll,  und  dazu 
e gesucht  wird,  ohne  darauf  zu  sehen,  ob  e ein  numerus 
fractus  oder  integer  wird,  so  habe  ich  diese  solutionein 
generalem  gefunden: 

(mm  — 2mn-\-2n mm  — 

2nn  — mm 

wo  man  für  m und  n numeros  quoscunque  annehmen  kann. 

Will  man  aber  nur  die  valores  integros  für  e haben, 
damit  2ee  — ff  -f-  2 ein  Quadrat  werde,  so  dienen  dazu 
folgende  formulae  in  infinitum: 
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e ~ J ± I 

e — 5/  ± 7 

e — 29/  ± M 

c = 169/  ± 239 

e = 985/  ± 1393 
e — 57 kif  ± 8119 
etc. 

Die  lex  progressionis  ist  diese,  dass  wenn  zwey  derglei- 
chen formulac  se  immediate  insequentes  sind 
e ~ M j ± m 
e = N/±  n 
die  folgende  seyn  muss 

e — (67V — 3f)/lt  (6u  — m). 

Inzwischen  kann  man  doch  alle  diese  Formuln  durch  eine 
einige  Gencralformul  ausdrücken:  Sit  q numerus  impar  qui- 
cunque,  dico  fore 

_ (V'“2  + 1)9  -f  (VI  - 1)9  , . ((VI  + 1)9  _ (VI  - 1)9\ 
e — 2V2  ' — V 2 ) 

und  es  ist  auch  gewiss,  dass  alle  Fälle,  in  welchen  e durch 
ganze  Zahlen  ausgedrückt  werden  kann,  in  diesen  Formuln 
enthalten  sind.  Gleichergestalt,  wenn 

(, bb  ± 1)  ee  4;  haaff  ± kcc  ( bb  ± 1) 

ein  Quadrat  seyn  soll,  so  ist: 

(V(bb±i)-{-b)1  -\-(V(bb±^i)  — b)1  r 

^ v(66^1)  ‘ 

( '(V(bb±  i)  + bf  — (Y  (bb  ± 1 ) — *)’)  c; 

also  in  diesem  Fall  Zee-\-ff—  3zz:  quadrato,  wird 

_ (/3-f  2)9  + (F3  - 2y/  f_^_  ((>/34-2l9-(F3-2)9) 

e — -2yj  J — V 

Eule  r. 
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LETTRE  CXLIII. 

Goldbach  a Euler. 

Soumaike.  Mcme  sujet.  Question  de  syntaxe  de  la  langue  fran^aise. 

St.  Petersburg  d.  0.  Mai  1752. 

Ew.  Dissertation  de  summis  divisorum,  welche  Sie  an  die 
hiesige  Akad.  der  Wiss.  übersandt  haben,  ist  mir  von  dem 
Hm.  Prof.  Grischow  communiciret  worden.  Ich  befinde  mich 
jetzo  nicht  im  Stande  davon  pro  dignitate  zu  urtheilen, 
allein  Dero  bekannte  Einsicht  in  dergleichen  Sachen,  lasset 
mich  an  der  Richtigkeit  alles  dessen,  was  in  bemeldter  Dis- 
sertation enthalten  ist,  nicht  zweifeln.  Insonderheit  habe 
ich  mit  Vergnügen  gesehen,  dass  in  den  numcris  1,  2,  5,  7, 
12,  15,  22,  etc.  eine  so  schöne  Ordnung  von  Ew.  bemerkt 
worden,  und  glaube  gänzlich,  dass  es  series  gibt,  aus  deren 
mehr  als  hundert  terminis  consequentibus  die  lex  progres 
sionis,  ob  sie  gleich  an  sich  selbst  kurz  und  leicht  ist. 
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dennoch  nicht  zu  ersehen  seyn  wird,  als  z.  Ex.  sit  series 

1 5 3 4 5«  ; 

a ... i,  1,  5,  7 , 1,23,  43,  etc. 
cujus  progressio  haec  est,  ut  dato  termino  quoeunque  A et 
exponento  termini  n,  fiat  A±Y(2. 3” — 2ÄA)  — terinino 
proxime  scqucnti  B,  sumendo  signum  -f-  vel — , ita  ut  B non 
fiat  divisihilis  per  3,  ex  quo  scquitur  seriem  u habere  sororem 

12  3 4 5 C 7 

ß...  \,  2,  1,  4,  11,  10,  13,  etc. 
ita  comparatam , ut  duplum  quadrati  termini,  cujus  cxponens 
est  n in  Serie  ß,  additum  ad  quadratum  termini,  cujus  expo- 
nens  est  idem  n in  seric  «,  det  3",  unde  simul  apparet  legem 
progressionis  seriei  ß esse  A ± V (3”  — 2 A A)  ~ B,  su- 
mendo  vel  — , ita  ut  ß non  fiat  divisihilis  per  3. 

Sit  ex.  gr.  n — 4,  crit  terminus  huic  exponenti  respon- 
dens  in  seric  «,  7,  quadratum  ejus  49,  et  duplum  quadrati 
termini  huic  exponenti  respondentis  in  seric  ß erit  2.41  ergo 
7l+2.4*=3*  = 81. 

Similiter  quadratum  termini,  cujus  exponens  est  5 in  serie 
u,  est  1*,  duplum  quadrati  termini  respondentis  exponenti  5 in 
serie  ß,  est  =;  2. 11*,  ergo  1 -|-2.111~3S=:243  et  ita  porro. 
Hinc  patet  solutio  problematis:  Dividerc  numerum  3”+1  in 
tria  quadrata,  quorum  nonnisi  duo  sint  acqualia. 

Ich  habe  auch  observiret,  dass  □ + □ + □ — 

* 6 

oder  dass  in  der  Aequation 

a» -}-  c*  = /,2+2  ql +3rt 

datis  a,b,c,  integris,  die  numeri  p,q,r  allezeit  per  inte- 
gros  exprimiret  werden  können. 

Goldbach. 

P.S.  Dass  ein  jeder  numerus  (2mmj-l)"  in  drey  qua- 
drata, quorum  duo  sunt  acqualia,  resolviret  werden  kann. 
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ist  gar  leicht  auf  folgende  Art  zu  demonstriren : Sit 
(2 mm  -f  - i)n  — pp  2 mmqq , 


erit 


(2mm4-l)”+1  ~ (p  ±2  nirnq)2  -\-2mm(pzfzq)J', 
nun  aber  ist  die  propositio  antecedens  wahr  in  casu  n — 1 
(denn  es  wird  p~qzzL  1),  also  ist  auch  die  propositio  con- 
sequens  wahr,  weil  auf  gleiche.  Art  aus  jedem  casu  der 
proxime  sequens  demonstriret  werden  kann. 


(Fe  u i 1 1 e t a u n e x 6). 

Der  l*.  Bonheurs  saget  an  einem  Orte:  Comme  ces  mes-# 
sieurs  m’ont  reprochc  plusieurs  fois  que  je  lisois  ce  que  je 
ne  devrois  point  lire,  je  me  suis  attachc  plus  que  jamais  k 
la  lecture  du  Nouveau  Testament. 

Hierüber  hat  ein  gewisser  Antor  nachfolgende  critiquc 
gemacht:  „Je  ne  devrois“  cst  lä  unc  faute  de  temps,  il 
falloit  avoir  mis:  ,,qüc  je  lisois  ce  que  je  ne  devois  point 
lire,“  antrement  il  faudra  supposer  que  cet  auteur  lit  encore 
les  livres  qu’on  lui  a reprochc  de  lire. 

Ich  ^nöchte  gern  wissen,  ob  diese  critiquc,  die  sehr 
subtile  ist,  von  M.  Achard  oder  von  M.  Formey  vor  rich- 
tig erkannt  wird,  im  Fall  Ew.  Gelegenheit  hätten  sich  dar- 
über zu  informiren. 
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LETTRE  CXLIV. 


Ellkk  a Gold bach 

Summa  IRC.  Meine  sujct.  Questiou  de  »yntaxe  de  la  lettre  pr^cddente.  Integration* 
et  th^orcme  de  la  glomltrie  des  courbes. 


Berlin  d.  30.  Mai  1 752. 


Die  scries 

1 t 1 < 1 « 7 

I,  1,  5,  7,  I,  23,  W,  etc., 

von  welcher  Ew.  diese  schöne  Eigenschaft  angemerket,  dass 
lf—  Azt  l/(2.3" — 2Ä1),  ist  dem  ersten  Anblick  nach  so  irre- 
gulär , dass  sie  nach  keinem  gewissen  Gesetz  fortzugelien 
scheinet.  Weil  aber  die  bemerkte  Eigenschaft  Statt  findet, 
die  termini  mögen  affirmative  genommen  werden  oder 
negative,  so  kann  man  denselben  solche  signa  vorsetzen, 
dass  eine  sehr  regelmässige  scries  herauskomme,  nchmlich: 

12346  6 T 9 8 n N+l  n+t 

— t + 1 4-  5 -f-  7 — t — 2 3 — k 3 — 1 7 + 2 1 5 e t c . -f  P + (t  -f  R 
als  welche  recurrens  ist  von  der  Eigenschaft,  dass  R~2Q  — 3P. 
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Folglich  ist  kr:»ft  der  Natur  dieser  serieruni 

v — -o  + y-w'-v-y  - V‘ 

2 

und 

- (i  -f  y - 2)n+‘  - (i  -v  -2)"+' 

V 2 

folglirli  2 . 3”  ~ Q2  — 2 P ()  -f"  ^ P 1 und  also 

Q—  /»+  V(2.3"  — 2 P). 

Eine  gleiche  Beschaffenheit  hat  es  mit  der  andern  serie  sorore, 
welche  mit  den  gehörigen  signis  diese  Form  bekommt 

123456  7 n fH-1  rt-4-2 

+ 1 +2  + t — V — 11  — 10  + 13  etc.  p + q + r, 
da  auch  r~2q- — -3 p,  und  also 

P — «nd  q—p  + V(r~2pp). 

Was  aher  die  schöne  V ewandtschaft  dieser  beyden  serierum 
anlangt,  so  habe  icb  überhaupt  gefunden,  wenn  man  zwey 
solche  series  hat 


a . 


ß. 


(°)  (*)  (*)  i2'  («) 

. 1,  a,  aa  — b,  a*  — 3 ab,  a'  — Gaab  + bb, 


(a  + Y -b)n?P(a-V -b)n  _ 

2 


(»)  'i1  <*)  „ W , 

.0,  I,  2a,  3aa  — b. 


= X 
ka*  — \ab. 


(a+Y-b)n-\a-Y -b)n  _ y 
-lY-b  — 1 

welche  beyde  recurrentes  sind  von  der  Natur,  dass 
C — 2a B — (aa-\-b)  A, 

wenn  nehmlich  A,  B,  C tres  termini  successivi  sind,  so  ist 
immer  XX-\-  bYY ~{aa-\-b)n . Setzt  man  nun  a~i,  bzz.2, 
so  kommen  Ew.  beyde  series  heraus. 

Dero  Anmerkung,  dass  allezeit 

aa  + bb+cc=pp+?”±^r. 
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beruhet  auf  diesem  Grund,  dass  p~2a  -\- b — e,  qzzza — b-\-c, 
und  r~  b -f-  c.  Dieselbe  hat  mir  aber  Anlass  gegeben  zu 
suchen,  in  welchen  Fallen  es  möglich  sey,  dass 
an  4-  bb  -4-  ec  ~ /pp  -\-gqq  hrr. 

Zu  diesem  Ende  setze  ich 

p ~ an  -f-  ßb  + yc,  q — 8a~\~fb Zc , r ~ t/a  -(-  <9  b -(-  ic , 
und  da  muss  folgenden  sechs  Aequationen  ein  Genüge  ge- 
leistet werden: 

f(tu-\-gS8-\-  hr)Tj~  t;  fßß  + g(t  -/  hf>&—  I; 

faß^-gbt  4-  ht)9=  0;  fu  y + g5£-f  h q / —0: 

fyy-\-gZZ  + hu  — 1; 

ftly  + gzS  — 

deren  Resolution  nicht  wenig  Mühe  kostet.  Ich  habe  die- 
selbe folgendergestall  herausgebracht:  Für  ß , y,  t,  Z,  kann 
man  annehmen,  was  man  will,  und  ausser  denselben  noch 
nach  Belieben  die  Zahlen  m und  n,  so  wird 


ct  = ~(ßt-\-y^)’,  8=z  — -^;  fj  — mn  (yt  — ßZ)‘, 


fr  — mmy  -\-  nnZ(ße  y£)\  i— i — mmß  — nn« [ßt  -f-  yZ): 


und  ferner  J — 


und  h — ■ - • 

m m n n 


m m 

7Hm(/30-j-n)-4'nn(0t+)'S)*  ’ 

Also  ist  aa-\-bb-\-cc  — 


mm  +««(f'+U) 
3/7/>  + 14 


VI 


wenn 


p — 3 a 2b  — c 

q ~ a — b c 
r ~ — a-j-(iA-|-5c. 

Dernleichen  theoremata  können  also  unendlich  viel  aus  die- 
sen  Generalformuln  herausgebracht  werden. 


Wegen  der  überschriebenen  passage  des  P.  Bouhours 
habe  ich  erstlich  den  Hrn.  De  Maupertuis  als  un  des  qua- 
rantc  de  1’Academie  francaise  befraget,  %velcher,  nachdem 
er  dieselbe  nebst  der  critique  etlichemal  überlesen,  gesagt. 
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dass  er  ohne  einiges  Bedenken  sich  sowohl  des  devrois  als 
des  dewis  bedienen  würde,  und  fügte  hinzu:  „il  est  plaisant 
qu'on  a critique  le  Pöre  Bouhours  sur  ce  mot.“ 

M.  Achard  lässt  Ew.  wegen  des  in  ihn  gesetzten  guten  Zu- 
trauens sein  gehorsamstes  Complimcnt  vermelden,  und  nach- 
dem er  die  Sache  wohl  erwogen,  so  vermeint  er,  dass 
devrois  besser  scy ; doch  will  er  das  devois  nicht  verwerfen. 

Ich  habe  darüber  auch  den  Ilrn.  Beguelin,  Hofmeister 
bey  dem  Prinz  Friedrich  von  Prcusscn,  welcher  für  unge- 
mein stark  in  der  französischen  Sprache  gehalten  wird,  be- 
fraget, und  dieser  approbirt  die  critique  vollkommen. 

M.  de  Maupcrtuis  hatte  wohl  noch  diesen  Einfall,  dass 
man  untersuchen  müsste , oh  man  auf  Latein  sagen  soll 
„quos  legere  non  debebam“  oder  „non  deberem“,  und  die 
Decision  im  Lateinischen,  welche  weder  er  noch  ich  zu  ge- 
hen uns  getraueten,  würde  auch  im  Französischen  gelten. 
Hieraus  werden  also  Ew.t  selbst  die  Sache  am  besten  de- 
cidiren. 

Mir  kommt  des  Ilrn.  Beguclin’s  Entscheidung  deswegen 
am  gründlichsten  vor,  weil  er  die  Pteguln  der  französischen 
Sprache  mit  allem  Flciss  studirt  hat,  welche  M.  de  Manperlitis 
und  Achard  nur  ex  usu  wissen,  und  beyde  sagen  mir,  dass 
sie  oft  der  Sache  einen  andern  tour  gehen  müssen,  weil  sie 
in  Zweifel  stehen,  ob  gewisse  Expressionen,  die  sie  brauchen 
wollten,  recht  sind  oder  nicht. 

Neulich  hin  ich  auf  curieuse  Integrationen  verfallen.  Denn 
gleich  wie  von  dieser  Acquation  ^ das  in- 

tegrale ist  yy  -\-xx  — cc  -f-  2xy  V (1  — cc),  also  ist  von  dieser 
Aequation  .tfx  . — das  integrale : 

yy  -j-  xx  — cc  -f-  2 xy  V (1  — c‘)  - — ccxxyy. 

Corr.  Math,  rt  vhys.  T.  i.  36 
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Ferner  ist  von  dieser  \cuuation  .■  — ■ das 

1 V(l—  r5)  K(1  — j 3) 


tegrale: 

acx+jj-)~cc;ra:7V— fcc-  Vref.T-f-.y)  + ‘2 xy — 2c xy  (■»•-(-  >■). 

Au*  solchen  Formuln  habe  ich  folgendes  theorema  her- 
geleitet  (Fig.  VI): 

In  quadrante  clliptieo  -ICK,  si  ad  punctum  cpiodvis 
M ducatur  langen*  TNT.  altori  axi  CB  oeeurrens  in  T, 
caque  eapiatur  TT— CA,  et  ex  T ipsi  CB  agatur 
parallela  V N\  itemque  ex  eentro  C in  tangentem  per- 
pendieulum  CP,  dieo  fore  difterentiam  areuuin  BM  et 
AN  rcctificahilem , si  ilieet  BM — AN—  M P. 


Dieses  Jahr  habe  ich  wieder  den  auf  den  Saturnum  ge 
setzten  Preis,  welcher  doppelt  war,  nemlich  von  5000  ft, 
allein  erhalten. 


Euler. 
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LETTRE  CXLV. 


Euler  ä Golob«cii. 

Sommaife.  IWvcloppciuen!  ultlricur  du  lli<5oreinp  de  glomtffrie  pn*ccdent  Opi 
nion  de  Formey  nur  la  question  de  $yntaxe 


Berlin  d,  3.  Juni  1752, 

Seil  dem  vorigen  Posttag  hat  mir  auch  M.  Formey  seine 
Meynung  über  die  gemeldtc  Stelle  des  P.  Bouhours  zuge- 
gesehickt,  welche  also  Ew.  nicht  habe  ermangeln  wollen  zu- 
zustellen. 

Die  Eigenschaft  der  cllipsis,  dass  darin  zwey  arcus,  deren 
diflferentia  rcctificahilis  ist,  können  angegeben  werden,  schei- 
net um  so  viel  mehr  merkwürdig  zu  scyn,  da  bisher  die 
arcus  elliptici  auf  keinerley  Art  haben  unter  sich  verglichen 
werden  können.  Seitdem  habe  ich  aber  angemerkt , dass 
wenn  man  das  problema  umgekehrt  vorträgt  und  diejenige 
krumme  Linie  sucht,  welcher  die  gedachte  Eigenschaft  zu- 
kommt, die  Solution  durch  die  gewöhnlichen  Methoden  ge- 
funden werden  kann. 
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Quacratur  sciliret  ^Fig.  ^1)  curva  1 MB  lmjus  indolis,  ut 
ducta  in  quovis  puncto  .1/  langen  tr  TMP,  axi  CB  in  T oc- 
rurrentc,  indeque  sitmta  TP~CA,  si  ex  Fad  axem  CA 
perpcndicularis  agatur  V Nq  cnrvam  in  N secans,  differt*ntia 

arrunm  BM  et  A N fiat  rectificabilis,  sciliret  — c9z^J.. 

b 

So/utio.  Pro  puncto  M sit  absrissa  CQ~x.  arcus  BM~s: 
pro  puncto  autcm  N sit  absrissa  Cq~X  et  arcus  B1\'~S, 
et  ob  curvae  continuitatcm  relatio  intcr  \ ct  S similis  cs«’ 
dcbel  rciationi  intcr  x ct  s.  Ponatur  totus  arcus  AM  B~.4, 
erit  arcus  AA  ~A — S,  idcoque  oportet  sit 

BM—  AA'—s  - A-\-S—‘ 
bincquc  diflercntiando  ds-\-tlS~ 


x X 

T’ 

» Xdx-\~xd  X 


Deinde  quia 


Tf'  — C i~a  est  tangens  curvae  in  M,  crit 


adx 


ds  : dx  — TV:  Cq~a:  X,  ergo  ds~  — — 

(jum  autcm  puncta  M ct  N sint  intcr  sc  pcrmutabilia  ob 
curvae  continuitatcm,  crit  pari  modo  dS — sieque  ha- 

bebitur  ds  -)-  dS  — -f-  At  invenimus 


ds  -}-  dS: 


Xdx- [-xd  X 


> unde  fit 


ad. r 


adX Xdx-\-xd  X 


b ' A + '~i~  ~ h 

scu  ab(xdx-\-XdX)~Xx{Xdx-\-xdX\,  quae  aequatio 
integrata  dat  nb(xx-\-XX)  — X Xxx  Az  c*,  idcoque 


AA  — 


abxx -4-C*  -+-c * — abxx  . „ y/c4 — <*bxx 


xx  — ab 


ab  — xx 


ct  A: 


ab  — xx 


Consequenter 


ds: 


ad r a IxV (,ab — .t .r) 

3T 


V(c*  —abxx') 

Sit  applicata  QM~y,  ob  dy~V(ds* — dx *)  crit 

_ dxV{ti*b — aaxx  — c'-j-n/'-rr) 


Jy 


V (c4  — abxx) 
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Cum  nunc  constans  c pro  lubitu  accipi  queat.  dantur  in 
finitac  curvae  problemati  satisfacicnlcs,  inter  qua»  crit  curva 

algebraica,  »i  c4~a ib,  quo  casu  fit  dy  — > 

et  integrando  y—VQ-^^{aa — xx),  quae  cst  acquatio 

pro  ellipsi,  existente  CA  — a et  CB~aV  — - "■ ; bineque 
«* 

b~  — — jTßi'  Ita  vieissirn  cllipsis  proprielas  ante  memorata 


hinc  colligitur.  Scilieet  sumta  tangente  TMV —CA , 
punctum  N dcfinitur,  erit 


BM—AN— 


CQ.Cti(CA*  — CBl) 
CA3  ’ 


linde 


cujus  expressionis  valor  reducitur  ad  portioncm  tangentis 
inter  punctum  M et  pcrpcndiculum  ex  C in  eam  dimissum 
interceptam. 


Killer. 


(Rillet  <le  Formey  annexc  ä ccttc  lettre). 

La  critique  qui  concernc  le  1\  Boubours  ne  paroit  point 
fondee,  et  son  expression  est  grammaticalc,  aussi  bien  quc 
convenable  ä ce  qu’il  vcut  exprimer.  Je  devois  n’aurait  pas 
exprimc  une  simple  convehance,  mais  une  Obligation  ctroite. 
Or  ce  n’est  que  par  raison  de  eonvcnancc  quc  le  1*.  Boubours 
auroit  dii  ne  pas  trop  s’enfoncer  dans  !a  lccture  des  autcurs 
profanes.  Et  sa  facon  de  parier  suppose  qu’il  les  lisoit  bien 
encore,  mais  moins  qu’auparavant.  Dans  le  cas  oü  il  y 
auroit  tout  ä fait  rcnonce,  t’expression  propre  seroit:  „ce 
quc  je  n’aurois  pas  du  lire.“  Berlin  ce  30  mai  1752. 

Former. 
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LETTRE 


CXLV1. 


Goldbach  ä Eci.er. 

S o m d a i k i Ktfpomc  mix  dcux  teures  prlc^dentcs.  Forniulcs  de  Matipci  lui» 
pnui  le>  lois  du  raouvement. 


Sans  dal«  (juillet  1752?) 

Ew.  beyde  mir  sehr  angenehme  Schreiben  vom  30.  Mai 
und  3 Juni  habe  ich  allhio  d.  10.  und  1 k.  ejusd.  wohl 
erhalten.  Mas  die  von  Ew.  angeführte  seriös  betrifft,  deren 
progressioncs  ich  durch  gewisse  formulas  determiniret  hatte, 
sehe  ich  mit  Vergnügen,  dass  Sie  selbigen  auch  die  termi- 
nos  generales  bestimmt  haben.  Ich  erinnere  mich  hiebey, 
dass  ich  schon  ehemals  mündlich  gegen  Ew.  erwähnet,  dass 
alle  quantitates  finitae,  tarn  rationales  quam  quovis  modo 

irrationales,  durch  die  einige  seriem  -jj-»  -r>  etc.  expri- 

miret  werden  konnten,  und  die  gan/.e  Kunst  nur  darauf  an- 
konunen  würde,  wie  die  Abwechselungen  der  signoruin 
f et  — zu  determiniren  sind  Solchergestalt  ist  z.  Ex. 
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die  signa 
terminis, 
nehtnlich 


I 


-y+I-T  + i-]l+ete.= 


1 1 _l  2 i 1 _ 1 _ 1 i 1 i 1_l  etc  . 

h f,  ' 8 T JO  12  l'l  ' 10  ' 18  ' ’ 

und  — werden  allliic  so  abgewechsclt,  dass  in 

qui  loci»  iinparibus  exstant,  die  signa  allcrniren, 


i t . i i , i 

T ~ T + lü  “ n + Ts  ~ ctc- 
in  terminis  vero,  qui  locis  paribus  exstant,  eadem  signa 
oecurrunt,  quibus  dupla  cor  um  aflecta  sunt;  also  hat  der 
terminu»  — das  signum  -f-,  weil  da»  »igniun  -}  hat;  ^ 

hat  das  signum  — , weil  das  signum  — hat  etc. 


Was  übrigen»  Ew.  von  den  zwev  sc-ricbus,  allwo 
X X+bYY  — (aa  -f  b," , 

imgleichen  von 

□ -f-  D-f  □ =/□  4-ÄD 
melden,  zeiget  alles  von  der  grossen  K ertigki  rit,  welche  Sie, 
für  unzähligen  Andern,  erlanget  haben,  dergleichen  calculos 
einzusehen  und  unendlich  generaler  zu  machen. 

Ich  habe  vorher  nicht  gewusst , auch  vielleicht  niemals 
daran  gedacht,  ob  es  möglich  sey , den  quadrantem  ellipsis 
in  aliquot  partes  aequalcs  zu  theilcn.  Aus  demjenigen  aber, 
was  Ew.  in  Dero  Schreiben  anführen,  lasst  sich  leicht  schlies- 
sen  1.  dass  cs  zwar  möglich,  diesen  quadrantem  in  zwev 
gleiche  Theile  zu  theilcn,  wenn  PM—  0 genommen  wird, 
aber  2.  schlechterdings  unmöglich  sey , den  quadrantem  in 
mehrere  partes  aliquotas  zu  theilcn,  ohne  zugleich  eine  par- 
tem  assignabilcm  hujus  quadrantis  zu  rcctiiiciren.  Denn  es 
sey  nach  Ew.  Figur  (Fig.  4t)  iXzz.BE  eine  pars  aliquota 
quaccunquc  totius  quadrantis,  so  wird  der  arm» 

EM  — BM  - BE  — rer  tue  l‘M. 
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Von  den  inlegralibus  aequationis 


tlx 


*( I - *")  ~ V 0 -y”) 

möchte  ich  wissen,  o!>  Ew.  nur  allein  die  Casus  n~  2, 
n — 3,  n — h entdecket,  oder  ob  Sie  deren  noch  mehr 
in  potestate  haben  ? Sonst  ist  mir  zwar  die  integralis  von 

-’v;  -<ixtR  — — C^~  bekannt,  ich  mag  aber  dieselbe  nicht 

V(1—  x”)  /(i  — yf)  o 

hersetzen,  weil  ich  besorge,  sie  möchte  Ew.  gar  zu  einfäl- 
tig Vorkommen.  Hingegen  gestehe  ich  gern,  dass  ich  auch 
selbige  jetzo  nicht  hätte  finden  können,  wenn  ich  sic  nicht 
schon  langst  in  einem  Buche  annotirt  hätte. 

Zu  dem  ahermal  erhaltenen  Preise  aus  Paris  gratulire 
ich  von  Herzen.  Die  erste  Nachricht  davon  bekam  ich  aus 
der  französischen  Zeitung,  allein  das  eigentliche  quantum 
des  praemii  war  mir  entfallen.  Dafern  Ew.  ein  Exemplar 
von  der  pifece  an  1 In.  Prof.  Grischow  schicken  möchten, 
werde  mir  selbiges  auf  einige  Tage  ausbitten. 

Was  endlich  die  über  eine  gewisse  expression  des 
P.  Bouhours  entstandene  difficulte  betrifft,  habe  ich  grosse 
Lrsacb  Ew.  zu  danken,  dass  Sie  darüber  die  eclaireisscmens 
von  vier  so  berühmten  Männern  mir  communicircn  wollen, 
bedaurc  aber  auch  zugleich,  dass  Ihnen  dadurch  mehrere 
Mühe,  als  ich  gedacht  hatte,  verursachet  worden.  Indessen 
balle  ich  gänzlich  dafür,  dass  wenn  die  difficulte  von  denen 
Quarantc  selbst  hätte  decidircl  werden  sollen,  die  sentimens 
nicht  weniger  partagiret  gewesen  seyn  würden , so  dass  man 
bey  dieser  Gelegenheit  eben  das  sagen  könnte,  was  der  P. 
Bouhours  in  der  Suite  des  remarques  nou veiles  gesaget  hat: 
„J'ai  consulte  sur  celte  queslion  de  fort  habiles  gens,  et  j'ai  etc 
surpris  de  voir  que  Icurs  sentimens  ne  s aceordeul  point,“ 
worin  er  aber  wiederum,  nach  der  Meynung  desselben 
Critici,  einen  Fehler  begangen,  indem  er  hätte  sagen  sollen. 
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„ne  s'accordoient  point“.  Und  auf  diese  Weise  sollte  es 
fast  das  Ansehen  gewinnen,  dass  die  Quarante-,  welche  in 
ihrer  Observation  über  die  Remarque  201  de  Vaugelas  ge- 
sagt haben:  „On  a decidc  d une  voix  qu’il  faut  dirc “ . . . 
vielmehr  hätten  sagen  sollen:  „qu’il  falloit  dire  etc." 

V7on  M.  Achard,  welchen  unter  den  vier  Gelehrten,  de- 
ren Ew.  Erwähnung  gethan  haben,  nur  allein  persönlich 
kenne,  bin  ich  ein  alter  adinirateur.  Ich  habe  denselben 
schon  vor  27  Jahren  mit  ungemeinem  Vergnügen  gehöret, 
und  erinnere  mich  noch  eigentlich  zweyer  Predigten,  deren 
eine  von  der  medisante,  die  andere  von  der  dritten  Bitte 
im  Vater- unser  handelte. 

Wenn  Ew.  mir  die  zvvey  oder  dfey  kurze  formulas,  wo- 
durch die  leges  molus  von  dem  Herrn  de  Maupcrtuis  ex-  ' 
primiret  werden,  und  wie  selbige  von  den  formulis  Leib- 
nitianis  unterschieden  sind,  eommuniciren  oder  auch  nur 
melden  wollten,  ob  sie  den  erstem  gänzlich  beypflichten, 
würden  Sie  mich  obligiren;  ich  weiss  wohl,  dass  diese  for- 
mulac  in  einem  gewissen  tomo  der  Miscellaneorum  befindlich 
sind,  woselbst  ich  sie  auch  im  Durchblättern  gesehen;  ich 
erinnere  mich  aber  nicht  mehr,  von  wem  ich  damals  den- 
selben tomum  bekommen  hatte. 

Goldbach. 


* 
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Eulkr  ä Goldbacm. 


So  M MAIRE.  Meine  sujcl  IWponsc  a In  |>r<?r.ddcntr. 


••f 


Uerlin  d.  5 August  1752. 

Ich  erinnere  mich  noch  ganz  wohl  von  Ew.  gehört  zu  ha- 
ben, dass  alle  mögliche  Zahlen  durch  die  seriein 

i l 1 t , 

— • — • — • iitf 

3 4 5 6 

ausgedrückt  werden  können,  wofern  nur  statt  der  Puncte 
die  gehörigen  Zeichen  oder  — gesetzt  werden.  Ew.  hat- 
ten mir  auch  einige  solche  series  eröffnet,  und  wo  ich  nicht 
irre,  so  befand  sich  darunter  auch  die  letzt  überschnellen« 

t — — 4-J 

1 3^6  2 ' 9 


etc.  “ 

1 i J _l.i_i_l_J._JL 

1 ' 4 6 ' 8 ' 10  12 

Da  nun  jene  series  ~ wenn  a die  poripheriam  circuli. 


Setr‘ 
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dessen  diameter  ~ I , andeutel , so  isl 

T 1.1  t 


T — T + T 


■ i i t 

i — — I — ete. 

6 T 8 10  12  14 


ete. 


und  folglich 

* — , i i ± 1 ± 

2 1 3 ' 4 ' 5 6 7 ' 

welche  scrieni  ich  auch  in  meiner  Introductionc  in  Analvsin 
pag.  2M  angebracht.  Daselbst  befinden  sieh  noch  viel  an- 
dere serics  von  dieser  Art.  als 

” _ , i 1,1.1  i i l . i i . . 

6 1 — 2 ~ T+  T+  5 T — T 8 +'T~m+et''' 

ubi  binarius  habet  signum  — , nunieri  primi  formac  kn — I 
signum  — , et  nunieri  primi  formac  kn  -|-  1 signum  n"- 
meris  autem  compositis  id  signum  convenit,  quod  iis  ratione 

multiplieationis  ex  primis  eompetit.  also  ^ ob  2.2.3. 5 
hat  das  Zeichen  — . — . — . -|-  ~ — . Ferner  ist 


+ Y + J T — i+T+T+T+T“  To 


etc. 


ubi  binarius  habet  signum  nunieri  primi  formac  kn  — t 
signum  -j-,  et  nunieri  primi  forniae  kn  -f- 1 signum  — . 
Kerner  ist  • 


3 fr 


= 1 + 2 + 3+  4'+T+6'  + T+8+tr+^^"ll 

i 1 1 , 1 , • 

12  13  ^ 14  C ' ' 

ubi  binarius  habet  signum  nunieri  primi  'in-  I signum 
-J-,  nunieri  primi  A- n -(-  1 , e^epto  quinario,  signum  — . 
Alle  dergleichen  serics  folgen  aus  diesen  beiden  Kormuln, 
i\o  die  factores  nach  den  numeris  primis  forlgchen: 

i 


1 " — 

2 ~ (!-!)(*+*)  0 -»(l+WO+AH» -*)*»•■ 

||  * . — . 

' 3 — (i+i)(i-iKi  + l)(i-i)(‘-.’iK1+i,s)ctc- 
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als  aus  welchen  unendlich  viel  andere  hcrgcleitet  werden 
können. 


Als  multiplicctur  prima  per  j- - ~ 2 , erit 


7r : 


l 


' (1  - ix«  - i)(i  - i)(«  + 0(1 +A)(>  -*)«*• 

el  resulutionc  in  scriem  facta 

) 

_ - . 1 . t , t , 1 , 1 1 1,1.1  1 

71  — *■+■  2 +T  + 4 +T  + «'  + '9+10“  riet0- 

uhi  2 habet  signum  numeri  primi  formac  in — i,  ex- 
ccptu  ternario,  signum  — , numeri  primi  Vn  1 signum 

Hernach  , da  0 = (i +00+ 0 (‘  +D  (‘  +0  (‘+ A>  (‘ + A>  eU"  ’ 
können  auch  unendlich  viel  series  ~ 0 gemacht  werden,  als 

0 ~ I j — 4"^'^  — -A  -|_  .1 T e*c'  u^*  0,nnt’8  numeri 

primi  habent  signum  — . 

Noch  mehr,  als  in  meinem  Briefe  befindlich,  können  auch 

noch  aus  den  daselbst  gegebenen  Formuln  gefunden  werden, 

1 1 & 1 

3,8  03  375  — (1+0(1 +0(1- Oll  +*)(!  -^)  etc.  ’ 

primi  6 n — 1 habent  numeri  primi  6/1-4-1  sign. 

'•  13 

Multiplicetur  per  - — erit 
^ 1 * 


ubi  numeri 


2V3  — (t + i)  (1  - 0 ( v+o  (I  - 0 (1  - AK»  - i's)  *'c- 
und  also 

— | _ L_i±  4.  JL  _L  1_  i _|__L 

2^3  — 2 ' 3 T 4 5 6 ' 7 8 ' 9 ' 10  11 


, 1 , 1 1 * 

+ F2  + 55- i4etc- 


ubi  2 habet  — ; 3,  -j-;  6n  — I,  — ; et  6n  1 , ~K 

Vermittelst  dieser  Metliodc  aber  kann  ich  keine  andere 
series  von  dieser  Art  hcrausbringen , als  deren  summac  ent- 
weder ~0,  oder  a quadratura  circuli  pendent. 
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Von  den  integralibus  acquationis  ~ — — - — kann 

ich  keine  andere  angeben,  als  die  Fälle  n~  2,  n — 3, 
n — ’v  mul  n — 6.  Wenn  ich  diesen  letzten  Fall  Ew.  zu  bc 
richten  vergessen  habe,  so  ist  von  dieser  aequatione  diffe 

reut  iah  die  aequatio  intcgralis 

' x*  + v4  - *cx4y4  -|-  kccxxyy  (x®  -|-  yy)  — 2xxyy  -f 
2 c (xx  -f  yy)  -f  ec  — 0, 

wo  c die  eonstantem  andeutet,  so  durch  die  Integration 
dazugekommen , und  nach  Belieben  angenommen  werden 
kann,  so  dass  dieses  integrale  completum  ist. 

Die  Integration  dieser  Aequation  -f  1 dx  — -ZZl  rfy  föHt 

° 1 l-x")  — ^(1  —yP)  ,d,u 

auch  nicht  sogleich  in  die  Augen,  wie  Ew.  scheinen  zu  sa- 
gen: allein,-  da  ein  jedes  Glied  für  sich  intcgrabel  ist  per 
logarithmos,  so  kann  davon  eine  aequatio  intcgralis  alge- 
braica  gegeben  werden,  welcher  Umstand  sieh  bey  obigen 

Formuln  nicht  befindet,  da  weder  dx- - ■ , noch  — — — , 

F(l-ar3)  F(l-:r‘)’ 

noch  x 


y()  _ xi)  ullo  modo  sive  per  circulum,  sive  logarithmos 

integrirt  werden  kann ; dahero  um  so  viel  merkwürdiger  ist, 
dass  doch  für  jene  aequationes  differentiales,  acquationcs  in- 
tegrales algebraicac  angegeben  werden  können.  Für  Ew. 
Formuln  aber,  wenn  ich  setze  y(i — x”)~v,  so  wird 

_n , , ndx  — Ivdv  , dx  1 dv 

x i—vv  xV(l  — x’')  n l—w 

und  integrando 

f <lx  . 1 -f  e i J H-F(l  — xn ) 

JxV{\  —x")  n I — v nt—  F(1  — .r")“ 

Ebenfalls  ist 

r dy  - 1 . l-j-F(|_W^ 

/ , 77k  / • — .7: -JT  -f-  (iOnst. 

, , , .•Srni  —yi  p t-v(i-y’) 

folglich 
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welche*  die  intcgratio  rompleta  ist  von  dieser  aequatione 
diflercntiali  -fr — — 

»I|  - r")  1(1  —yF) 

Es  ist  noch  sehr  zweifelhaft,  oh  ich  von  meiner  pitVe 
über  den  Saturnum  aus  Paris  cxcmplaria  bekommen  werde; 
denn  bisher  habe  ich  keine  erhalten . und  es  ist  so  schwer 


dergleichen  Sachen  von  Paris  zu  bekommen,  dass  auch  ein 
Buch,  so  M.  Bouguer  mir  zum  Präsent  geschickt,  unter 
Wegs  verloren  gegangen.  Sollte  ich  aber  bekommen  kön- 
nen, so  werde  nicht  ermangeln  damit  Ew.  aufzuwarten. 


Als  ich  letztens  bey  M.  de  Maupcrtuis  speiset e,  so  habe 
ich  die  von  Ew.  angeführten  Passagen  auf  die  Bahn  gebracht- 
Die  Meinung  fiel  dahin  aus,  dass  grammaticalitcr  sowohl  das 
Praesens  als  Imperfectum  recht  sev,  allein  der  Sinn  sev  un- 
terschieden. Also  scy  es  recht:  „On  a decide  d’une  voix 
qu'il  faut  dirc...“  weil  man  nicht  nur  so  hätte  sagen  sol 
len,  sondern  auch  immer  so  sagen  soll.  Stünde  aber  „qu'il 
falloit  dire“,  so  würde  solches  nicht  mehr  anzeigen,  als 
dass  man  bey  dem  vorgelegten  Fall  allein  so  halte  reden 
sollen,  und  würde  also  nicht  als  ein  beständiges  Gesetz  an- 
gesehen werden  können. 

Was  Ew.  wegen  der  von  VI.  de  Maupcrtuis  gegebenen 
Formuln  über  die  lege*  inotus  zu  fragen  belieben,  wird 
ohne  Zweifel  diejenigen  antreffen , wodurch  er  die  regulas 
eommunicationis  inotus  in  conflictu  corporum  tarn  clasticorum 
quam  non  clasticorum  bestimmt:  weil  dieselben  mit  den 
schon  längst  bekannten  vollkommen  einerley  sind,  so  kom- 
men sie  auch  mit  den  Lcibnizianis  überein.  Was  aber  das 


principium  selbst  anlanget,  woraus  der  H,  v.  Maupertuis 
diese  regulas  hergcleitct,  solches  ist  allerdings  vollkommen 
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neu.  Denn  ungeachtet  man  schon  vorlängst  behauptet,  dass 
die  Natur  via  facillima  würke,  so  hat  doch  weder  Leibniz 
noch  Jemand  anders  gezeigt,  welches  eigentlich  diejenige 
Qdantität  sey,  welche  in  den  operationibus  naturae  ein  mi- 
ninium  ist.  M.  de  Maupcrtuis  nennet  diese’  Quantität  die 
quantitatem  actionis,  und  bestimmt  dieselbe  durch  das  Pro- 
duct aus  der  massa,  der  Geschwindigkeit  und  d#m  spatio, 
und  leitet  daraus  nicht  nur  die  regulas  motiis,  sondern  an- 
dere Sachen  gar  schön  her.  Ich  hatte  auch  schon  längst  ge- 
wiesen, dass  in  molihus  corporum  cocleslium  immer  die 
Formul  fMvds  ein  minimum  sey,  wo  M die  inassam,  v die 
eeleritatem  und  ds  das  spatiolum  percursum  andeutet.  Also 
ist  Mvds  die  quantitas  actionis  elcmcntaris  und  /Mvds  die 
totalis,  welche  folglich  nach  M.  de  Maupcrtuis  ein  minimum 
seyn  muss. 

Eule  r. 
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LETTRE  CXLVII1. 


/ 

Goldbacii  ä Riilkr. 


Sou  u a l R f.  Meines  fttijcls.  inslieim  el  le  I*.  Mersenne  sin-  les  nnmlire» 

p.irf.iils 


St.  Petersburg  il.  7.  Ort  ober  1752 
2 2,2  2 


Meine  Demonstration,  «lass  — — — -f-  y — - -(-  cte.  ~ 

4 + 1-1+  4+4-4-4+4  + ct<- 

ist  ein  rasns  partirnlaris  von  dieser  propositione  generali 

i ..  . 

a hi  b \a  ' ' c ’lb  d 


1+4+4+«“'-- 


II  ••  — | -r-\ cte. 

<i  b c d ' e 

snnt  enim  serici  A termini  impares  ~ et  ejusdeni  seriei 
4 termini  parcs  et  termini  impares  simul  sumti  nempe 
-+  - — A,  ergo  A — II.  Rs  sind  zwar  allhic  in  der  scrie 
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ß die  signa  -(-et  — alternantia  angenommen  worden , cs 
können  aber  auch,  wenn  nur  die  summa  ipsius  B finita  ist, 
alle  termini  affinnativ i oder  quaeunque  lege  Variante*  an- 
genommen werden;  wenn  man  also  die  Condition,  dass  in 
der  serie  A die  termini  eontinuo  decresciren  sollen  (non 
attenta  variatione  signorurn  -j-  et  — ) hey  Seite  setzet,  so 
kann  eine  jede  series  B in  A verwandelt  werden:  hingegen 
sehe  ich  nicht,  wie  eine  einzige  von  denen,  welche  Ew.  ge- 
funden haben,  hieraus  dcduciret  werden  könne;  dass  aber 
alle  solche  series  entweder  ~0  sind,  oder  von  der  quadra- 
tura  circuli  dependiren,  halte  ich  vor  eine  merkwürdige 
Observation. 


Was  Ew.  von  den  casibus  integrahilibus  aequationis 


dx  dy 

Tu-x")  — Vli-y1) 

melden,  wird  ohne  Zweifel  nur  von  denen  zu  verstehen 
seyn,  wo  n ein  numerus  integer  ist,  denn  dass  jede  aequatio 

dx  ady 

Ti  i — i » 

V (1 — x"*-m  ) v ( 1 — ym~ t"1) 

posito  m numero  integro  affirmativo,  integrabilis  sey,  scheinet 
mir  ganz  gewiss  zu  seyn.  In  denen  von  Ew.  angegebenen 
casibus  aber,  wo  n~  2,  vel  3,  vel  vel  6,  finde  ich,  dass 
zwar  die  valorcs  von  y etwas  verworren  aussehen,  wenn 
man  die  constantem  gencratim  durch  c exprimiret,  weil  sich 
alsdann  allezeit  quantitates  irrationales  mit  einmischen;  setzet 
man  aber  c — — 1 , so  wird 

pro  casu  n~ 2,  yy — I — xx\  pro  casu  n~  3,  yy  — — ■ _ 4 ■■ 


, 1 —XX 

n—k,  yy— 


n— fi,  yy— 


Corr.  rnath.  et  phys.  T.  I. 
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woraus  man  sichet,  dass  alle  diese  casus  in  der  formula 

a x4  b x3  -(-  c x x -)-  e x -\-  f 
' 1 x -J-  rx3-\-sx* 

begriffen  sind;  so  dass,  wenn  Jemand  noch  mehrere  casus 
suchen  wollte,  derselbe  sehr  wohl  thun  würde,  wenn  er 
gleich  anfangs  die  constantem  c — — 1 sctzetc. 

Hiebcy  liegt  ein  Zettel  von  Dero  eignen  Iland,  worauf  Sie 
schon  vor  vielen  Jahren  aus  der  acquatione  xx-\-yy — I — 0, 
diese  xx — i~2 cy-j-cc  deduciret;  ich  zweifle  aber,  ob 
xdx -\- y dy~  dy  V (xx yy — 1)  gesetzt  werden  könne, 
wenn  gleich  beydes  ex  hypotbesi  ~0  ist;  denn  sonst  würde 
auch  folgen,  dass  positis  .V  et  Y pro  functionibus  quihiis- 
cunque  ipsarum  x et  y,  xdx-\-ydy~XYdyV [xx-\-yy — 1) 
seyn  könnte. 

Als  ich  vor  wenigen  Tagen  einige  tomos  Commentario- 
rum  tarn  antiqnorum  quam  novorum  von  der  Akad.  der 
Wiss.  zum  Präsent  bekam , hat  sich  mir,  sobald  ich  den 
toinum  11  der  letztem  erölfnet,  des  Hm.  VVinsheim’s  Dis- 
sertatio  de  numeris  perfectis  praesentiret,  woselbst  er  p.  77 
die  von  Ew.  angegebenen  numeros  pcrfcctos,  absonderlich 
aber  den  neunten,  cum  salutari  clausula  „donec  contrarium 
fuerit  probatum “ annimmt;  ich  zweifle  aber,  ob  Ew.  das 
schöne  excerptum,  so  er  aus  dem  Mersenno  anführct,  schon 
gelesen  haben,  welches  meines  Erachtens  sehr  lcscnswürdi^ 
ist.  Ob  die  cogitata  Mcrsenni  oder  des  Eeuneschlos  para- 
doxa  eher  bekannt  gemacht  worden,  ist  mir  zwar  unbe- 
kannt, ich  sehe  aber,  dass  sic  beyde  sich  in  Betrachtung 
der  noch  rückständigen  10  oder  11  numerorum  perfcctorum, 
einer  gleich  lautenden  Expression  bedienet.  „Qui  unde- 
cim  alios  invenerit  — sagt  Mcrscnnus  — noverit  sc  ana- 
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lysim  omncm , qua«  fuerit  hactenus,  superasse“,  er  halt 
alter  doch  die  Erfindung  derselben  nicht  unmöglich;  und 
Leuncschlos  sagt  paradoxo  et  V7 : „Vastissiina  et  infinita 
numerorum  inidtitudo  capit  duntaxat  decein  numeros  per- 
feetos; qui  decem  alios  invcncrit,  noverit  se  analysin  om- 
nem,  quac  fuerit  hactenus,  superasse“,  welcher  Zusatz  aber 
überflüssig  ist,  wenn,  nach  des  autoris  Vorgehen,  nur  10 
nunteri  perfeeti  in  rerum  natura  sind. 

Gold  I)  a e h . 
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LETTRE  CXLIX. 


Euler  ä Goldbach. 


S o m m a 1 H K.  Recherche.1»  nur  les  nombres  premier*.  Rlpons«  a la  pr&ldente. 


Berlin  d.  28.  October  1762. 

_ t ^ 2 2 2 

Ew.  Methode  eine  jede  *eriem  — - etc.  >n 

eine  andere,  als  ~ -f  -i-  -f-  ^ -f  -L  _ ~ etc.  zu  ver- 
wandeln, erinnere  ich  mich  noch  sehr  wohl,  und  es  können 
allerdings  durch  Hülfe  derselben  solche  Verwandelungcn  ge- 
funden werden,  die  sich  aus  der  von  mir  gebrauchten  Methode, 
als  welche  nur  auf  eine  gewisse  Art  von  Zahlen  einge- 
schränkt ist,  nicht  herleiten.  Hingegen  gibt  auch  meine  Me- 
thode solche  seriös,  welche  mit  jener  keine  Gemeinschaft 
haben.  Da  meine  Methode  nur  eine  gewisse  Art  von  Varia- 
tion in  den  signis  in  sich  schliesst,  so  folgt  daher,  dass  die 
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Summ  aller  daraus  entspringenden  serierum  entweder  0 ist, 
oder  a circuli  quadratura  dependirt.  Wenn  ich  aber  im  Stande 
wäre  andere  variationes  signorum  anzubringen,  so  zweifle 
ich  nicht,  dass  nicht  quaclibet  quantitas  pro  summa  heraus- 
gebracht werden  könnte. 


Da  die  numeri  primi  in  Ansehung  ihrer  gedoppelten 
Form  von  4-n-j-i  und  kn — 1,  so  sehr  von  einander  ver- 
schieden sind,  und  die  Menge  von  beyden  Gattungen  infi- 
nita  ist,  so  habe  ich  die  summam  folgender  seriei  proxime 
untersucht 


^ ~ T 


1 

T 

l 

37 


T + Ti  - iS  - Tf+  i + 23 

Ä+is  + ^etc. 


• -L  + -L 

29  1 31 


47 


wo  die  numeri  primi  formae  kn — 1 das  signum  die 
formae  Vn-}-l  aber  das  signum — haben,  in  der  Hoffnung, 
ob  etwa  die  summa  nicht  rational  seyn  möchte.  Ich  fand 
aber  diese  summam  ~ 0,33V980  und  also  etwas  grösser  als  J. 
Wäre  accurat  J herausgekommen,  so  hätte  die  Sach  aller- 
dings Nachdenken  verdient. 


Da  die  Anzahl  aller  numerorum  primorum  unendlich 
ist,  aber  doch  ein  infinitum  intimi  ordinis,  weil  ich  gezeigt, 
dass  wenn  die  Zahl  omniuin  numerorum  ~n,  die  Anzahl 
der  numerorum  primorum  seyn  werde  ~ ln,  es  ist  aber  ln 

kleiner  als  nm,  so  gross  auch  immer  die  Zahl  m seyn  mag: 
so  wäre  die  Frage,  ob  auch  die  Anzahl  der  numerorum 
primorum,  so  z.  Ex.  in  dieser  Formul  aa  -f-  I enthalten 
sind,  auch  unendlich  sey,  weil  dieselbe  gewiss  unendlich 
mal  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  aller  numerorum  primorum. 
Hernach,  wenn  auch  diese  unendlich  wäre,  könnte  man 
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eben  dieses  fragen  de  numeris  primis  hujus  formae  a*  — j—  1 
«der  a*  -(-  1 etc.  Ich  habe  die  numcros  primos  in  hac  forma 
au  -f-  1 contentos  untersucht  und  gefunden,  dass  aa  -j-  1 ein 
nunicrus  primus  wird  in  Folgenden  Fällen:  a~ 

I.  2.  4.  6.  10.  IV.  16.  20.  24.  26.  36.  40.  54.  56.  66.  74.84.90.94. 
110.  116.  120.  124.  126.  130.  134. 146. 150. 156.  160. 170. 176. 

180.  184. 

• 204.  206.  210.  224.  230.  236.  240. 250.  256. 260. 264.  270.  280. 

284.  300. 

306.  314.  326.  340.  350.  384.  386.  396.  400. 

406.  420.  430.  436.  440.  444.  464.  466.  470.  474.  490.  496. 

536.  544.  556.  570.  576.  584.  594. 

634.  636.  644.  646.  654.  674.  680.  686.  690.  696.  700. 

704.  714.  716.  740.  750. 760.  764.  780.  784. 

816.  826.844.  860.864.  890. 

906.  910.  920.  930.936.  946.  950.  960.  966.  986. 

1004.  1010.  1036.  1054.  1060. 1066.  1070.  1094.  1096. 

1106. 1124. 1140.1144.  1146.  1150.  1156.  1174.  1176.  1184. 
1210.  1234. 1244.  1246.  1274.  1276.  1290.  1294. 

1306.  1314.  1316.  1320.  1324.  1340.  1350.  1354.  1366.  1374. 

1376. 1394. 

1406. 1410.  1416. 1420.  1430.  1434.  1440.  1456.  1460.  1494. 

His  1500  habe  ich  dieses  Examen  getrieben,  und  hierdurch 
bin  ich  im  Stande  viel  numcros  primos  anzuzeigen,  welche 
nicht  nur  grösser  sind  als  100000,  als  so  weit  die  tabulac 
numerorum  primorum  geben,  sondern  auch  als  1000000. 
Sonsten  würde  es  gewiss  sehr  schwer  scyn  einen  nunicrum 
primuin  > 1000000  anzugeben. 
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Soll  aber  n*  1 ein  numerus  primus  seyn , so  werden 
die  valores  von  a seyn  folgende  wenige 

a — 1.  2.  k.  6.  16.  20.  2k.  34. 

Doch  bin  ich  noch  weit  entfernt  des  Fermatii  problema 
zu  sol viren:  invenire  numerum  primum,  dato  quovis  nu- 
mero  majorem.  Sollte  man  eine  scriem  regulärem  finden 
können,  deren  alle  termini  in  jenen  valoribu»  von  a ent- 
halten wären,  so  wäre  das  problema  solvirt.  Jedoch  gibt  es 
gewiss  keine  series  algcbruica,  deren  omnes  termini  numeri 
primi  seyn  können.  Denn  es  sey  X der  terminus  indiei  x 
respondens,  und  daher  A der  terminus  indiei  dato  a respon- 
dens,  so  wird,  wenn  man  nimmt  xzz.nA  -(-  a,  der  termi- 
nus A'  divisibilis  per  A und  also  nicht  primus. 

Meine  integratio  aequationis  = y'ij+bj”)  8etzet 

nicht  nur  zum  voraus,  dass  n ein  numerus  integer  ist,  son- 
dern ich  kann  auch  nur  die  integralia  angeben  in  diesen 
Fällen:  n~  2,  n~  3,  n~k  und  n~  6.  Wenn  n~  5,  so 
habe  ich  bisher  das  integrale  nicht  linden  können.  Wenn 

aber  n — -4-t>  so  wären  die  formulae  allerdings  absolute 
m -j-  1 D 

integrabiles,  dahero  dieselben  nichts  sonderbares  geben  wür- 
den. Denn  dieses  kam  mir  fürnchmlich  merkwürdig  vor, 
dass,  da  die  Formuln  in  den  Fällen  n~3,  oder  n—k, 
oder  nzz.  6 auf  keinerley  Art  weder  ad  circuli  noch  hyper- 
bolae  quadraturam  gebracht  werden  können,  doch  die  Ae- 
quation  selbst  algebraice  und  das  generaliter  integrirt  wer- 
den kann. 

Hcvgelcgtcn  Zettel  erinnere  ich  mich  noch  bey  Ew.  ge- 
schrieben zu  haben,  um  zu  zeigen,  dass  man  nicht  allezeit 
per  integrationem  alle  Casus  findet,  quibus  aequationi  difle- 
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rciitiali  satisfit,  wovon  ich  in  meiner  Mechanic  einige  wich- 
tige casus  angemcrkct  hatte.  Ich  kann  den  Fall  noch  simpler 
machen  und  diese  aequationem  differentialem  adx~(a—x)dy 
vorlegen,  welcher  augenscheinlich  ein  Genügen  geschiehet, 
wenn  x—a,  welcher  Fall  doch  durch  die  Integration  nicht 

herausgebracht  wird.  Also  wenn  ich  habe  ~ dy , oder 

Pdz  — Zdy , existente  Z functione  ipsius  z,  et  P quantitate 
ex  y et  z utcunque  composita,  so  satisfacirt  Z — 0,  denn 
daher  wird  z — certae  constanti  und  also  dz  ~ 0.  Setzt 
man  nun  für  z eine  formulam  magis  compositam,  als 
xx yy  — aa,  so  bekommt  man  aus  Z~  0 solche  Casus 
integrales,  welche  durch  die  Integration  nimmer  herausge- 
bracht werden.  Also  wenn  xdx  Jry,i^.  — V dy , existente 

Y(xx+jry-aa)  J 

V functione  quacunque  ipsarum  x et  y , so  satisfacirt  gewiss 
xx  -}-  yy  — aa~  0. 

Den  tomum  II  Nov.  Commcnt.  habe  ich  noch  nicht  be- 
kommen. Ob  230  (231 — i)  wirklich  ein  numerus  perfectus 
scy,  oder  nicht,  kann  ich  freylich  nicht  behaupten,  weil  ich 
nicht  weiss  ob  231  — 1 ein  numerus  primus  ist,  oder  njicht. 
Dass  es  aber  nicht  unendlich  viel  numeros  perfectos  geben 
sollte,  kann  ich  nicht  einsehen.  Weil  aber  um  dieselben  zu 
linden,  erforderlich  wird,  dass  man  alle  casus,  quibus  for- 
mula  2"  — 1 iit  numerus  primus,  anzeigen  könne,  so  sehe 
ich  nicht  ab,  wie  man  mehr  als  sieben,  nehmlich:  2l(2I  — 1), 
21(23 — i),  2*(2i  — 1),  2*(2’  — i),  211(2,s — I),  21S(217 — 1), 
2|S  (219  — 1),  und  also  nicht  einmal  acht,  oder  gar  zehn 
angeben  kann.  So  viel  ist  gewiss,  dass  wenn  2"  — 1 ein 
numerus  primus  scyn  soll,  auch  n ein  numerus  primus 
seyn  muss.  Allein  cs  gibt  viel  numeros  primus,  die  für  n gc- 
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setzt,  2" — I nicht  primurn  machen,  als  n = ll,  n ~ 23 , 
n~  29,  n — 37,  etc.  Was  also  Mcrsennus  oder  Leunen- 
schloss  sagt,  als  wenn  die  Anzahl  der  numerorum  perfecto- 
rum  endlich  wäre,  halte  ich  für  ungegründet,  ungeacht  ich 
nicht  glaube,  dass  mehr  als  sieben,  praeter  unitatem  mit 
Gewissheit  angezeigt  werden  können.  Des  Leunenschloss 
Tractat  erinnere  ich  mich  bey  Ew.  gesehen  zu  haben;  ich 
kann  aber  von  diesem  auctorc  in  keinem  Lexico  die  ge- 
ringste Nachricht  finden,  dahero  ich  Ew.  um  einige  Um- 
stände seines  Tractats  und  wo  möglich  seiner  selbst  gchor- 
samst  ersuchet  haben  wollte. 


Euler. 
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LETTRE  CL. 


Goldhacii  ä Euler. 

Summ  i l RE.  Meines  aujrts. 


St.  Petersburg  d.  18.  Novbr.  1752. 

Durch  was  für  compcndia  Ew.  die  diflcrentiam  scrieruin 
3+T  + I7  + r9  + etc-  ct  T + H + n + w+  etc- 

erhalten  haben,  ist  mir  zwar  nicht  bekannt.  Sollten  Sic 
aber  die  Methode  schon  lie rausgegeben  haben,  so  bitte  mir 
den  Ort,  wo  selbige  zu  finden  ist,  anzuzeigen. 

Dass  der  numerus  numerorum  primorum  onuiium  hujus 
formae  oo+  1 infinite  magnus  scy,  halte  ich  für  gewiss, 
ohngcachtct  ich  es  nicht  alsofort  demonstriren  kann,  und 
finde  ich  die  rationem  duhilandi,  dass  die  Anzahl  numerorum 
primorum  hujus  formae  oa-j-1  unendliche  Mal  kleiner  ist, 
als  die  Anzahl  numerorum  primorum  omniuin,  gar  nicht 
erheblich,  indem  kein  numerus  infinitus  so  klein  genommen 
werden  kann,  dass  er  nicht  infinitics  major  alio  infinit«»  sey. 
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Mersennus  hat  um  so  viel  weniger  gesagt,  dass  nur  zehn 
numeri  pcrfecti  möglich  sind,  weil  er  deren  eilf  selbst  an- 
gieht,  darunter  aber  der  oetavus  von  Ew.  nicht  begriffen 
ist;  er  sagt  auch  nicht,  dass  die  Anzahl  der  numerorum 
perfectorum  endlich  sey,  wohl  aber,  dass  kein  so  grosses 
intervallum  numerorum  anzugeben  möglich  sey , welches 
nicht  absque  numeris  perfectis  scyn  könne,  wie  solches  Ew. 
aus  der  von  dem  Ilrn.  Winsheim  allegirten  praefatione  gencr. 
ad  Mersenni  cogitata  physieo-mathematica  § 19,  wenn  der 
tom.  II  Gommentariorum  noch  nicht  angekommen  ist,  allen- 
falls seihst  werden  ersehen  können. 

W as  des  Lcuncschlos  paradoxa  mathcmatica  betrifTt,  so 
sind  selbige  zu  Heidelberg  A.  1658,  8°.  gedruckt,  ich  habe 
aber  dieses  Buch  selbst  niemals  gehabt,  sondern  ich  hatte 
das  Exemplar,  welches  ich  A.  1716  gelesen,  von  der  alt- 
städtischcn  ßibliothec  in  Königsberg  genommen,  welches 
derselben  auch  noch  vor  meiner  letzten  Abreise  A.  1718 
restituiret  worden,  dahero  es  unmöglich  ist,  dass  Ew.  sel- 
biges Buch  in  Petersburg  hey  mir  gesehen  haben  sollten; 
hingegen  erinnere  ich  mich,  jedoch  nicht  mit  völliger  Ge- 
wissheit, dass  Sie  mir  vor  einigen  Jahren  aus  Berlin  ge- 
schrieben, Sie  hatten  sich  selbiges  nebst  des  Bungi  Buch 
aus  der  Königl.  ßibliothec  geben  lassen*).  Von  diesem  Leunc- 
schlos  ist  mir  weiter  nichts  bekannt,  als  dass  ich  irgendwo 
gelesen,  er  halte  in  Heidelberg  als  Professor  gestanden;  er 
wird  auch  von  einigen,  ni  fallor,  Luncschlos  genennt,  und 
wäre  also  dessen  iName  auf  beyde  Art  in  den  Lexiris  zu 
suchen.  Es  scheinet,  dass  er  sein  paradoxum  de  numeris 
perfectis  in  dem  Mcrsenno  gefunden  und  nachgchends,  da  er 


*)  V.  les  lettre*  34«<»e  cl  suiv.  page  104  et  suiv. 
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es  memoriter  hingeschrieben,  von  dem  wahren  Sinn  des 
Mersenni  abgegangen  ist. 

Dass  keine  formula  algebraica  lauter  numeros  primos 
geben  könne , hatte  ich  schon  in  einem  meiner  vorigen 
Briefe  angemerket;  denn  es  sey  z.  Ex.  die  formula 
as*-(-  bx x-\-  cx-\-  e, 

so  ist  offenbar,  dass  so  oft  x ein  multiplus  des  termini  ab- 
soluti  e ist,  so  oft  auch  (und  folglich  infinitis  modis)  die 
formula  einen  numerum  non  primum  geben  wird,  sollte 
aber  e~t  seyn,  so  setze  ich  nur  x-\-p  anstatt  x,  alsdann 
wird  die  formula  transmutiret  in 

3 pxx  -j-  3 ppx  -j-  ps 
-f-  bxx-\-  2bpx  -}-  bpp 
-f-  ex-\-cp 
*+■ 1 

und  so  oft  x ein  multiplus  numeri  p*-\-bpp-\-cp  -j-  1 ist, 
so  oft  gibt  die  formula  einen  numerum  non  primum.  Da 
nun  dieser  casus,  wo  die  potestas  maxima  ipsius  x — 3 ist, 
auf  alle  andere  lusus  naturae , quaecunque  fucrit  potestas 
ipsius  x,  appliciret  werden  kann,  so  ist  es  unmöglich  eine 
seriem  algebraicam  anzugeben,  in  welcher  nicht  infinit!  tcr- 
mini  aus  numeris  non  primis  bestehen  sollten. 

Noch  habe  ein  kleines  ganz  neues  theorema  beyzufügen, 
welches  so  lange  vor  wahr  halte,  donec  probetur  contrarium: 
Onuiis  numerus  impar  est  — duplo  quadrati  -|-  numero 
primo,  sive  2 n — 1~2 aa-\-p,  ubi  a denotet  numerum  in- 
tegrum vel  0,  p numerum  primum,  ex.  gr.  17 ~ 2.0M-17, 
21=2.1a  + 19,  27=2.214'19,  etc. 

Goldbach. 
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LETTRE  CLI. 


Euler  k Goldbach. 

So m uai re.  Suite  des  recherches  nuralriques  et  autres  relatives  ä la  r&olution  des 
(iquations  alg^briques. 


Berlin  d.  16.  December  1752. 

Ich  bin  weit  davon  entfernt,  dass  ich  die  wahre  Summ 
dieser  seriei 

etc. 

sollte  anzcigen  können.  Ich  habe  diese  Summ  nur  per  ap- 
proximationem  gesucht,  von  deren  Beschaffenheit  ich  mich 
nicht  mehr  erinnern  kann.  Meine  Absicht  war  dabey  nur, 
zu  erforschen,  ob  etwan  diese  Summ  simpel  scyn  möchte, 
weil  ich  schon  vorher  gemerket  hatte,  dass  dieselbe  hey- 
nahe — - ist. 

Ew.  theorema,  quod  omnis  numerus  impar  2 n — 1 sit 
aggregatum  ex  quadrato  duplicato  2aa  et  numero  primo  p, 


i l . 1 | 1 1 1 .J_  . 1 

3 V I”  7 ' 11  "l3  12  19  "T  23  29 


Digitized  by  Google 


596 


hat  bey  mir  alle  Aufmerksamkeit  verdienet,  und  nach  an- 
gestcllter  Probe  habe  ich  dasselbe  für  alle  numeros  2n — I 
unter  1000  würklich  wahr  befunden.  Kraft  desselben  kann 
man  also  behaupten,  quod  dato  numcro  2 n — 1,  semper 
detur  duplum  quadratuni  2 aa , ut  2n  — 1 — 2a a cvadat 
numcrus  primus. 

Um  die  Demonstration  davon  zu  finden,  fiel  mir  ein, 
ob  man  ctwan  nicht  beweisen  könnte , dass  je  grösser 
die  Zahl  2n — 1,  je  mehr  numeri  primi  aus  der  Form 
2 n — 1 — 2 aa  erwachsen  müssten.  Denn,  da  das  theorema 
wahr  ist  für  die  kleinen  Zahlen,  so  würde  man  um  so  viel 
sicherer  auf  die  grossen  Zahlen  schliessen  können.  Ich  habe 
demnach  pro  quovis  numero  non  primo  2n  — 1 bemerket, 
wie  viel  numeri  primi  daraus  entstehen,  allein  ich  habe 
befunden,  dass,  wenn  auch  2n  — 1 eine  sehr  grosse  Zahl, 
doch  bisweilen  nur  ein  einziger  numerus  primus  entspringt. 

Also  wenn  2/1 — 1 —785,  so  wird  785  — 2aa  unico 
casu  numerus  primus,  nehmlich  quo  a — 18.  Eben  dieses 
gcschiehet  auch,  wenn  2/i — 1 in  1703  m 13-  131 , und  der 
casus  ist  1703  — 2.  21 2 “821;  wenn  also  821  kein  numerus 
primus  wäre,  so  fände  hier  das  theorema  nicht  Statt.  Ich 
habe  auch  hier  noch  viel  andere  und  grössere  Zahlen  unter- 
sucht, von  welchen  ich  vorliersalie,  dass  die  daher  entste- 
henden numeri  primi  sparsam  seyn  müssen;  doch  habe  ich 
aber  keine  Ausnahme  finden  können.  Ich  glaube  also  dieses 
theorema,  ungcaeht  ich  nicht  darauf  schwören  wollte. 

Es  fiel  mir  dabey  ein  ziemlich  ähnliches  theorema  ein, 
nehmlich:  dass  a numero  impari  non  primo  2n — 1 allzeit 
eine  potestas  binarii  abgezogen  werden  könne,  dass  der  Rest 
ein  numerus  primus  scy.  Nach  angcstellter  Probe  hat  sich 
dieses  auch  noch  bis  auf  sehr  grosse  Zahlen  wahr  befunden; 
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als  ich  aber  auf  959m 7. 137  kam,  so  fand  sich  eine  Aus- 
nahme, indem  959  — 2“  nullo  modo  primus  werden  kann. 

Ich  bin  letztens  auf  folgende  theoremata  negativa  gefallen. 

I.  Si  n non  est  numerus  forinac  □ -f-2A,  tum  Yn  1 
certe  non  est  primus. 

II.  Si  n non  est  numerus  formae  □ -{-  A,  tum  8n -[7  i 
certc  non  est  primus. 

III.  Si  n non  est  numerus  formae  2A  A,  tum  8n-(-3 
certe  non  est  primus. 

Der  Grund  der  zwey  letztem  beruhet  darauf,  dass  wenn 
8n-)-l  oder  80  -j-  3 primus  ist,  so  sey  derselbe  auch  in 
hac  forma  2d-|-o  enthalten;  als  3m2.1  -{-1>  llm2.1-j-9, 
17~2A-(-9,  19m2.9-j-l.  Dieses  aber  kann  ieh  nicht 
beweisen,  ungeacht  ich  es  für  eben  so  gewiss  halte,  als  dass 
kn  -j- 1 m □ -f-  □ , siquidem  kn  -f-  1 sit  primus,  welches 
ich  bewiesen  habe. 

Ew.  bin  ich  für  die  mir  giitigst  ertheilten  Nachrichten 
über  den  Leunenscldoss  gehorsam  st  verbunden.  Ich  habe 
mich  geirrt,  wenn  ich  geglaubt,  das  Buch  selbst  bey  Ew. 
gesehen  zu  haben;  cs  werden  nur  einige  cxcerpta  gewesen 
seyn,  so  Dieselben  mir  zu  communiciren  die  Güte  gehabt. 
Hier  habe  ich  dieses  Buch  nicht  finden  können.  Des  Bungi 
Buch  erinnere  ich  mich  auch  nicht  gelesen  zu  haben;  ich 
werde  es  aber  auf  der  hiesigen  Bibliothcc  aufsuchen.  Den 
II  tomum  No  vor.  Comment.  habe  ich  noch  nicht  bekommen, 
um  darin  nachsehen  zu  können,  was  der  secl.  Winsheim 
von  den  numeris  perfectis  geschrieben.  Ich  glaube,  dass  man 
keine  andere  numeros  pcrfectos  für  gewiss  angeben  könne, 
als  folgende:  I.  2°  (2  — 1)  m 1 ; II.  2‘  (2*  — 1)  m 6 ; 

IH.  2* (2*  — 1)  = 28;  IV.  2*(2S—  1);  V.  26(27  — 1); 
VI.  2n  (2‘*  — 1);  VII.  2 16  (2 17  — 1);  VIII.  2l*(218— I). 
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weil  man  von  den  folgenden  Formuln  2/I — i (existente  p 
primo)  nicht  gewiss  seyn  kann,  ob  dieselben  primi  sind, 
oder  nicht  Der  folgende  wäre  2*°  (2SI  — I),  wenn  nur 
2*‘  — i ein  numerus  primus  wäre,  welches  aber  weder  be- 
hauptet noch  untersuchet  werden  kann.  So  viel  ist  gewiss, 
dass  diese  Zahl  2*1  — 1 keine  andere  divisorcs  haben  kann, 
als  welche  in  dieser  Formul  62n-|-  I enthalten  sind,  woraus 
ich  so  viel  gefunden,  dass  kein  divisor  unter  2000  Statt 
findet. 


Aus  Anlass  der  aequationum  Moivreanarum  habe  ich 
noch  viel  ähnliche  formulas  gefunden,  deren  radix  angege- 
ben werden  kann,  ungcacht  die  Aequation  keine  divisorcs 
rationales  hat. 


Als  von  dieser  Aequation  ®*  ~ 5axx  -}-  5/9® -f-  — + ^- 

i i. 

ist  radix  x—Y-~-\-  Also  von  dieser  ®*  — 10®®  + 


10® + 6 ist  radix  x~V 2 + y/V  Ferner  von  dieser  ae- 
quatione  6U  gradus 

®s  “ 6®*  + 28®*+  18®® — 12® + 2 


ist  ®zzV2  + V2  + V2.  Diese  Casus  scheinen  um  so  viel 
mehr  merkwürdig  zu  seyn,  weil  diese  Aequationcn  nicht  in 
factores  (rationales)  zergliedert  werden  können. 

Hernach  habe  ich  auch  wahrgenommen , wenn  eine 
solche  Formul  vorgegeben  wird 

® = z4y's  + B>V  + CyV  + i> 


welche  von  den  signis  radicalibus  befreyt  werden  soll,  sol- 
ches geschehen  könne,  ohne  dass  man  nöthig  hat  über  die 
fünfte  Potestät  des  ® herauf  zu  steigen.  Dieses  scheint  des- 
wegen paradox  zu  seyn,  da  vier  signa  radicalia  und  das 
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surde  solida  vorhanden,  welehe  durch  eine  einige  Elevation 
ad  5'“"  dignitatem  nicht  gehoben  werden  können.  Doch 

kommt  nun  diese  aequatio  rationalis  5U  gradug  heraus: 

x*  + 5 Bs  \ 

> XX  J 

+ 5ßj*(CC-fJ»ß)S  + 5*i(^C,-|-ß>ß)  / 

— 5 ss(A*  D'  + B'C*))  x 
-{-  SAHCDss 
+ 5 Cß»  il 

-f  A3  s -J-  Ü' i*  + Cs  s1  -f  ßs .«« 

-&ACis(A*]J  + B*) 

+ 5 ABss(A»D  + AC*) 

-5  BBs3  (C*  +A1)*) 

4-5Cß*i*  ( Bx-\-AC) 

also  ist  auch  hinwiederum  die  radix  aus  dieser  Acquation 

x ~ A l/x  -f-  D Vs1  -J-  C "|/i*  -|-  D }/s*.  Und  da  die  obige 
Acquation  general  ist,  so  glaube  ich,  dass  in  dieser  Form 
alle  radices  aequationum  5U  gradus  enthalten  sind,  und  in 
einem  jeglich  vorgelegten  Fall  kommt  es  nur  auf  die  Be- 
stimmung der  Buchstaben  A , B , C , D und  s an,  und  zu- 
letzt wird  s nur  per  aequationem  V'  ordinis  bestimmt  wer- 
den, wie  ich  vermuthe.  Daraus  schliesse  ich  ferner,  dass 
proposita  aequatione  quacunque 

xn—  axn- ßx"-*—  rx"-*+  dx"-*  — ta;""1  etc.  = 0 
die  radix  allzeit  diese  Form  haben  werde 

x—^a-\ -AV  + + etc. 

und  es  ist  so  viel  gewiss,  dass  wenn  n~  2,  oder  3,  oder  4,  die 
Bestimmung  des  Buchstabens  s von  einer  aequatione  1m'oder 
2di  oder  3,H  ordinis  dependire,  woraus  zu  schlicssen,  dass  in 
gencre  s durch  eine  aequationem  ( n — l)n  ordinis  bestimmt 
werde. 

Corr.  math.  et  phys.  T.  /.  OU 
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In  meinen  Papieren  habe  ich  noch  ein  ander  theorema,  so 
Ew.  mir  vormals  rommunicirt,  gefunden.  Nehmlich  dass  ein 
jeder  numerus  imparitcr  par  4« +2  allzeit  gleich  sey  einer 
Summ  von  zwey  immeris  primis  formae  kn  + 1 , als  6 = 1 + 5, 
10  = 5 + 5,  1 V = 1 + 13,  18  = 1 + 17  = 5 + 13,  22  = 
5 + 17,  26  = 13  + 13,  30  = 1 +29  = 13+  17,  34  = 
5 + 29=  17  + 17,  wobey  ich  bemerke,  dass  nicht  nur  bey 
kleinen  Zahlen  keine  Ausnahme  vorkommt,  sondern  bey 
grossem  um  so  viel  weniger  eine  zu  vermuthen.  Denn  die 
Zahlen,  bey  welchen  eine  solche  Zergliederung  nur  einmal 
angehet,  sind  2,  6,  10,  14,  22,  26,  38,  50,  62,  86  und  von 
hier  bis  150  gibt  es  keine  mehr,  auch  nicht  bis  230,  daher 
auch  unter  den  folgenden  um  so  viel  weniger  zu  vermu- 
then, indem  die  Anzahl  der  Resolutionen  immer  zunimmt, 
als  210  lasst  sich  auf  9 Arten  resolviren. 

E ule  r. 
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LETTRE  CLII. 

GoLDBiCH  ä EuLFR. 
Sommairc.  R^ponse  3 la  prtc&lente. 


Moscau  d.  13.  Märt  1733. 

Dass  sich  das  thcorcma:  omncm  numerum  imparem  resolvi 
possc  in  dnplum  quadrati  et  numerum  primum,  bis  auf  die 
Zahl  1000  wahr  befunden,  auch  in  grossem  Zahlen  sich 
annoch  keine  Ausnahme  geäusscrt,  ist  mir  sehr  lieh;  jedoch 
muss  es  bishero  für  eine  blosse  conjecture  passiren  und  hat 
man  Ursach  zu  zweifeln,  ob  die  Demonstration  davon,  wenn 
sie  ja  possihilis  wäre,  jemals  gefunden  werden  wird. 

Weil  Ew.  melden,  dass  Sie,  ob  a numero  impari 
non  primo  allezeit  eine  potestas  binarii  abgezogen  werden 
könne,  so  dass  ein  numerus  primus  überbleibe?  hatten  ver- 
suchen wollen,  so  schliesse  ich  aus  der  Restriction  non  primo, 
dass  Sic  es  von  den  numeris  primis  falsch  befunden,  und 
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möchte  wohl  wissen,  bey  welchem  miinero  primo  solches  zu 
ersehen , denn  ich  habe  schon  vor  einigen  Jahren  dergleichen 
Einfall  von  den  numeris  primis  gehabt,  selbigen  aber  nicht 
weiter,  als  bis  8‘J  continuirt. 

Dass  alle  nuineri  priini  lnijus  fonnae  8/i-j-l  gleich  seyn 
sollen  2 □ -}-  □ , hatte  ich  vorher  nicht  beobachtet , bey 
näherer  Betrachtung  aber  habe  gefunden,  si  kn-t-1  est  nu- 
merus  primus,  esse  eum  — </□-(-□ , denotante  d quem- 
ennque  divisorem  numeri  n,  wodurch  hoflentlich  die  po- 
mocria  der  theorematum  de  numeris  primis  in  numeros  qua- 
dratos  resolvcndis  in  etwas  werden  erweitert  werden. 

Dass  Ew.  sowohl  des  Bungi  Tractat,  als  des  Leuneschlos 
paradoxa  sich  schon  A.  174t  in  Berlin  aus  der  bibliothöque 
geben  lassen  und  gelesen  haben,  ist  ganz  gewiss,  indem  Sie 
mir  solches  seihst  d.  9.  Sept.  ejus  anni  umständlich  gemeldet. 

Dero  meditationes,  um  die  radiccm  quintae  potestatis  zu 
finden,  scheinen  mir  so  gründlich  und  zulänglich,  dass  wenn 
selbige  auf  diese  Weise  nicht  zu  erhalten  ist,  ich  sehr  zweifle 
ob  jemand  in  dieser  decouvertc  reussiren  wird.  Es  kommt 
alles,  wie  Ew.  bemerken,  darauf  an,  ob  sich  die  quantitas 
s per  acquationcm  quartae  potestatis  determiniren  lasset,  zu 
weither  Untersuchung  aber  meines  Erachtens  eine  ferrea 
patientia  erfordert  wird. 

Ich  erinnere  mich  zwar  wohl,  dass  man  noch  keinen 
numerum  parem  angegeben , welcher  nicht  eine  summa 
duorum  priinorum  wäre,  dass  aber  ein  jeder  numerus  pa- 
riter  impar  ein  aggregatum  duorum  priinorum  hujus  forinae 
4n-}-l  **t>  war  m'r  entfallen,  und  dass  zwischen  86  und  230 
keine  casus  unici  Vorkommen,  halte  ich  allerdings  für  merk- 
würdig, da  bis  86  sich  deren  schon  zehn  befinden.  Hin- 
gegen kommen  in  dem  theorematc  2n — izz.2aa-\-p  viele 
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casus  unici  vor,  wovon  einige  numeri  primi  seihst  nicht 
ausgeschlossen  sind,  also  ist  17  unico  modo  — 2aa -}-p, 
wenn  a~  0,  imgleichen  127,  wenn  a~  0,  und  es  scheinet 
fast,  als  wenn  der  numerus  p,  so  zu  einem  casu  unico  ge- 
höret , in  keinem  andern  casu  unico  wieder  vorkommt, 
ex.  gr.  57  — 2.51-|-7  ist  ein  casus  unicus,  weil  in  der  for- 
mula  2aa-j-p  vor  p keine  andere  Zahl  als  7 angenommen 
werden  kann.  Ob  es  aber  ausser  diesem  noch  andere  casus 
unicos  gibt,  wo  2n — 1“ 2aa-f-7,  lasse  ich  dahin  gestellt 
seyn  und  möchte  auch  wohl  keine  weitere  Untersuchung 
verdienen. 

Ich  habe  in  meinen  annotatis  gefunden,  dass  ich  schon 
vor  etwa  30  Jahren  observiret,  wie 

An a — Bn*-\-Cns — Z>n*+etc.  — 
seyn  könne,  allwo  A,  B , C,  etc.  per  series  numerorum  ra- 
tionalium,  quarum  singulär  um  summa  plus  quam  finita  est, 
exprimiret  werden.  Ich  bin  aber  ungewiss,  ob  ich  solches 
nicht  etwa  schon  zu  anderer  Zeit  Ew.  gemeldet,  oder  ob 
es  nicht  gar  in  den  Commcntariis  gedruckt  worden. 

Ich  habe  zwar  zum  öftern  das  Vergnügen  gehabt  aus 
den  französischen  Zeitungen  zu  ersehen,  dass  Ew.  den  Preis 
von  der  Parisischen  Acad.  des  sc.  erhalten;  da  ich  aber  nicht 
eigentlich  weiss,  wie  viel  Mal  solches  geschehen,  so  möchte 
gern  davon  benachrichtigt  seyn. 

Goldbach. 
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LETTRE  CLIII. 


Euler  ä Goldbach. 

Som  maire.  Recherche»  ulufrieures  sur  les  nombre».  Prix  reinportli  par  Etiler 
h l’acad^mie  de  Pari».  Trouver  un  nombre  qui  app.irtieunc  2»  d UFgreiite* 
»^rirs  de  nombre  polygonaux. 


Berlin  d.  3.  April  1753. 

Boi  dem  Einfall , ob  etwan  ab  omni  numero  impari  eine 
potestas  binarii  abgezogen  werden  könne,  so  dass  ein  nu- 
meriis  primus  überbleibe,  habe  ich  die  Condition  „a  numero 
impari  non  pruno“  beygefügt,  weil  ich  gleich  befunden,  dass 
solches  bey  dem  numero  primo  127  nicht  angehet.  Da  nun 
solches  auch  bey  dem  numero  non  primo  959  nicht  eintriß't, 
so  fallt  das  ganze  vermuthete  theorema  weg. 

Wenn  Ew.  bey  näherer  Betrachtung  befunden,  dass  wenn 
%n-(-i  ein  numerus  primus  und  d ein  divisor  quieunque 
ipsius  n,  auch  allzeit  sey  kn  -\-  i —daa  bb , so  bin  ich 
sehr  begierig  zu  vernehmen , ob  Ew.  diesen  Satz  demon- 
striren  können,  indem  dadurch  die  pomoeria  der  theore- 
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matnm  de  numeris  primis  in  quadratos  resolvendis  aller- 
dings ungemein  würden  erweitert  werden.  Ich  habe  auch 
eben  diesen  Satz  schon  langst  bemerkt  und  bin  von  der 
Wahrheit  desselben  so  überzeugt,  als  wenn  ich  davon  eine 
Demonstration  hätte.  Also  gleich  wie  V . 1 m -J- 1 allzeit 
ist  ~aa-\-bb,  welches  ich  dernonstriren  kann,  so  ist  eben 
so  gewiss  k.2in  -|-  1 — 2aa  -f-  bb,  %.3m+  1 — 3aa  -f-  bb, 
V.  5m-f- 1 ~5<ia-\-bb,  etc.  wovon  mir  aber  die  Demonstra- 
tion noch  fehlet.  Doch  ist  hiebey  ein  besonderer  Umstand 
wohl  zu  bemerken,  dass  bisweilen  diese  Resolution  nicht  in 
integris  geschehen  kann.  Als,  wenn  gleich  Wm-j-1  ein 
numerus  prirnus  ist,  so  gibt  cs  Fälle,  wo  diese  Zahl  \dm- (-1 
unmöglich  in  integris  in  die  Form  daa-\-bb  verwandelt 
werden  kann.  Dem  ungeacht  aber  bleibt  das  theorema 
nicht  weniger  wahr,  weil  die  Resolution  allzeit  in  fractis 
Statt  findet,  welches  um  so  viel  mehr  merkwürdig  ist,  da 
keine  Zahl  in  fractis  auf  diese  Formen  au-\-bb,  2aa-\-bb, 
3aa-f-A6  und  einige  andere  gebracht  werden  kann,  wenn 
dieselbe  nicht  in  integris  darin  enthalten.  Dergleichen  Fälle 
sind : 

I.  h . 22  -j-  1 — 89  primus;  folglich  sollte  89  in  dieser 
Form  11  aa-\-bb  enthalten  seyn,  welches  aber  in  integris 
nicht  angchct;  doch  ist  in  fractis  89  zz:  11  (I)1  -J-  (|j*  oder 
auch  = 11  ($j*  +(¥)>. 

II.  4 . 28  — l:n  1 13  primus;  folglich  sollte  113  in  dieser 
Form  \kaa-\-bb  enthalten  seyn,  so  in  integris  nicht  mög- 
lich ist.  In  fractis  aller  ist  113z^lk(j)2-|-(®j)a. 

III.  3k-}- 1 — 1 37  primus;  und  doch  nicht  in  integris 
i37—\7  na-\-  bb',  in  fractis  aber  ist  137—  l7(l)1-j-(3,1)1. 

IV.  H-.  57  4-1—229  primus;  und  doch  nicht  in  integris 
229—idaa4-bb:  in  fractis  aber  ist  229“19(})*-|-(V)*. 
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Bisher  waren  die  Nenner  nur  2 oder  3;  es  gibt  aber  auch 
Fälle , wo  auch  solche  Brüche  nicht  Statt  finden , son- 
dern noch  grössere  Nenner  zu  Hülfe  genommen  werden 
müssen.  Als  4. 3. 6t -|- 1=733  primus;  und  ist  doch  nicht 
733=61  aa-\-bb  in  integris.  Hoch  ist  in  fractionibus  mi- 
nimis  733  ~ 6t  (t)1-f-(1p  f-  Demnach  muss  dieses  theorema 
also  ausgedruckt  werden: 

Si  4- n — i sit  numcrus  primus,  et  d divisor  ipsius  n, 
tum  iste  numerus  bn-\- 1 certo  in  hac  forma  daa-\-bb 
continetur,  si  non  in  integris,  saltem  in  fraetis, 
und  dieser  Umstand  wird  auch  insbesondere  bey  der  Demon- 
stration müssen  in  Betracht  gezogen  werden. 

Da  die  Fälle,  wo  2n — i~2a'l-\-p  unico  modo  so  spar- 
sam Vorkommen,  so  würde  es  freylich  eine  mühselige  Arbeit 
seyn  zu  untersuchen,  ob  noch  in  einem  andern  unico  modo 
p = 7 seyn  könnte,  ausser  57=2.5* +7.  Zum  wenigsten 
habe  ich  bis  2500  keinen  solchen  gefunden.  Wenn  dieses 
behauptet  werden  könnte,  so  folgte  daraus  dieses  theorema: 
Si  2 aa-\-p  unico  modo  cst  aggregatum  ex  duplo  qua- 
drato  et  numero  primo,  tum  2bb-\-p  certo  plus  uno 
modo  erit  ejusmodi  aggregatum,  dum  non  sit  b — a. 

Ich  konnte  mich  gar  wohl  erinnern,  dass  Ew.  mir  schon 
längst  die  Resolution  von  nv  2 communicirt,  und  weiss  auch, 
dasspeh  solches  unter  meinen  Papieren  finden  muss,  allein 
es  fället  mirjsehr  schwer  etwas  daraus  hervorzufinden,  und 
ich  konnte  fast  nicht  mehr  auf  deu  Grund  dieser  Resolution 
kommen,  bis  mir  ungefähr  die  Materie  von  der  Interpola- 
tion wieder  cinfiel.  Da  nun  proposita  Serie 

0 12  3 4 

a,  b,  c,  d , e,  etc. 
der  terminus  indici  x respondens  ist 
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etc. 


d + etc- 

so  ist  der  tcrminu»  indici  \ rcspondens  ~ 

a'  ""l-  2/(1  j\  5 H i 

Setzt  man  nun  nl,  n1,  n*,  na,  n's,  etc.  für  a,  b,  c,  d,  c,  etc. 
so  ist  nV  I der  terminus  indici  | respondens,  folglich 

n’*=n(l  — 1)*H , H J — 

2(1  — 1)*  2.4(1  — !)*  2. 4. 6(1  — 1)* 

Setzt  man  nun,  oh  primum  tcrminum 

n(t  — 1)^—0,  nT  l~  Jn1 — Bn'-^-Cn* — DnlB-\-  etc. 
so  wird 


etc. 


f 0 + T + iii  + 


1.3.5 

2.1.6 


1 .3.5.2 

äX6 


.8  + etC) 


B=^  (1  — 1)“*  = 


1.1 
2.4 
1.1 
2 


3 


•1  /.  1 3 ,3.5  ,3.5.7  3 5.1.9  . , \ 

.4  {}  + 7 + 274  + 2.4.6  + 2.4.6.«  + Ck\) 


c=m(‘-‘r‘= 


2.4.6' 
1^1-3 
2. 


±*  ( i+I  + LIj.  ill?  . 5-7-.911  , etc  > 

.4.6  V ^ 2 ^ 2.4  I 2.4.6  ' 2. 4. 6.8  + L 7 


etc. 

welches  ohne  Zweifel  Ew.  series  numerorum  rationalium 
sind,  quarum  singularum  summa  plus  quam  finita  est. 

Von  dieser  scrie 

An ßn‘+  Cn*—  Dn'e+  etc  .~nv%- 
verdienet  angemerkt  zu  werden,  dass 
An*  (2 — V 2) — Bn*(k — V 2)-j-Cn®(8 — ^2) — ZJn,s(16 — Y%) 
-f-  Enn  (32  — V 2)  - etc.  — 0, 
was  auch  immer  n für  eine  Zahl  seyn  mag. 
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Bey  den  obigen  Betrachtungen  ist  mir  auch  folgendes 
problema  beygefallen : 

Invenire  suinmam  duorum  quadratorum  xx-\-yy,  quae 
simul  in  hac  forma  2 aa-\-bb  contineatur. 

Solutio.  Sumantur  x~pp — qq  et  y—rr±:2pq,  eritque 
xx -\-yy—(pp  — qqf  4-  (rr ± 2 \pq)%—  (pp+qqf  ± kpqrr  +-rA— 
(pp-\-qq—rrf-\-2(p±q)*rr.  Q.  E.  I. 

Ew.  haben  die  Güte  sieh  zu  erkundigen,  wie  viel  Mal 
ich  schon  bey  der  Akademie  zu  Paris  den  Preis  erhalten? 
Weil  ich  solches  nicht  aufgeschrieben  und  auch  von  meinen 
PiCeen  keine  Copien  behalten,  so  kann  ich  weder  die  Jahre 
noch  den  Theil  des  Preises,  so  ich  jedesmal  bekommen, 
genau  melden.  Ich  habe  aber  bey  folgenden  Fragen  den 
Preis  davongetragen:  I.  Sur  la  naturc  du  feu.  II.  Sur  le 
cabestan.  III.  Sur  le  flux  et  reflux  de  la  mer.  IV.  Sur  la 
theorie  de  l’aimant.  V.  Sur  l’observation  de  l’heurc  du  jour 
sur  mer.  VI.  Sur  les  inegalites  de  Saturne.  VII.  Sur  la 
m6mc  question. 

Ich  fand  letztens,  — weiss  aber  nich  mehr,  wo?  — 
dieses  problema:  Invenire  numeruin,  qui  sit  vel  duplici,  vel 
triplici,  vel  quadruplici  modo,  numerus  polygonal».  Wollte 
man  das  problema  so  nehmen:  invenire  numerum  qui  simul 
sit  trigonalis  et  tetragonalis,  oder  qui  simul  sit  trigonalis 
et  pentagonalis,  etc.  so  Hesse  sich  dasselbe  wohl  sol viren. 
Kämen  aber  drey  Bedingungen,  als  invenire  numeruin  qui 
simul  sit  trigonalis,  tetragonalis  et  pentagonalis,  so  wäre  das 
problema  vielleicht  unmöglich.  Bestimmt  man  aber  den  nu- 
merum Iaterum  nicht,  so  ist  es  möglich,  so  viel  Mal  die 
Zahl  auch  ein  numerus  polvgonalis  seyn  soll,  und  die  So- 
lution ist  artig.  Es  scy  z die  gesuchte  Zahl,  x die  radix. 
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und  n die  Anzahl  der  Seiten  der  Polygonalzahl,  so  wird 

_ (n  — 2)  xx  — (n  — 4)  x 


hieraus  wird 

25-j-2xx — 4x 


2 _t_lvr.i?.=  2 — *£=■?-). 

1 X 4T  — X X X — 1 


Also  muss  sich  2;  durch  a;,  und  23 — 2 durch  a;  — 1 tliei- 
lcn  lassen;  d.  i.  quaeruntur  du«  numeri  binario  differentes, 
qui  habeant  divisores  unitate  differentes  (major  majorein,  mi- 
nor  minorem),  und  wenn  dieses  auf  vielerley  Art  geschehen 
kann,  so  ist  z auf  eben  so  vielerley  Art  ein  numerus  poly- 
gonalis.  Zum  Exempel: 

Numeri  binario  differentes.  Divisores  unitate  differentes. 


1.  n~  2 


lasse  ii-ti  weg,  weil  daraus  numeri 


< 223 ) . . 

(Die  divisores  3 * > lasse  ich  weg,  weil  daraus  numeri 

( 22  k S 

digonales  entständen]. 

Also  sey  2z  =450  oder  3 = 225,  so  ist  folgendergestalt 
. . 450  . 418  ,,  _ 450  . 418 

1.  n~2 3+-*-=  76;  II.  n = 2 — --  + T = 24; 


1 1 1 450  , 448  q l -i  r 450  . 448 . 

III.  n-2--+T  = 8;  I V . n = 2 - --  + = 4; 

Dahi  rn  ist  225  I.  tetragonalis , II.  octogonalis,  111.  24 -go- 
nalis  et  IV.  76-gonalis. 

Dergleichen  Zahlen  nun  zu  suchen,  ist  gewiss  ein  pro- 
blema,  wo  es  insonderheit  auf  die  Natur  der  Zahlen  an- 
konunt,  und  welches  zu  schönen  Speculationen  Anlass  gehen 
kann.  Euler. 
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LETTRE  CLIV. 

s= 

Goldbach  ä Euler. 


So  MM  Al  KE.  D<5vclo|»pcracnt  ulllricur  des  recherches  sur  les  proprictes  des  nomhres. 


Moscau  d.  28.  Juni  1755. 

Eine  rigorosam  demonstrationem,  dass  14 ■keJ'—P P+\QQ 
habe  ich  zwar  nicht  gefunden , jedoch  hin  ich  auf  einige 
ohservationes  affines  gerathen,  worinnen  Ew.  ■vielleicht  fin- 
den w'crden  quil  y a des  vües-  Ich  verstehe  also  in  Fol- 
gendem durch  p allezeit  den  numerum  primurn  \-\-kef  und 
e > j,  imgleichen  setze  ich  aa-\-  bb  — p.  In  einem  gegebenen 
casu  particulari  wollte  ich  mich  dieser  Methode  bedienen: 
Zuvörderst  suche  ich  numerum  Q hujus  naturac,  ut 
1 -f-  kef  -f-  k/QQ—  □ , 

welches  per  substitutiones  successivas  Q—  1,  Q — 2,  etc. 
leicht  zu  seyn  scheinet,  indem  viele  numeri,  ad  hunc  scopum 
non  idonei,  gleichsam  bey  dem  ersten  Anblick  removiret 
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werden  können,  ex.  gr.  es  wäre  der  gegebene  nnmems  pri- 
mu»  89  und  f—  2 , so  siehet  man  alsofort,  dass  vor  Q kein 
numerus  desinens  in  1 angenommen  werden  kann,  weil  sieb 
das  gesuchte  quadratum  auf  7 endigen  würde,  quod  est  ab- 
surdum; sobald  nun  ein  solcher  numerus  congruus  pro  Q 
gefunden  ist,  setze  ich  die  radieem  quadrati  inventi  oder 

V{1  + k*f+kJQQ)  = kfv+i, 

wo  e entweder  affirmativa  oder  negativa  zu  nehmen  ist,  ut 
solutioni  satisfiat,  und  alsdann  findet  sich 

f + »e/=fr— 

\ J v i» 

Solchergestalt  wird  in  denen  von  Ew.  angeführten  Zahlen 
in  casu  numeri  89,  Q — 2;  numeri  113,  Q~l;  num.  137, 
()~2;  num.  229,  Q — 5;  num.  733,  Q^;3.  Hieraus 
folgt  auch  die  doppelte  Acquation 

PP+eQQ  _ (VV-f-  ( P + ,)  :<■)»- 4 /\K>. 
vv  (P v)*  : e e 

Ich  bemerke  ferner  1.  dass  weil  die  numeri  a,  b,  e,f 

.....  . . R R -+-  labe 

cogniti  sind,  es  schon  genug  ist,  wenn  nur  p— ==^ 

Statt  finden  kann,  so  dass  R und  h rationales  seyen,  es  mag 
2 ab  ein  numerus  quadratus  seyn  oder  nicht,  denn  es  wird 

<?=  'l  = ^+j>  n„J  p-aa  + bb^PP  + cQQ. 

2.  Habe  ich  beobachtet,  dass  wenn  1 — ^ e J'-\- k JQ  Q — □ , 
der  numerus  Q entweder  eines  von  beyden  quadratis  aa 
oder  bb,  oder  doch  einer  von  dcrcrselben  factoribus  ist, 
als  in  89,  wo  azz  8,  bzz  5,  wird  Qzz  5;  in  casu  numeri 
137  — k1  -f- 1 11,  wird  Qzz  2,  wiewohl  ich  von  der  allge- 
meinen Gewissheit  dieser  Observation  noch  nicht  eonvinciret 
bin.  Dagegen  kann  ich: 
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3.  in  summo  rigore  demonstriren , das«  wenn  « ein  nu- 
merus  liujiis  formae  ist  ßß  -j-  e yy,  alsdann  auch 

u (e  -\-xx)  [e-\- yy)  {e-\-zz)  etc.  — P P ~\-  eQQ. 
h.  Dependiret  die  natura  numerorum  P et  v in  dieser 
aequatione  1 -f -hef—  allerdings  von  dem  numero  e. 


denn  es  müssen  PP  et  vv  beyde  so  beschaffen  scyn , dass 
sie,  di visa  per  e,  idem  residuum  bintcrlasscn , als  z.  Ex.  in 

dem  casu  89  — ^—^5—  » allwo  e~ll,  PP  — 81,  vv~\, 


folglich  das  residuum  commune  post  divisionem  per  1 1 
est  — Hingegen  müssen  die  residua  quadratorum  PP  et 
QQ  post  divisionem  per  vv  so  beschaffen  scyn,  dass  wenn 
das  residuum  rcspectu  PP  aequale  a wird , das  residuum 

respectu  QQ  aequale  — ~ " werde,  so  dass  u ein  numerus 


integer  sey;  also  wird  in  eodem  exemplo 


« = 1, 


_ 4 U — 1 _ 

11 


(weil  25  per  divisum,  1 zum  residuo  lasset)  et  u — nu- 
mero  integro  3. 

5.  Will  i>  h Ew.  für  die  mir  communicirte  Solution 
des  problematis:  invenire  duo  quadrata  quorum  summa  sit 
P P 2QQ,  qualiscunquc  hostimenti  loco  die  Solution  des 
nachfolgenden  problematis  offeriren:  invenire  duo  quadrata, 
quorum  summa  sit  PP eQQ,  dato  pro  e numero  quo- 
cunque.  Sint  n et  e numeri  quicunque,  erunt 

. 4ee  /4nn — cN1  , e (e  -)-  l)1 

V 4«  / •""  (e— l)1  V tin  ) *”  («—  1)* 

vcl 


(4nn-f-<:\1  . keemm  /4«n — e\*  , /C -j-7n,”\a 

4«  / (e  — mm)1  ^ 4 n ) ' ^ \e  — mm) 

positis  pro  e,  m,  n numeris  quibusvis. 
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Meine  Expression  für  n1  2 bestehet  in  Folgendem:  Sit 


_ « / _ 1 _ 1-3 

o-i,  b—  -,  C — 2Ji, 


. t .3.5  . 

rf  = äXe'  etc' 


dico 

nl  'k—{a+b+c-\-d+ ctc  )nn  — (A+2c+  3 Ve-j-ete.  n* 

4-  (c-+-  3 d-\-  6 e ■+■ 1 O/'-t-  etc.)n8  — (d+  % e 4- 1 0J+ 20 g 4 etc  )« 1 c 
-|-(e-t-5/+15g+35Ä+etc.)nS2 — etc. 
und  difl'eriret  nicht  von  dieser 


n*  2—  nn — ~ (n4 — n n)  -f-  (n*  — 2n*-\-nn) — 

(n16  — 3n*-(-3n4 — nn)  -}-  ctc. 

welche  den  tenninum  respondentcm  cxponcnti  in  Serie 

ii*«  , 

n2  -}-n2  -j-  n2  -f~  o2  etc.  exprimiret. 

Goldbach. 


I* 
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LETTRE  CLV 


Euler  ä Goldbach. 

S 0 MH  a i lt  E.  Lettre  d’un  Officier  de  la  flotte  nmlenne.  Lettre  de  Fredrfric  II. 
ä Euler.  Observation»  sur  les  problemes  et  theorimes  de  la  lettre  prrfc<- 
dente.  Theoreme  de  Ferraat. 


Berlin  d.  4.  August  1763. 

Die  verlangten  excmplaria  von  der  Lettre  d un  Offieier  de 
la  flotte  russienne  sind  schon  vor  einigen  Posttagen  von 
hier  weggeschickt  worden,  und  werden  also  verhoffentlich 
schon  bey  Ew.  eingelaufen  seyn.  Gedachte  Schrift  ist  mir 
auf  ordre  des  Iln.  Heitmanns  llochgriifl.  Excellenz  zuge- 
schickt worden,  um  solche  hier  drucken  zu  lassen,  wovon 
ich  auch  die  deutsche  Uebersetzung  besorget.  Inzwischen 
können  Ew.  versichert  seyn,  dass  ich  hievon  mit  keinem 
Wort  nach  St.  Petersburg  Meldung  thun  werde,  als  wohin 
ich  mit  Niemand  mehr  correspondire,  als  an  den  Hn.  Rath 
Schumacher,  an  welchen  auch  niemals  einige  Neuigkeit  über- 
schreibe.  Seit  der  Abwesenheit  unseres  Hn.  Präsidenten  sind 
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auch  meine  Geschäfte  so  angewachsen , dass  ich  wenig  Briefe 
mehr  beantworte,  weil  ich  nicht  nur  die  ganze  Administra- 
tion der  Akademie  auf  dem  Halse  habe,  sondern  auch  alle 
Posttage  an  den  Präsidenten  rapportire  und  über  alles  noch 
unmittelbar  an  S.  Königl.  Majestät  Bericht  abstatten  muss. 

Weil  ich  weiss,  dass  Evv.  auf  grosser  Herren  Briefe  auf- 
merksam sind,  so  nehme  die  Freyheit  ein  Königl.  Hand- 
schreiben zu  communiciren,  welches  ich  erhalten,  als  ich  im 
Frühjahr  einige  Pfirsiche  aus  dem  akademischen  Garten  an 
S.  Königl.  Majestät  überschickt  hatte: 

„J'ai  bien  rccu  votre  lettre  du  de  ce  mois  avec  les 
„presens  qui  l'accompagnoient.  Quelque  plaisir  que  la 
„bcaute  et  la  bontc  des  fruits  que  Vous  M’avcz  en- 
„voyes  M’ait  cause,  Jen  ai  cncore  ressenti  davantage 
„de  l'attention  que  vous  avez  bien  voulu  Me  temoigner 
„par-lä.  Je  vous  en  rcmcrcic  et  Je  verrai  avec  satis- 
„faction  les  occasions  pour  vous  en  marquer  Ma  rccon- 
„noissance.  A Potsdam  Ie  26  mai  1753“. 

Ew.  Manier  die  Formul  1 -j - kej  — P*  kQ*  zu  ent- 
wickeln scheinet  allerdings  weit  melireres  in  ihrem  Umfang 
einzuschliesscn , woraus  vielleicht  gar  eine  bündige  Demon- 
stration herzuleiten  wäre.  Ich  getraue  mir  aber  kaum,  bey 
meinen  gegenwärtigen  Zerstreuungen,  mich  an  diese  Unter- 
suchung zu  wagen.  Die  Art,  um  die  Zahl  i \ej  auf  diese 

Form  — e--~-  zu  bringen,  in  welchen  Fällen  nehmlich 

diese  Auflösung  in  ganzen  Zahlen  nicht  geschehen  kann, 
scheint  mir  auch  alle  Aufmerksamkeit  zu  verdienen.  Ich  habe 
gesucht  dieses  etwas  generaler  zu  bewerkstelligen  auf  fol- 
gende Art : 

Corr.  ma/ ft.  et  ph  in  7*.  /.  ftq 


Digitized  by  Google 


616 


Es  sey  1 -f-  \ef—  weil  nun  daher 

vv  — SS  ~eQQ  — kejvv  ~ e(QQ  — \fv v), 
so  »ehe  ich,  dass  vv  — SS  durch  e theilbar  seyn  muss.  E» 
»ey  daher  S ~ne  — v,  so  wird  2 nev—nnee—  e(QQ-kJ'vv) 
oder  QjQ — \fvvA-enn — 2ne;z:0  und  mit  kJ  multiplicirt 
1G//C+  -f-  nn  — kejnn  -)-  k/QQ  -\-  nn,  woraus  man 

erhalt  n + kef)  nn  -f-  k/QQ).  Die  ganze 

Sach  kommt  also  darauf  an,  dass  man  in  einem  jeglichen 
Fall,  da  die  Zahlen  e und  f gegeben  sind,  solche  Zahlen 
für  n und  Q suche,  dass  (1  -\-  ke/)nn  -(-  k/QQ  ein  Qua- 
drat werde. 

Will  man  sich  mit  Probiren  behelfen,  so  wird  es  nicht 
schwer  fallen  in  jeglichem  Fall,  wofern  nur  die  Zahlen  e 
und  f nicht  gar  zu  gross  sind,  n und  Q zu  finden;  allein 
wenn  e und  j grosse  Zahlen  sind,  so  wird  man  mit  dem 
Probiren  schwerlich  zurecht  kommen.  Eine  sichere  Methode 
aber  scheint  mir  kaum  möglich  zu  seyn,  weil  cs  Fälle  gibt, 
da  die  Auflösung  gar  nicht  einmal  Statt  findet,  nehmlich 
wenn  1 -|-  ke/  kein  numerus  primus  ist,  und  ich  sehe  nicht 
ab,  wie  diese  Bedingung  in  die  Methode  gebracht  werden 
könnte. 

Dass  dergleichen  prohlemata  sehr  schwer  werden  können, 
ist  aus  diesem  zu  ermessen,  wenn  eine  ganze  Zahl  x ge- 
sucht wird,  dass  nxx  -j-  1 ein  Quadrat  werde,  wenn  nehm- 
lich n ein  numerus  integer  positivus  non  quadratus  ist. 
Wenn  z.  Ex.  61xx-4-i  ein  Quadrat  werden  soll,  so  ist 
die  kleinste  ganze  Zahl  für  x,  wodurch  dieses  erhalten  wird, 
x ~ 226153980.  Wie  sollte  nun  diese  erstaunliche  Zahl 
durch  Probiren  gefunden  werden  können. 
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Soll  aber  109a::r-|-1  ein  Quadrat  werden,  so  ist  die 
kleinste  Zahl  x~  15140424455100  und  die  Wurzel  des  daher 
entstehenden  Quadrats  |/(109x.i:  -f- 1)  rr  1 580706715)86249. 
Diese  grossen  Zahlen  habe  ich  vermittelst  einer  gewissen 
Methode  neulich  in  etlichen  Minuten  gefunden. 

Wie  unendlich  viel  suinmac  duorurn  quadratorum  aa-\-bb 
gefunden  werden  können,  welche  zugleich  in  dieser  Form 
vv  t czz  enthalten  sind,  habe  ich  aus  Anlass  der  mir  von 
Ew.  gütigst  communicirten  gebrochenen  Formuln,  noch  diese 
in  ganzen  Zahlen  gefunden.  Es  ist  nehmlich 
( eqq  — yy  rr)1  -|-  4 rryy  — {eqq  — yy  — rr)'1  -f  e.kqqrr. 

Noch  generaler  kann  ich  auch  solche  Zahlen  geben, 
welche  zugleich  in  dieser  Form  aa  -|-  mbb  tind  dieser 
vv-\-nzz  enthalten  sind;  nehmlich  es  ist 

(nyy  — mxx  -|-  um)*  -j-  m.kuuxx  — 

(nyy — mxx — uu)1- (-  n.kuuyy. 

Bey  der  schönen  Serie,  welche  Ew.  für  nr*  gefunden, 
ist  nur  schad,  dass  dieselbe  immer  divergens  wird,  so  oft  n 
ein  numerus  > 1 ist.  Diesem  kann  aber  leicht  geholfen  wer- 
den, wenn  man  für  n setzt  — > da  dann  in  eine  fractio  uni- 

rn 


täte  minor  wird  und  n'  2 


— Vs-  Doch  aber  sind  die  summa« 

m'2 


serierum  a b -\-  c-\-d  -\-  etc.  item  2c— )—  3 cZ-f-  A-  e -|-  etc. 

immer  infinitae,  dass  also  auch  mit  dieser  Beyhülfc  die 
practischc  Berechnung  nicht  erleichtert  wird.  Zu  diesem 
Ende  habe  ich  dieses  Mittel  gefunden:  Man  suche  erst  diese 


(«-1) 


(«-1)3 


(n-l)s 


8er,em  Tc^Fo ■+■  + 5^+TF + t&Td7  + ctc-  = 

welche  allezeit  convergens  ist.  Hernach  setze  man  2s  Y%  ~h, 
so  wird 

nF»  — | J_  b.  _i_  hh.  _L  * 8 _i_ .* _i_ — 

— “ 1 ' 1.2  ' 1.2.3  ' 1.2. 3. 4 1 1.2. 3. 4. 5 


etc. 


* 
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Bey  Fermat  findet  sich  noch  ein  sehr  schönes  theorema, 
dessen  Demonstration  er  sagt  gefunden  zu  haben.  Nchmlich 
bey  Anlass  der  Diophantaeisehen  Aufgabe,  zwey  quadrata  zu 
finden,  deren  Summ  ein  Quadrat  ist,  sagt  er,  dass  es  un- 
möglich sey  zwey  cubos  zu  finden,  deren  Summ  ein  cubus 
sey,  und  zwey  biquadrata,  deren  Summ  ein  biquadratum, 
und  generaliter,  dass  diese  Formul  an  -}-  b"  — c"  allzeit 
unmöglich  sey,  wenn  n > 2.  Ich  habe  nun  wohl  Demon- 
strationen gefunden  dass  a*-J-63=E:c*  und  fl'-j-i*  xc*, 
wo  m unmöglich  gleich  bedeutet.  Aber  die  Demonstrationen 
für  diese  zwey  easus  sind  so  von  einander  unterschieden, 
dass  ich  keine  Möglichkeit  sehe,  daraus  eine  allgemeine  De- 
monstration für  a“  -f-  bn  zu  c"  si  2 herzuleiten.  Doch 
sieht  man  quasi  per  transennam  ziemlich  deutlich,  dass  je 
grösser  n ist,  je  unmöglicher  die  Formul  seyn  müsse.  In- 
zwischen habe  ich  noch  nicht  einmal  beweisen  können,  dass 
summa  duarum  potestatum  quintarum  keine  potestas  quinta 
scyn  könne.  Dieser  Beweis  beruhet  allem  Ansehn  nach  nur 
auf  einem  glücklichen  Einfall,  und  so  lang  man  nicht  da- 
rauf verfallt,  möchte  wohl  alles  Nachsinnen  vergebens  seyn. 
Da  aber  diese  Aequation  aa-\-bb~cc  möglich  ist,  so  ist 
auch  diese  möglich  ai  -j-  b3  -j-  c3  rz  ii3,  woraus  zu  folgen 
scheint,  dass  auch  diese  a*  -4-  b*  -\-  c*  -(-  <i4  zz  e*  möglich 
ist,  doch  habe  ich  bisher  noch  keinen  Fall  davon  ausfindig 
machen  können.  Es  können  aber  fünf  biquadrata  angegeben 
werden,  deren  Summ  ein  Biquadrat  ist. 


Euler. 


LETTRE  CLYI 


Goldbach  ä Edler. 


SOUMAIBK. 


Dlcomposition  d«s  nombres  premiers  en  quarrt).  Suite. 


St.  Petersburg  d.  96.  April  1*755. 

Wenn  ich  mich  nicht  irre,  ist  mein  letztes  Schreiben  an 
Ew.  vom  28  Junii  st.  n.  1753  gewesen,  und  folglich  eine 
geraume  Zeit  verflossen,  darin  mir  nichts  bey gefallen,  das 
ich  Deroselben  zu  communiciren  werth  gehalten  hätte,  ohn- 
geachtet  ich  die  Proprietät,  dass  ein  numerus  primus  hujus 
formae  zu  dieser  PP-\-eQQ,  allwo  P et  Q ra- 

tionales sind,  gebracht  werden  kann,  öfters  consideriret  und 
auf  unterschiedene  Formen  reducirct  habe,  als  z.  Ex.  wenn 
1 -f-  Wef—RR  2abe  SS,  so  kann  solcher  numerus  pri- 
mus allezeit  in  PP-f-eQQ  verwandelt  werden;  oder  auch 
wenn  zwey  numeri  irrationales  h et  m gefunden  werden 
können,  so  dass  h — m und  hm  rationales  seyen  und  hzz 
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’ können  gleichfalls  die  numeri  quaesiti  P et  Q 

in  rntionaiibus  angegeben  werden;  imgleichen  wenn  QQ~ 
V fvv  2 mv  — enxm  gefunden  werden  kann,  so  wird 


1 4-  he  f 


. (4 _/V-f -ni)2  — 4 fQQ  (emm  — v)*  — (— e ^ ^ 


> und  endlich. 


weil  der  numerus  primus  1 -| - kef~  ist  duobus  quadratis 
au  -j-  bb , quae  in  quocunque  easu  determinari  possunt,  so 
ist  genug,  wenn  man  nur  einen  numerum  rationalem  k 
linden  kann  hac  lege,  ut  aa(e  kk)  -|-  bb(e  — kk)  fiat  qua- 
dratus,  da  es  alsdann  nicht  schwer  ist  die  numeros-  quae- 
sitos  P et  Q zu  finden,  denn  es  wird 


. j (hh-X-VPaa  , ehhihh  — l)!aa 

aa  + bb=z-  4 ä(e-ktr 


si  suinatur 


, b (c  — h k)  + V (aatf-j-W)1  -|-  bb  (e  — kk)z) 

U _ a(e+  kJ)  ’ 

Ferner  ist  auch  diese  Proprietät  merkwürdig,  ungeachtet 
ich  mich  um  deren  Demonstration  nicht  bemühet:  Si  qua- 
dratum  aliquod  divisum  per  numerum  primum  p hujus  for- 
mae  Vn-j-1,  relinquat  numerum  r,  dabitur  etiam  aliud 
quadratuni,  quod  divisum  per  eundem  numerum  p,  det  re- 
siduiun  p — r. 

Imgleichen  numerus  primus  4-n-j-l,  dividens  numeros 
quadratos  quoscunquc,  tot  rclinquere  potest  di  versa  residua 
quot  2 n continct  unitates,  als  z.  Ex.  wenn  n~  1,  so  kann 
der  divisor  5 nur  zwey  residua  nachlassen,  nchmlich  1 und 
V;  wenn  n — 3,  so  lasset  der  divisor  13,  dividens  quadratos, 
sex  residua,  nehmlich  1,  3,  V,  9,  10,  12,  et  ita  reliqui. 

Goldbach. 
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LETTRE  CLVII. 


Euler  ä G oldbach. 


Son  maiiiE.  Meine  »ujet.  Kdpome  ä la  pr^cddentt. 


Berlin  d.  17«  Mai  1755. 

Ew.  Betrachtungen  über  das  theorema,  dass  die  Zahl 
so  oft  sie  ein  numerus  primus  ist,  immer  in  dieser  Form 
P*-|-eQ*  enthalten  sey,  habe  ich  mit  dem  grössten  Ver- 
gnügen zu  ergründen  gesucht  und  darin  sehr  wichtige  Kunst- 
griffe wahrgenommen;  nur  ist  es  schad,  dass  dieselben  noch 
so  weit  von  einer  vollständigen  Demonstration  entfernt  sind. 
Doch  ist  es  schon  von  keinem  geringen  Nutzen,  dass,  da 
man  von  der  Wahrheit  des  theorematis  versichert  ist,  auch 
alle  die  daraus  hergeleitetcn  Formuln  gewiss  resolvirt  wer- 
den können,  welches  sonsten  sehr  schwer  fallen  würde. 
Aus  allen  Bemühungen,  die  ich  hierüber  angewandt,  deucht 
mich  so  viel  sicher  schlicsscn  zu  können,  dass  man  niemals 
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eine  solche  Demonstration  finden  wird,  aus  welcher  zugleich 
ex  dato  numero  primo  1 -\-\cJ , die  quadrata  In  und 
selbst  angegeben  werden  könnten;  sondern  man  muss  sich 
nur  mit  einer  solchen  begnügen,  welche  die  Möglichkeit, 
dass  1 + 4-e/=  /J1  + e Ql,  beweiset,  ohne  den  modum  an- 
zuzeigen,  wie  diese  Resolution  wirklich  anzustellen.  Denn 
da  dieselbe  nur  alsdann  möglich  ist,  wenn  1 + Ve/ein  nu- 
merus  primus  ist,  so  sehe  ich  nicht  ab,  wie  man  diese 
nothwendige  Bedingung  in  Betrachtung  ziehen  könnte.  Es 
ist  also  eine  verlorne  Mühe,  die  numeros  P et  Q genera- 
liter durch  e und  / bestimmen  zu  wollen:  denn  wenn  sol- 
ches möglich  wäre,  so  müssten  auch  die  Zahlen  P und  Q 
gefunden  werden  können,  wenn  auch  1 + ^e/kein  nume- 
rus  primus  wäre,  welches  doch  gewiss  öfters  unmöglich  ist. 

Es  ist  mir  endlich  wold  gelungen  zu  beweisen,  dass 
1 -f-  kJ PP  + QQ,  so  oft  1 + kf  ein  numerus  primus 
ist;  allein  der  Beweis  hilft  mir  im  geringsten  nichts,  um 
einen  solchen  numerum  primum  1 -|-  h f wiirklich  in  zwey 
quadrata  zu  rcsol viren. 

Neulich  habe  ich  auch  die  Beweise  zu  Stande  gebracht, 
dass  1 + 8 f—  1 -f  V.2 f—  PP  + 2QQ  und  1+12/= 
I + k.3 f — PP  + 3 QQ,  so  oft  nehndich  diese  Zahlen 
1 + 8/  und  1 + 12/  numeri  priini  sind.  Doch  hahe  ich 
bisher  nocli  nicht  weiter  gehen  können. 

Ich  sehe  aber,  dass  sich  diese  Formuln  noch  weiter  er- 
strecken, denn  es  ist  nicht  nur  1 + 8/=  P P + 2QQ,  son- 
dern auch  3 + 8/=  P P -\-  2QQ,  wenn  es  numeri  primi 
sind.  Hernach  ist  auch  7 + 12/=  PP+  3QQ.  Hernach, 
wenn  c = 5 genommen  wird,  so  hat  man  diese  thcoreinata 
1 +20/=FP  + 5 QQ,  9 -f  20/=  PP  + 5 QQ,  welche  ich 
aber  nicht  beweisen  kann.  Vielleicht  aber,  wenn  auch  diese 
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Fälle  mit  in  Betrachtung  gezogen  werden,  findet  man  etwa» 
eher  Mittel,  zu  einer  allgemeinen  Demonstration  zu  gelangen. 

Das  theorema,  dass  wenn  ein  quadratum  per  numerum 
primum  p ~ 1 -(-  hn  gethcilt,  das  residuum  r lässt,  ein  an- 
deres Quadrat  das  residuum  p — r zurücklassen  müsse,  habe 
ich  schon  lang  bewiesen.  Denn  wenn  1 -f-  kn  numerus  pri- 
mus  et  a numerus  datus,  so  können  immer  unendlich  viel 
Zahlen  aa- \-xx  gefunden  werden,  qui  per  1 kn~p 
sint  divisibiles;  wenn  also  aa  per  p divisum  r zurücklässt, 
so  muss  xx,  p — • r zurücklassen. 

Ew.  ist  der  Beweis  bekannt,  dass  a4  ±r  b*znp*.  Neulich 
bin  ich  auch  mit  dem  Beweis  zu  Stande  gekommen,  dass 
a®±6ainp*;  weiter  kann  ich  aber  auch  nicht  kommen. 
Fermat  hat  aber  nicht  nur  dies  bewiesen,  sondern  auch  dass 
a*  ± bs  nzp*,  a7  zh  A7  zc  p7  und  generaliter  dass  a"  ±:  A”  zn  p", 
exceptis  casibus  n—  1 et  nzr:2.  Allem  Ansehn  nach  kommt 
cs  hier  auf  einen  besondern  Einfall  an,  und  so  lang  man 
nicht  darauf  kommt,  ist  alle  Arbeit  vergebens.  Ohne  Zweifel 
wird  man  darauf  sehen  müssen,  dass  a‘  -j-  bs  ausser  a -\- b 
keine  andere  divisores  primos  haben  kann,  als  hujus  for- 
mae  10m  -j-  t,  welches  ich  bewiesen  habe. 

Euler. 
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LETTRE  CLVIII 


Goldbach  ä Eule n. 


S O M M A I ft  E.  Minie  sujet . 


St.  Petersburg  d.  &.  August  1765. 

Ew.  werthcstcs  Schreiben  vom  17  Mai  habe  ieh  d.  29.  ejusd. 
wohl  erhalten  und  daraus  mit  vielem  Vergnügen  ersehen, 
dass  Sic  meine  Anmerkungen  über  die  Verwandlung  des 
numeri  primi  \-{-Wef\n  P P eQQ  richtig  befunden.  Sie 
führen  zwar  an,  dass  die  von  Ihnen  demonstrirte  Proposi- 
tion, numerum  1 \f,  si  est  primus,  esse  zzzP  P QQ, 

zu  würklicher  Determination  der  numerorum  P et  Q im 
Geringsten  nichts  beyträget,  allein  ich  bin  der  Meinung, 
quidquid  per  certum  et  determinatum  numerum  tentaminum 
inveniri  potest,  illud  pro  invento  habendum  esse,  als  z.  Ex. 
wenn  ein  problema  ad  acquationem  quatuor  potestatum  rc- 
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duciret  wird,  wo  man  per  unum,  diio,  vel  tria  tentamina 
die  radiccm  satisfacientem  finden  muss.  Imglcichen  halte  ich 
das  problema:  in  venire  omnes  divisores  numeri  dati,  pro 
solubili,  quia  solvi  potest  per  finitum  numemm  tentami- 
num  etc.  In  dem  casu  nun,  da  Evv.  gefunden  haben,  dass 
ein  jeder  numerus  primus  hujus  formac  l-|-k/~  PP -}-()(), 
sind  zugleich  die  numeri  P et  Q für  gefunden  zu  achten, 
quia  per  numerum  finitum  tentaminum  inveniri  possunt, 
denn  ich  darf  nur  P oder  Q den  numeris  integris  1,  2,  3, 
etc.  successive  ~ setzen,  und  deren  quadrata  von  dem  nu- 
mero  primo  1 -j-  80  lang  subtrahiren,  bis  das  residuum 

ein  quadratum  wird,  wozu  noch  viele  compendia,  ut  eli- 
gantur  numeri  idonei,  angegeben  werden  können. 

Die  demonstrationes  zu  den  casibus  1 -f-  8 f und’l  + 12/ 
möchte  ich  gern  sehen,  im  Fall  sie  nicht  weitläufig  sind 
und  eine  sehr  grosse  Attention  erfordern. 


Sonst  habe  ich  noch  gefunden , dass  wenn  y durch 
diese  Aequation 

(«r.r  - a)  (hyy  - 1 „y  - b)  __  af)e  gg 

und  posita  S rationali,  y rationalis  wird,  alsdann  auch  die 
Aequation  Statt  hat 


„ , LL  ((“.r,7  + 26y  — «)  — Ibjry  — iajr  — &))*  . , „ „ 

aa  + oo  — ^ : — ; j— fnr 1 — \-  2 abeSS, 

welcher  casus,  wie  ich  schon  in  meinem  letzten  Schreiben 
angemerket,  allezeit  auf  die  Form  PP-\-eQQ  reducirt 
werden  kann:  ja  wenn  in. dieser  letzten  Formul  P oder  Q 
nur  unico  casu  gegeben  wird , so  kann  ich  daraus  unzählige 
siiuiles  et  rationales  finden,  nehmlich 
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(g  PjrX~\~  a e Qy  - P)*  4-  e(Q  + 1 Py  — c Qyyj* 

{ejry+i)1 

wenn  ich  vor  y einen  numcrum  quemcunque  rationalem 
annehme,  als  z.  Ex.  weil  89  — ^ -j ^ — » all  wo  P — y> 

Q=r— « e = llj  so  wird  posita  yzz:  2,  der  numerus  pri- 

mui  89~ 601  ~~^0V  179  * welches  vielleicht  noch  zu  andern 
Anmerkungen  Gelegenheit  geben  wird. 

Goldbach. 


I 
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LETTRE  CLIX. 


Euler  ä Goldbach. 

S o u m A l R E.  M£me  sujct  Dlvelopperaents  ult^rieurs.  Integration  dVquotions  dif- 
ferentielles analogues  & celle  de  Riccati.  Nomination  d’  Euler  ä l’Aca- 
demie  de  Paris  et  lettre  du  corate  d’Argenson.  Sommation  d’une  s^rie 
qui  se  rencontre  dans  Je  tome  II  de  la  Mlcanique. 


Berlin  d.  23.  August  1755. 

Es  muss  allerdings  die  rcductio  mimeri  primi  1 -(-  \f  ad 
formam  PP  QQ  pro  possibili  gehalten  werden,  ungcacht 
keine  Kegul  gegeben  werden  kann,  in  jedem  Fall  die  qua- 
drata  PP  und  QQ  selbst  zu  finden,  sondern  die  Sache  auf 
blosses  Probiren  ankommt.  Ich  hatte  aber  dieses  nur  ange- 
führt um  zu  zeigen,  dass  um  dieses  theorema  zu  beweisen, 
quod  t -j-  kf—PP-\-  QQ,  die  Demonstration  nicht  aus  der 
wirklichen  Resolution  hergeleitet  werden  könne.  Nehmlich 
dato  numero  f in  genere,  halte  ich  für  unmöglich  die  Zah- 
len P und  Q per  f zu  bestimmen.  Eben  so  verhält  sich 
auch  die  Sach  mit  diesem  theoremate,  quod  1 — {-  8 f— 
2PP-^-QQ  (wenn  nehmlich  1 -\-8f  ein  numerus  primus 
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ist)  dessen  Demonstration  unmöglich  so  beschaffen  seyn  kann, 
dass  die  valores  P und  Q würklich  durch  /’  ausgedrückt 
wurden.  Mein  Beweis  davon  gründet  sich  auf  folgende  Satze: 

I.  Numerus  2aa  -\-  bb , si  non  est  primus,  alios  non  ad- 
mittit  divisores  nisi  qui  ipsi  sint  formae  2pp-\-qq  (posito 
scilicet,  quod  a et  £ sint  nurneri  inter  sc  primi). 

II.  Si  1 — (—  8 f est  primus,  forma  aB ' — bBJ , quicunquc 

nurneri  pro  a et  b accipiantur,  semper  est  divisibilis  per 
1 8/  (dummodo  neuter  numerorum  a et  b sit  per  1 -|-8 f 

divisibilis).  Cum  jam  sit  a8^ — bHf~(a'f  — b*S)  (a*f b*^), 
alteruter  factor  a*f — bKf  vcl  a*f-\-b*f  per  i -f- 8y  erit 
divisibilis. 

III.  At  non  onincs  nurneri  formae  o4-^ — b*f  per  1 +8/ 
sunt  divisi  biles ; na  in  si  singuli  bi  nurneri 

2Kf—  1,  3 yf — 1 , \Kf—  l,  (8/)4/— t 

per  \ Sf  essent  divisibilcs,  corum  quoque  differentiac  tarn 
primae  quam  secundae  et  sequentes  omnes  essent  etiam  per 
1 -j-  8/  divisibiles:  at  differentiac  ultimae  seu  constantes  sunt 
2. 3. fr. 5. . . \f,  quae  cum  non  sit  per  1 8J'  divisilrilis, 

sequitur  etiam  non  omnes  illos  numeros  per  1 8/ ‘esse 

divisibiles. 

IV.  Dantur  ergo  nurneri  pro  a et  b,  quibus  a*S — b* ^ 
non  est  divisibilis  per  t-4-8y;  iis  ergo  casibus  numerus 
a4/-f- bK'  certe  est  per  1 -j-  8 f divisibilis.  At  est 

a */+  b «/=  (a */—  b */) 1 + 2 a %/b'S, 
ideoque  numerus  formae  PP  -4-2 QQ>  qui  cum  sit  per 
1 — f-  8 f divisibilis,  necesse  est  per  (I),  ut  divisor  1 -}- 8 f 
ipse  sit  numerus  ejusdem  formae  P P -)-  2 Q Q. 

Wenn  man  einen  einigen  casum  gefunden,  quo  formula 
xx  eyy  fit  aequalis  dato  numero  A',  so  können  darau,, 
infinit«  alii  in  fractis  scilicet  gefunden  werden.  Als  wenn 
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aa  -\-ebb~  N,  ponatur  x~a-\-pz  ct  y~b — qz,  fietquo 
aa  -(-  2 apz  pp  zz  ebb  — 2ebqz  -f-  eqqzz  — N;  at 
aa  -f-  ebb  — N,  ergo  2 apz  -(-  ppzz  — 2 ebqz  -f-  eqqzz  — 0, 

linde  fit  Ergo  sumendo  pro  n et  q numeros 

Pp-\-c<]q  n I i ; 


quoscunque,  erit  x~ 


eaw+lebpq  — app  bpp -ebqq+lapq 


PP+e99 


et  y~ - 


PP+e  99 


Wenn  aber  e ein  numerns  negativus,  so  können  aus  einem 
einigen  casu  aa  — ebb  ~ N,  in  integris  invento,  infinit!  alii 
etiam  in  integris  gefunden  werden,  welches  ich  also  kürz- 


lich zeige: 


Theorema.  Si  fuerit  aa — ebb~N,  tum  infiniti  casu» 
in  numeris  integris  x et  y assignari  possunt,  quihus  fiat 
xx  — eyy  — N (dummodo  c non  sit  numerus  quadratus). 


Demonstratio.  Quicunque  sit  numerus  e,  dum  non  qua- 
dratus, semper  assignari  possunt  numeri  p et  q,  ut  sit 
pp  — eqqzx  1 seu  pp~eqq-\-\.  Gum  jam  sit  per  hypo- 
thesin  aa  - ebb  ~ N,  erit  quoque  (aa  — ebb)(pp — eqq)  =:  N. 
At  est  (aa  — ebb)  (pp  — eqq)  — 

' aapp  — ebb  pp  — e aa  qq-\-  eebb  <77  — 

(ap  ± ebq )*  — e (bp  ± oq)^. 

Capiatur  ergo  x — ap  ± ebq  et  y zz  bpzt  aq,  erit 
xx  — eyy  — N. 


Jam  quemadmodum  ex  primo  casu  X — a et  y~b,  hinc 
duo  adeo  novi  sunt  inventi,  ex  his  simili  modo  porro  novi, 
ex  iisque  deinceps  alii  in  intinitum  clici  poterunt.  Q.  E.  D. 


Die  ganze  Sache  kommt  also  darauf  an,  dass  pro  quo- 
vis  numero  e die  Zahlen  p und  q angegeben  werden,  ut 
sit  pp~eqq-\-\,  welches  in  numeris  integris  allzeit  ge- 
schehen kann,  wie  schon  Pell  und  Fermat  gezeiget.  Dazu 
kann  beygesetzte  Tabelle  dienen. 
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Ut  sit  pp  — eqq  -f"  I 


si  sit 

erit 

et 

e — 2 

q — 2 

p — 2 

e—  3 

q— 1 

P — 2 

e~  5 

q—K 

P — 9 

e = 6 

q-2 

P — 5 

e — 7 

q — 3 

P- 8 

c = 8 

q—i 

/>  — 3 

e — 10 

II 

Cr- 

p—  19 

e—  11 

7 = 3 

p—  10 

e — 12 

q — 2 

p-1 

c=i  13 
etc. 

«o 

II 

GC 

O 

p = 69  ^ 

Diese  Tabelle  enthält  die  kleinsten  Wertlie  für  p et  q, 
welche  durch  die  sogenannte  Pcllianisrhe  Methode  gefunden 
werden.  Diese  Methode  ist  aber  ziemlich  beschwerlich,  wenn 
die  Zahlen  für  p und  q , wie  bey  dem  casu  e~  13  geschieht, 
gross  werden,  und  ich  habe  Mittel  gefunden  dieselbe  sehr 
abzukürzen.  Denn  es  geschieht  in  einigen  Fällen,  dass  die 
kleinsten  Zahlen  p und  q ungeheuer  gross  werden,  als  wenn 
e — 61  , so  ist  q — 226153980  und  p — 17663190V9;  — 
wenn  eml09,  so  ist  q ~ 151-V0V2V455100  und 
p ~ 158070671 9862 V9. 

Ew.  haben  vormals  auch  solche  Zahlen  □ -j-  A oder 
□ -(-2A  in  Betrachtung  gezogen,  und  neulich  haben  mich 
dieselben  auf  curieuse  theoremata  exelusiva  geleitet.  Als 

I.  Cum  non  omnes  numeri  sint  aggregata  ex  quadrato  et 
trigonali,  seu  formac  □ -f-  A,  dantur  infiniti  numeri  in  liac 
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forma  non  contenti,  cjusmodi  numcrus  si  fuerit  n,  tum 
numcrus  8 n -j-  1 certe  non  cst  primus. 

II.  Infiniti  dantur  numeri  in  forma  □ -|-  2A  non  con- 
tcnti.  Sit  n hujusmodi  numcrus,  et  t certe  non  erit 

numcrus  primus. 

Letztens  bin  ich  ungefähr  auf  dieses  problcma  gefallen: 
Invenire  aequationem  cuhicam  x * — Axx-\-Bx — C~  0, 
quac  habeat  opines  suas  radices  rationales,  ct  in  qua 
coefficientes  A,  B,  C sint  numeri  quadrati.  Vel  si  p, 
q,  r sint  ejus  radices,  eas  ita  comparatas  esse  oportet, 
ut  primo  p q -\-r,  secundo  pq-\-pr-\-qr  et  tertio 
pqr  sint  numeri  quadrati. 

Ich  halte  dieses  problema  um  so  viel  schwerer,  da  ich 
glaube,  dass  für  p,  q,  r nicht  wohl  kleinere  Zahlen  gefun- 
den werden  können,  als  diese:  p =:  252782198228,  q ~ 
163378081 W00,  r — 3V7mi058973. 

Ich  habe  neulich  wieder  einige  Untersuchungen  über 
solche  DifTerentialaequationen , dergleichen  die  Riccatiana  ist, 
angestellt,  welche  sich  nur  in  gewissen  Fällen  integriren 
lassen.  Wenn  nun  für  i ein  numerus  integer  quicunquc 
angenommen  wird,  so  sind  folgende  acquationes  immer 
integrabel : 


I.  dy-\-yydx~  aax%n  acfa:-(-((2i-(-l)n±  i)axn  *dx. 

II.  dy  + yydx  = ± f)  (fw  + ? , vel  haec 

(a  — bx") 

acquatio  dy  -f-  yydx  ~ tot‘e8  cst  integrabilis, 

quoties  fuerit  n _ ■■■— — , ~ Ita  si  t — 2, 

1 M<+0 

aequatio 


m 


~ 3 erit  n~  — unde  integrabilis  haec 


*0 
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dJ  + ndx  = 


Vit—  it 

3 abx  12  dx 

7 , Vth tiV 

\a  — b x ‘2  / 


Porro  sit  n — 2 , et  i — 2,  integrabilis  erit  haee  aequatio 


(ponendo  a~  1 , 6—1)  dy  -{-y ydx  — j > e*t  vero 

. , , iSx+lix’ — 2x‘ 

integrale  / = + 

III.  dr  + „ia 

IV.  = 


V.  Haec  aequatio 


yy  ci® 


A(A  — i)  aa  — fLnbr”  -\-v  (v  — 1)  Äfcx,f 

xx(tt  + Ax"j* 


■ dx. 


semper  cst  integrabilis  quoties  sumto  pro  t numero  integro 
quocunqtie  fuerit 

H — i (i  -f-  1)  nn  — (2 i-\-  1)  n (A — v)  -j-  A -\-  v — 2At». 


So  viel  ich  weiss,  geniesst  hier  Niemand  die  Postfrey  heit 
und  so  lang  ich  hier  bin,  hat  mich  meine  Correspondenz 
jährlich  wohl  200  Rthlr.  gekostet.  Ich  gebe  aber  für  keine 
Briefe  das  Postgeld  mit  grösseren  Freuden  aus,  als  die- 
jenigen, welche  von  Ew.  zu  erhalten  die  Ehre  habe,  und 
wünschte,  dass,  wofern  solches  ohne  Dero  Unbequemlichkeit 
geschehen  könnte,  ich  dieses  Vergnügens  öfters  theilhaftig 
werden  könnte. 


Jüngsthin  hat  mir  die  Königl.  Pariser  Akademie  die  Ehre 
gethan  mich  unter  ihre  auswärtige  Mitglieder  aufzunehmen. 
Der  H.  Graf  v.  Argenson  hat  mir  diese  Nachricht  selbst  in 
einem  Schreiben  gemeldet,  wovon  ich  die  Freyheit  nehme  , 
Ew.  eine  Copie  beyzulegen.  Euler. 
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Copie  de  la  lettre  du  Marquis  d Argenson. 

A Monsieur  Euler , Directeur  de  la  classe  des  nuithematiques  de 
i Acatletnie  de  Berlin. 

Le  Roy  vient  de  vous  choisir,  Monsieur,  d’apres  le  voeu  de 
Son  Acade'mie  royale  des  Sciences,  pour  remplir  une  place  d’associe' 
et  langer  dans  cettc  Academie,  et  comme  eile  a nomine  cn  meme 
tems  Milord  Macclesfield,  President  de  la  Socield  royale  de  Lon- 
dres,  pour  remplir  une  pareille  place  qui  vaque  par  la  mort  de 
M.  Moivre,  Sa  Majestd  a ddeide  que  la  premiere  place  de  cette 
espece,  qui  vaquera,  ne  sera  pas  remplie.  L’exlreme  raretd  de 
ces  sortes  d’arrangemens  est  une  dislinction  trop  marquee,  pour  ne 
pas  vous  en  faire  l’observation  et  vous  assürer  de  toutc  la  pari  que 
j’y  prends.  L’Acaddmie  dc'siroit  vivement  de  vous  voir  associe  ä 
ses  travaux  et  Sa  Majestd  n’a  pu  qu’adopter  un  t(?inoignage  d’estime 
que  vous  meritez  ä si  juste  titre.  Soyez  persuade,  Monsieur,  qu’on 
ne  peut  vous  etre  plus  parfaitement  de'voud  que  je  le  suis. 

M|S  D’  A rgenson. 


P.  S.  In  meiner  Mechanica  Tom.  II-  pag.  M)5  kommt 
diese  series  vor: 

. n_  . n(n  — 7) n{n-1)(n— »)  . n(n  - 2)(n  — 4)(n  — 6) 

1 3 ' 3.5  3.5.7  ' 3.5.7.» 

deren  Summ  dort  gegeben  wird  ~ ^ kann  m*ch 

nicht  mehr  recht  erinnern,  wie  ich  damals  auf  diese  Summ 
gekommen,  glaube  aber,  dass  damals  mehrmals  darüber  mit 
Ew.  zu  conferiren  die  Ehre  gehabt  habe. 
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Goldbacii  ä Euler. 

Som  MAIRE.  Felicitatloni  a Poccasion  de  la  nomination  d’EuIer.  Pri*  rem- 
porttf  par  son  fil*.  Summation  d’une  *^rie.  Tb^orirae  de  nombres. 


St  Petersburg  d.  9.  December  1756. 

Ew.  gratulire  ich  zuvörderst  zu  der  erhaltenen  Stelle  eines 
Academicien  honoraire  bey  der  Parisischen  Acad.  d.  Sciences 
und  danke  Deroselben  für  die  mir  übersandte  Copie  von 
dem  Briefe  des  Mr.  d’Argenson.  Es  fehlet  aber  dabey  das 
Beste,  nehmlich  Ew.  Antwort,  welche,  wie  ich  gänzlich 
glaube,  sehr  wohl  abgefasset  und  digne  de  l’approbation  des 
Quarante  seyn  wird.  Ferner  gereichet  es  mir  zum  grossen 
Vergnügen,  dass  Dero  ältester  Herr  Sohn*)  das  praemium 
bey  der  hiesigen  Akad.  d.  Wiss.  erhalten  hat;  ich  zweifle 
im  Geringsten  nicht,  dass  solches  noch  öfters  geschehen 

*)  Jcan-Albcrt  Euler,  plus  lard  secrilidre  pcrpetuel  de  l'Acadcnuc  de 
St.-Pctcisbourg  «Stait  lc  Glleul  de  Goldbach. 
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werde,  wenn  er  die  Mühe  nehmen  wird  seine  piöces  zu 
solchem  Ende  cinzuscnden. 

Vor  die  mir  communicirten  merkwürdigen  theoremata 
sage  ich  schuldigsten  Dank,  und  ob  ich  gleich  wenige  Hoff- 
nung habe , dass  ich  dieselben  jemals  pro  dignitate  werde 
betrachten  können,  so  ist  cs  mir  doch  sehr  lieb,  dass  Ew. 
noch  immer  fortfahren  solche  schöne  decouvertes  zu  machen. 
Mir  ist  seit  meinem  letztem  Schreiben  nichts  sonderliches 
eingefallen.  Was  aber  die  seriem 

n . n(n  — 1 ) n(/t-7)(n  — 4)  , 1 

3 ' 3.5  3.5.7  ' el „ + i 

betrifft,  so  kann  ich  mich  zwar  nicht  erinnern  selbige  schon 
gesehen  zu  haben,  es  ist  aber  deren  summa  ganz  offenbar. 
Eine  andere  Bewandniss  hat  es  mit  den  seriebus,  deren  de- 
nominatores  in  certis  casibus  ~ 0 und  folglich  die  summa 
serici  infinite  magna  werden  kann. 

Goldbach. 

P.  S.  Theorema:  Si  sit  aa-\-bb—P  P-\-eQQ,  ubi  P et  Q 
rationales,  erit  etiam 

an  -|-  ((2e— j- 1 )b — eP  — eQ)*  = M M + e N N , 
ubi  M et  N rationales. 
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Eui.Ell  il  ÜOLDBACH. 


So  v h * i r.E  Critiqur  du  th^oreine  pr^cedent. 


Berlin  d.  3.  Januar  1756. 

Ich  habe  nun  schon  eine  geraume  Zeit  so  viel  andere  Ge- 
schäfte gehabt,  dass  ich  an  numerische  thcoremata,  der- 
gleichen ich  Ew.  das  letzte  Mal  vorzulegen  die  Ehre  gehabt, 
nicht  habe  denken  können.  Die  partes  mathescos  applicatae 
nehmen  mir  die  meiste  Zeit  weg,  wo  es  immer  mehr  zu 
untersuchen  gibt,  je  mehr  man  damit  umgeht.  Weil  nun 
mein  Kopf  mit  so  viel  andern  Sachen  angefüllt  ist,  so  mag 
das  wohl  die  Ursach  seyn,  dass  ich  mich  in  das  von  Ew. 
( ommunicirte  und  nach  der  Hand  verbesserte  theorema  nicht 
linden  kann.  Vielleicht  haben  Ew.  vergessen  noch  eine 
wesentliche  Condition  hinzuzusetzen. 
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Das  theorcma  war:  Si  sit  aa -}- bb—Pt-\~eQt  cril  etiam 
aa-\-{[2e-\-l)b — eP — eQ)*—M*-\-eN*. 

Weil  ich  den  Grund  desselben  nicht  einsehen  konnte,  so 
habe  ich  die  Richtigkeit  desselben  durch  Exempcl  erfor- 
schen wollen. 

I.  Da  l*-f  *a  = !7  = 3*  + 2.2*,  so  ist  a~i,  b — k, 
P — 3,  Q—  2 und  e — 2,  also  müsste  seyn 

l*-|-(5.k— 2.3— 2.2)*=la+i0*=zl01=:Afa+2./V*, 
welches  unmöglich  ist. 

II.  Da  9*  -j-  %■*  zzz  97  zz:  7*  -f-  3 . V*,  so  ist  ozz:9,  b — k. 
P — 7 , Q~k  und  e~3,  also  müsste  seyn 

9*-(-  (7 . k— 3 . 7—  3 . k)* =9*-(-  5*=  1 06=:  3 A\ 

welches  ebenfalls  unmöglich  ist 

Da  ich  nun  nicht  einmal  ein  Exempel  finden  kann, 
welches  einträfe,  so  schliesse  ich  daraus,  dass  eine  gewisse 
Bedingung  in  den  Zahlen  a,  b,  P und  Q müsse  weggelassen 
seyn,  welche  ich  aber  nicht  ausfindig  machen  kann. 

Euler. 
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LETTRE  CLXII. 

Guldiucii  ä Euler. 


SoMMAiüt  Amendement  i et  theorrmc 


St.  Petersburg  d.  21.  Januar  175C. 

50  leid  es  mir  ist,  dass  ich  Ew.  durch  mein  unrecht  abge- 
schriebenes theorema  einige  Mühe  verursacht  habe , so  lieb  ist 
es  mir  hingegen,  dass  sie  selbiges  Ihrer  Untersuchung  werth 
gehalten , denn  wenn  Sie  nichts  darauf  geantwortet  hätten, 
würde  ich  auch  gewiss  nicht  mehr  daran  gedacht  haben. 
Nachdem  ich  solches  aber  auf  Dero  Veranlassung  wieder 
übersehen,  so  habe  ich  zuletzt  bemerket,  dass  es  unendlich 
generaler  gemacht  werden  kann,  und  der  bey  einer  andern 
Gelegenheit  von  mir  angeführte  Vers:  Si  non  errasset,  Jece- 
rat  ille  minus  findet  hier  abermal  Statt.  Es  soll  heissen: 

51  aa  -}-  bb  ~ P P eQQ,  ubi  P et  Q sint  numeri  ratio- 
nales, puterit  ctiam  fieri 
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aa  4-  (b  -f-  2em  (mb — mP — Q))*~  MM eN N , 
ita  ut  M et  JV  »int  rationales,  modo  pro  m sumatur  numerus 
rational  is.  In  dem  von  Ew.  angeführten  ersten  Exempel, 
woselbst  a ~ 1 , b~  k,  P — 3,  Q—2  und  e~2,  wird 
1»_|_  %,*  — 3*  _|_2.2*,  ergo  etiam  i*4-(4+fcmm — 8m)*  seu 
l*_j_2*(m  — l)'  — MM -\-2 N N de  quo  dubitarc  nefas.  In 
dem  andern  exemplc,  wo  a— 9,  b~\,  P~ 7,  Q—k,  e— 3, 
oder  9*-f-4’*~7*4-3.i*  wird 

9*  4-  (k  — 2k  m — 18  m m)*  = M*  -j-  3 iV\ 

welches  gleichfalls  eine  gewisse  Wahrheit  ist.  So  oft  nun 
aa-\-(b-\-2em  (mb  — mP  — Q))* 
ein  numerus  primus  ist,  so  kann  er  diese  Form  MM-\-  eNN 
haben,  wenn  gleich  aa-\-bb  kein  numerus  primus  ist  ...  . 

Goldbach. 
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LETTRE  CLXIII. 

Euler  ä Goldbach. 

Sou  Ui  i RI.  Que*tion  relative  au  roulis  et  au  tangage.  Heroarques  sur  le  thlo- 
remc  pr&ldent. 


Berlin  d.  10.  Februar  1756. 

— — Noch  hat  unser  Joh.  Albert  keinen  Preis  bey  der 
Pariser  Akademie  erhalten.  Der  Name  desjenigen,  so  im 
vorigen  Jahre  den  Preis  erhalten,  wurde  nicht  sogleich  be- 
kannt gemacht-,  man  wusste  nur,  dass  cs  ein  junger  Mensch 
war,  welches  vielleicht  zu  der  Ew.  hinterbrachten  Nach- 
richt Anlass  gegeben  haben  mag.  Es  ist  mir  aber  seitdem 
die  Preisschrift  selbst  zugeschickt  worden,  deren  Verfasser 
M.  Chauchot,  sous-constructeur  de  vaisseaux,  genannt  wird, 
welcher  aber  bald  darauf  gestorben  seyn  soll.  Die  Frage 
war:  Diminucr  le  plus  qu’il  est  possible  les  mpuveinens  de 
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roulis  et  de  tangage  d un  navire  etc.  Da  aber  die  obge— 
meldte  Schrift  kein  völliges  Genüge  geleistet,  so  ist  eben 
diese  Frage  nochmals  aufs  künftige  Jahr  vorgelegt  worden, 
worüber  wir  jetzt  würklich  arbeiten.  Von  meiner  Dank- 
sagung an  des  Hrn.  Comte  d’Argenson  Excellcnz  habe  ich 
so  wenig,  als  von  allen  meinen  Briefen  eine  Abschrift  be- 
halten. Sic  war  schlecht  gerathen , und  also  nicht  wohl 
möglich  viel  darin  zu  verbessern.  Mir  hat  sie  am  wenigsten 
gefallen , und  deswegen  wollt’  ich  kein  Andenken  davon 
aufbehalten. 

Ew.  theorema,  dass,  wenn  aa-\-bb— PP-^-eQQ,  auch 
a a (b  2 e m(m  b — m P — Q))*  — MM  e NN  sey , hat 
seine  völlige  Richtigkeit  und  ist  deswegen  sehr  merkwürdig, 
dass  dadurch  dieses  problema  solvirt  werden  kann: 

Datis  duobus  quadratis  aa  et  bb,  quorum  summa 
sit  numerus  formae  P* e Q1 , invenire  infinita  alia 
quadrata  loco  bb  substituenda,  quae  priori  aa  addita 
summam  exhibeant,  quae  pariter  sit  numerus  formae 
P’-l-eQ1. 

Hier  wird  also  das  erstere  quadratum  aa  beybehalten  und 
anstatt  des  andern  bb  unendlich  viel  andere  Werthe  ange- 
geben, dass  die  Summ  allzeit  in  dieser  Form  P*-f-eQ1  ent- 
halten sey.  Man  könnte  also  das  problema  noch  generaler 
also  proponiren: 

Proposita  summa  duorum  quadratorum  aa-\-bb,  quae 
sit  numerus  forinae  P*  -f-  e Q *,  invenire  infinitas  alias 
hinorum  quadratorum  summas  xx-\ -yy,  quae  in  eadem 
forma  contineantur; 

wovon  ich  folgende  Solution  gefunden:  Gum  sit 
aa  + bb  = P2  -\-eQ* 
tribuanlur  numeris  x et  y sequentes  valorcs 
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xzza  (tt  -f-  evv-\-rr — ss ) -{-  2 r(bs  — Pt — eQ v) 
y=.b(lt-\-evv — rr  -f-  ss)  -{-  2 s (ar — Pt  — eQv) 
uki  quidcm  pro  litteria  r,  s,  t,  v numcroa  quoscunque  acci- 
pere  licet.  Tum  autcm  utique  erit  xx  -\-yyzzz  Af*  -\-eN2\ 
fict  enim 

M zz  P(rr  ss-\-  tt — ew)-f  2 t(eQv  — ar — bs) 
et 

iV—  Q (rr-\-  ss  — tt-\~evv)  -\-2 v(P  t — ar  — bs). 
Solchergestalt  werden  nicht  nur  unendlich  viele,  sondern 
sogar  alle  mögliche  Werthe  für  x und  y gefunden. 

In  diesem  problemate  wird  vorausgesetzt,  dass  schon  ein 
casus,  da  oa  bb~  P2  -f-  eQ2  bekannt  sey,  um  daraus  alle 
übrige  zu  finden;  allein  dieses  ist  auch  nicht  einmal  nöthig, 
sondern  proposito  numero  e quocunque,  können  unmittelbar 
alle  mögliche  summae  binorum  quadratorum  angegeben  wer- 
den, welche  zugleich  in  der  Form  P2  -\-eQ2  enthalten  sind. 
Man  nehme  nehmlich  sogleich  azze  xx  — yy-\-zz  und 
b — 2yz,  so  wird  aa-{-bbzz  (exx  — yy — zz)2  -\-e(2xz)2. 
Weil  nun  x,  y und  z nach  Belieben  angenommen  werden 
können,  so  erstreckt  sich  diese  Solution  auf  alle  mögliche 
Fälle  und  scheinet  also  vor  der  vorhergehenden  keinen  ge- 
ringen Vorzug  zu  haben. 

Euler. 
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LETTRE  CLXIV. 

Goldiucm  ä Euler. 


SoHHAIRL  Meine  Sujet. 


St.  Petersburg  d.  23.  Märt  1756. 

Die  von  Ew.  angeführte  aequatio 

Ort  — f-  bb~(exx  — yy  — zzf  -j-  e(2 xz)* 
ist  aus  unserer  vorigen  eorrcspondance  schon  bekannt,  wel- 
cher Umstand  Deroselben  vielleicht  entfallen  war.  Sonst 
habe  ich  auch  noch  einen  andern  hierher  gehörigen  hisum 
nalurae  bemerkt , nemlich  wenn  1 -J-  % efg  — P P -j-  e Q Q, 
erit  etiam  t -\~he(fg-\-effyyxx)—(P — 2e/yx)'1  -\~c(Q — x)% 

posita  x — » 80  oft  nun  e(g  + efyyxx ) ein  nu- 

merus  quadratus  ist  (posito  valore  dicto  ipsius  x),  so  oft  kann 
P P -f-  eQQ  in  diese  Form  verwandelt  werden 
existentibus  M et  N rationalibus,  denn  es  wird  seyn 
M~(P  — 2eJ'yx)  und  N—Q  — x. 

Goldbach. 
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P.  S.  d.  27  Mär/.  1756.  Es  scheinet , dass  die  Uebcr- 
cilungsfehlcr  bey  mir  in  den  Briefen  an  Ew.  je  länger  je 
gemeiner  werden,  wie  cs  in  dem  letzten  abermal 

X—k/Py-\-2Q  und  nicht  x~ 

hätte  heissen  sollen,  welches  ohne  Beschwerde  zu  eorrigiren 
bitte.  Im  übrigen  wird  vielleicht  dieses  raisonnement  zum 
Beweise,  dass  ein  numerus  primus  von  dieser  Form  i-\-keJ'g 
in  P P -f-  eQQ  verwandelt  werden  kann,  etwas  bey  tragen: 
Si  positis  e,J,  g rationalibus , lieri  potest 
i kefg  — PP  eQQ 
ita  ut  P et  Q sint  rationales,  poterit  etiain  ficri 
1 + hefg  — MM+fNN=RR-\-gSS 
ita  ut  M,  N,  R,  S sint  rationales  (cum  in  mimero 
1 -\-befg  numeri  e,f  et  g sint  natura  sua  permutabiles). 
Atqui  in  quovis  numero  primo  1 -\-\ef  g zz:  aa  -j-  bb 
verum  est  prius  (nam  poni  potest  e~1,  P~a,  Qzz:b), 
ergo  et  posterius. 


I 

I 
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LETTRE  CLXV. 

s 

Euler  ä Goldbach. 

SOHMAIRE.  M eine  »ujet. 


Berlin  d.  17.  April  1750. 

Es  hal  «eine  völlige  Richtigkeit,  dass  wenn  1 -|-  \efg~ 
P1-\-eQ1,  auch  «eyn  werde 

(P  — 2 ej'yxf  -J-  e(Q  — xf  = t -f  kef(g  — eff  x1) 
posita  x — y 2 Q , und  also  auch  dass,  so  «ft 
e (S  4"  eff  ■**)  e'n  quadrattim  ist,  diese  form  in  M2 
verwandelt  werde.  Hieraus  aber  möchte  wenig  zu  folgern 
seyn.  Denn  da  e,f,  g numeri  inter  sc  primi  zu  seyn  pfle- 
gen, so  sind  die  factores  e und  g ejfx1  inter  se  primi, 
folglich  kann  ihr  Product  kein  quadratum  seyn;  es  wäre 
denn,  dass  man  für  y,  x numeros  fractos  zulassen  wollte, 
in  welchem  Fall  man  sich  in  noch  grössere  Schwierigkeiten 
verwickeln  würde.  Denn  es  scy  e ” 2 , J ~ ö und  g — I , 
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also  1 -f-  efg  — M ~ 31  -|-  2 . 4-*.  Dahcro  P — 3 und  Q~W. 
Nun  nehme  man  x — kJ'Py-\~  2Q  — 60/  -f-  8,  so  ist  aller- 
dings 1 -4-  fcO  (1  -j-  1 0}*«*)  = (3  — 20  jx)1  4-  2 (%•  — x)1.  Es 
wäre  also  die  Frage,  ob  e(g  -f-  e/y*®*)  — 2(1  4-  10y*a?)  ein 
quadratum  seyn  könnte,  welches  aber  unmöglich  ist,  so 
lang  für  a;  und  j nur  numcri  intcgri  angenommen  werden. 
Wollte  man  aber  auch  Brüche  zulassen,  und  für  x seinen 
Werth  60y-|-8  setzen,  so  wäre  yx  — 60y*  8y,  also 

y*x*  = 3G00j4  -|-  960  y*  6ijy,  und  daliero  geriethe  man 
auf  diese  Frage,  ob  folgende  Formul 

72000/4  4- 1 9200 j*  + 1280 f 4 2 
ein  Quadrat  seyn  könne.  Wenn  sich  aber  auch  solches  nach 
vieler  Mühe  linden  sollte,  so  sehe  ich  nicht,  was  man  da- 
mit gewonnen  hätte.  Inzwischen  ist  aber  gewiss,  dass  diese 
Formul  auch  in  gebrochenen  Zahlen  niemals  ein  Quadrat 
werden  könne.  Denn  eher  man  noch  den  Werth  für  x sub- 
stituirt,  so  setze  man  yx~m,  also  2 -)-  20m1  — □.  Ferner 

m—  — > folglich  2 4-  — ««  — □ oder  5/m-(-8~n  welches 
olfenhar  unmöglich  ist. 

Das  von  Ew.  angeführte  Argument,  dass  wenn 

1 + *e/g  = + eQ1> 

auch  seyn  müsse  1 -|-  befg—  M*  — j- iV*  — R1  -j- gS1,  weil 
kein  Grund  vorhanden  wäre,  warum  eine  solche  Aullösung 
bey  einem  der  Factoren  e , J,  g mehr  Platz  haben  sollte,  als 
hey  den  andern , würde  in  der  Metaphysic  für  eine  herr- 
liche Demonstration  passiren  können,  wo  man  sich  mit  Bo- 
weisthümern  zu  begnügen  pflegt,  welche  bey  weitem  nicht 
so  bündig  sind.  Allein  in  der  Mathematic  kommen  mir  der- 
gleichen Schlüsse  immer  verdächtig  vor.  Ew.  dehnen  zwar 
diesen  Satz  auf  alle  uumeros  rationales  überhaupt  aus,  in 
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welchem  Fall  ich  denselben  für  wahr  halte,  wenn  nur 
I -)-  bej'g  ein  numerus  priinus  ist;  welche  noth wendige  Be- 
dingung gleichwohl  im  arguinento  nicht  enthalten  ist,  und 
auch  nicht  erhellet,  warum  dieselbe  hinzugesetzt  werden 
sollte.  Ohne  diese  Bedingung  aber  ist  der  Satz  falsch,  denn 
1 ist  wohl  — /n  -j-5 Q2  und  doch  ist  1 -|-A.  t . 5 ~ 

M1  1 . Ä 1 unmöglich.  Hernach,  wenn'  man  auch  Mittel 
fände,  die  Bedingung,  dass  1 -hcjg  ein  numerus  primus 
seyn  müsse,  in  den  Beweis  cinzuflcchten,  so  sehe  ich  keinen 
Grund,  warum  der  Satz  nicht  auch  wahr  scyn  sollte,  wenn 
für  P,  Q,  M,  N,  II,  S nicht  nur  numeri  rationales,  son- 
dern auch  integri  genommen  würden;  denn  wenn  die  Re- 
duction  i k cjg  ~ P1 e (P  in  integris  Platz  hat,  so  ent- 
hält der  angegebene  Beweis  keinen  Grund,  warum  die  an- 
dern Rcduetionen  nicht  auch  in  integris  Platz  haben  sollten. 
Allein  in  diesem  Fall  ist  der  Satz  nicht  mehr  der  Wahr- 
heit gemäss,  wie  aus  diesem  Exempel  erhellet:  Es  sey  e~3, 
f—  5,  g—  il,  so  wird  t -f- \ej'g  — G61  (numero  primo). 
Nun  ist  zw'ar  661  — 19*— ^—3 . 10*  und  auch  661  — t G*  -(-  5 . 9*; 
doch  aber  kann  die  dritte  Resolution  661  zr  R1  -f-  1 1 .Ä1  in 
integris  auf  keinerley  Art  bestehen.  In  Brüchen  findet  dieselbe 

aber  Statt,  indem  661  ~ ~f  1 1 ; woraus  klar  ab 

zunclunen,  dass  in  dergleichen  ratiociniis  die  grösste  Behut- 
samkeit gebraucht  werden  müsse.  Ich  habe  solches  bey  eini- 
gen, über  einige  theoremata  Fermatiana  gegebenen  Demon- 
strationen zur  Genüge  erfahren.  Als  z.  Ex.  war  der  Beweis 
sehr  leicht,  dass  wenn  zwey  summac  duorum  quadratorum 
mit  einander  multiplicirt  werden,  das  Product  auch  eine 
summa  duorum  quadratorum  seyn  müsse,  indem 

(aa-\-bb)  (cc  -j-  dd)  — (ac  ± bd)‘l-\-(ad  + bc )a. 

Corr.  mal h.  et  phyi.  T.  I.  Ut 
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Wer  sollte  nun  daraus  nicht  schliessen,  dass  wenn  eine 
summa  duorum  quadratorum  durch  eine  andere  summani 
duorum  quadratorum  getheilt  werden  kann,  der  Quotient 
nicht  auch  eine  summa  duorum  quadratorum  seyn  müsse? 

Die  Sache  ist  zwar  wahr;  allein  der  erwähnte  Schluss  ist 
unrichtig,  denn  wenn  derselbe  richtig  wäre,  müsste  auch 
dieser  richtig  seyn:  Productum  ex  duobus  numeris  paribus 
semper  est  par:  ergo  si  numerus  par  per  alium  sit  divisibilis, 
quotus  quoque  erit  par;  welches  doch  offenbar  falsch  wäre. 

Euler. 
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LETTRE  CLXVI. 

Goldbach  ä Eulf.r. 

SommaIKK.  Me  nie  sujet. 


St.  Petersburg  d.  18.  Mai  1756 

Wa,  die  Aequation 

1 + efg—  PP  -1-  eQQ  = MM  +/AW=  etc. 
betrifft,  bin  ich  mit  Ew.  einerley  Meinung,  indem  die  Natur 
der  Zahlen  P , ’Q,  M etc.,  nehmlich  ob  es  numeri  integri, 
oder  fracti,  oder  surdi  seyn  sollen,  nicht  bestimmet  wird, 
ohngeachtet  die  numeri  integri  e,  f und  g permutabiles  sind. 
Dass  aber  die  grosse  Zahl  72000y4+  19200y*-|-t280/y-j-2 
kein  Quadrat  seyn  kann,  folget  alsofort,  wenn  man  dieselbe 
als  ein  exemplum  regulae  von  4n-f- 2znD  betrachtet. 

Indessen  bekenne  ich,  dass  ich  noch  nicht  recht  einsehe, 
warum  Ew.  zur  Wahrheit  dieser  Aequation 
I + 4e/=  PP-j-eQQ 
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erfordern  , das»  \ -\-K  ef  ein  numerus  primus  sey , wenn 
P et  Q rationales  seyn  sollen,  da  allein  in  dem  casu,  uhi 
f—  e -f-  kk  — 1 unzählige  Exempel  vorhanden  sind  , dass 
auch  numeri  non  primi  diese  Eigenschaft  haben  können,  als 
posita  e — k=3,  fit  1 -}-  fc.3.  U = 54  + 3.61. 

Nachfolgendes  theorema  halte  ich  pro  demonstrahili:  Sit 
pzz.aa  bb  et  sit  i -\-mQQ  summa  duorum  quadratorum, 
crit  ctiam  p — aa  -f-  bb  — PP  -j-  (xx  — mp)  QQ,  ita  ut,  »i 
reliqui  numeri  sint  rationales,  fiat  etiam  x rationalis. 

Goldbach. 
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LETTRE  CLXVII. 


Euleb  a Goldbach. 

Somuaire«  Mente  sujet. 


* Berlin  d.  II.  Juni  1 756. 

Bass  diese  grosse  Zahl  72000y*  -f-  19200ys  -j-  1280}1  -f-  2 
kein  Quadrat  seyn  könne,  folget  nur  alsdann  aus  der  For- 
mul kn -{-2  mH),  wenn  j ein  numerus  integer  ist.  So  viel 
ich  mich  aber  erinnere,  begriff  y auch  numeros  fractos,  und 
da  wird  allerdings  eine  besondere  Demonstration  erfordert. 
Man  darf  nur  diese  Formid  8xx-\-2  betrachten,  welche, 
wenn  x auch  ein  Bruch  seyn  kann , infinitis  modis  ein 

1 1 

Quadrat  seyn  kann,  als  , x~—>  etc.  Dass  nun  ein 

i i 

Gleiches  bey  der  obigen  Formul  nicht  Statt  finde,  muss  be- 
sonders bewiesen  werden. 

Dass  ich  zur  Wahrheit  dieser  Aequation  \ kef  ~ 
PP  -{-eQQ  erfordere,  dass  \ -\-kef  ein  numerus  primus 
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8eyn  müsse,  ist  die  Ursach,  weil  wenn  1 -j-fceykein  nu- 
merus  primus  ist,  solche  Fälle  Vorkommen,  da  t -j-  \ef 
nicht  dieser  Formul  P P eQQ  gleich  seyn  kann;  denn  es 
sey  z.  Ex.  e—  1 , f—  5,  so  ist-r'gewiss  1 -j-  \ef  — 21  nicht 
gleich  PP- 1-  QQ  Inzwischen  gebe  ich  gern  zu , dass 
1 -\-  \ef  P P -J-  eQQ  in  unendlich  vielen  Fällen  wahr  ist, 

wenn  gleich  1 -j-  \cf  kein  numerus  primus  ist.  Wenn  aber 
auch  nur  ein  einiger  Fall  in  contrarium  könnte  angeführt 
werden , so  wäre  derselbe  hinlänglich  die  Wahrheit  des 
Satzes  zu  zernichten.  Hingegen,  wenn  diese  Bedingung  hin- 
zugesetzt wird,  dass  ein  numerus  primus  seyn  müsse, 

so  kann  kein  Fall  in  contrarium  angeführt  werden,  wenn 
man  nehmlith  für  P und  Q die  Brüche  nicht  ausschlicsst, 
und  deswegen  glaube  ich,  dass  der  Satz  wahr  sey,  ungeacht 
ich  denselben  nicht  beweisen  kann.  Wenn  aber  die  Bedin- 
gung, dass  1 -j-  hef ’ — numero  primo,  weggelassen  wird,  so 
kann  man  sicher  behaupten  , dass  der  Satz  1 -f-  k e f— 
PP  eQQ  nicht  wahr  sey,  weil  die  Anführung  eines  ein- 
zigen Exempels  in  contrarium  hinreichend  ist,  denselben 
umzustossen. 

Wenn  man  aber  für  P und  Q nur  numeros  integros  zu- 
lässt, zugleich  aber  die  Condition  festsetzt,  dass  1 -j-  kej  ein 
numerus  primus  seyn  müsse,  so  ist  die  Aequation  1 -|-  \ef 
— PP -\- eQQ  in  genere  gewiss  nicht  demonstrabel , indem 
ich  unendlich  viel  Fälle  in  contrarium  anführen  kann.  Ja, 
das  von  Ew.  angeführte  Exempel,  dass  l-j-k.3.ll:z:133z^. 
5*-f-3.6*,  ungeacht  133  kein  numerus  primus  ist,  reichet 
eine  Exception  dar,  indem  1 — 4.3. 1 i nicht  ist  P%-\- 11  Q2, 
welches  gleichwohl  seyn  musste,  wenn  der  Salz  allgemein 
wahr  wäre. 

• 
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Da»  theorema,  so  Ew.  anführen,  da*»  wenn  pzz:aa-\-bb 
und  l-j-mQ2  summa  duorum  quadratorum,  auch  »eyn  werde 
p—aa-\-bb~Jn~\-[xx — mp)Qx,  ist  nicht  nur  demon- 
strabel,  sondern  man  kann  auch  in  genere  die  Werthe  für 
P und  x anzeigcn,  welche  dieser  Aequation  ein  Genüge 
leisten.  Denn  es  sey  1 -(-  mQ1  — rr-\-ss,  so  nehme  man 

P — ar — bs  und  x~  > alsdann  wird  augenscheinlich 

aa  bb  ~ P1  [xx — mp)Q%.  Denn  da 

P^—aarr  — 2abrs-\-  bbss 
xxQQ  — aass  -\-2abrs  -f-  bbrr 
— mpQQ  (ob p—aa-\-bb)~  — maaQQ  — mbbQQ 
folglich  P1  -}-  (xx  — mp)  Q2  — 

(aa  -|-  bb)  (rr-(-  ss)  — m(aa  bb)  QQ~aa-\-  bb , 
weil  rr-\-sszz  i mQ2,  per  hypothesin. 

Euler. 
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CLXVIII. 


Eut  f.  ii  ä Gold  hach. 


Summa  irl  Probleme  du  cavalicr  au  jeu  des  tfehee». 


licrlin  d.  26.  April  17ö7. 

(Lettre  de  rccommandatiou , donnce  a Aepinus). 

Die  Erinnerung  einer  mir  vormals  vorgelegten  Auf- 
gabe hat  mir  neulich  zu  artigen  Untersuchungen  Anlass 
gegeben,  auf  welche  sonsten  die  Analysis  keinen  Einfluss 
zu  haben  scheinen  möchte.  Die  Frage  war:  Man  soll  mit  ei- 
nem Springer  auf  einem  Schachbrette  alle  6k  Plätze  dergestalt 
durchlaufen,  dass  derselbe  keinen  mehr  als  einmal  betrete.  Zu 
diesem  Ende  wurden  alle  Plätze  mit  Marquen  belegt,  welche 
hey  Berührung  des  Springers  weggenommen  wurden.  Es 
wurde  noch  hinzugesetzt,  dass  man  von  einem  gegebenen 
Platz  den  Anfang  machen  soll.  Diese  letztere  Bedingung 
schien  mir  die  Frage  höchst  schwer  zu  machen,  denn  ich 
hatte  bald  einige  Marschrouten  gefunden,  bey  welchen  mir 


Digitized  by  Google 


G55 


aber  der  Anfang  musste  freygelasscn  werden.  Ich  sähe  aber, 
wenn  die  Marschroute  in  se  rediens  wäre,  also  dass  der 
Springer  von  dem  letzten  Platz  wieder  auf  den  ersten  sprin- 
gen könnte , alsdann  auch  diese  Schwierigkeit  wegfallen 
würde.  Nach  einigen  hierüber  angcstcllten  Versuchen  habe 
ich  endlich  eine  sichere  Methode  gefunden,  ohne  zu  pro- 
biren,  soviel  dergleichen  Marschrouten  ausfindig  zu  machen, 
als  man  will,  (doch  ist  die  Zahl  aller  möglichen  nicht  un- 
endlich). Eine  solche  wird  in  beygehender  Figur  vorgestellt : 
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Der  Springer  springt  nehmlich  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen.  W eil  vom  letzten  64  auf  N.  1 ein  Springerzug  ist, 
so  ist  diese  Marschroute  in  sc  rediens. 

Hier  ist  noch  diese  Eigenschaft  angebracht,  dass  in  areolis 
oppositis  die  diflerentia  numerorum  allenthalben  32  ist. 

Eule  r. 
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LETTRE  CLXIX. 

Euler  ä Goldbach. 

So  m mai  RE.  Troubles  de  la  guerre.  Kotlces  sur  la  famille  d 'Euler. 

Berlin  d.  39.  Juni  1763. 

Nach  dem  so  schweren  Ungewitter , welches  mich  ausser 
Stand  gesetzt,  meine  schuldigste  Ehrerbietung  Ew.  schrift- 
lich zu  bezeugen,  habe  ich  mich  in  der  völligen  Ungewiss- 
heit Dero  Zustands  noch  nicht  unterstehen  dürfen  meine 
gehorsamste  Pflicht  bey  Ew.  abzustatten.  Ich  hatte  deswegen 
den  Ifrn.  Prof.  Müller  ersuchet,  mir  darüber  die  nöthigen 
Erläuterungen  zu  ertheilen.  Um  so  viel  lebhafter  war  dem- 
nach meine  Freude,  als  ich  vorgestern  Ew.  gütigstes  Schrei- 
ben *)  zu  erhalten  das  Glück  hatte,  und  ich  kann  so  wenig 
mein  Vergnügen  über  Dero  Wohlseyn  als  die  dankbarsten 
Empfindungen  meines  Herzens  über  Dero  fortdauernde  ganz 
ungemein  gnädige  Gesinnung  gegen  mich  und  die  Meinigen, 

*)  Cette  lettre  manque. 


Digitized  by  Google 


657 


mit  Worten  ausdrücken;  insonderheit  bin  ich  über  das  huld- 
reiche Andenken,  dessen  Ew.  meinen  ältesten  Sohn  haben 
würdigen  wollen,  innigst  gerührt,  und  derselbe  ist  darüber 
auch  vor  Freude  ganz  ausser  sich  selbst.  Nachdem  ihm  von 
Sr.  K.  M.  eine  Stelle  bey  unserer  Akademie  allergnädigst 
ertheilet  worden,  so  hat  er  sich  schon  vor  einigen  Jahren 
zu  unserm  Vergnügen  verheirathet , und  da  sein  Einkom- 
men wegen  der  Kriegsunruhen  noch  sehr  gering,  so  lebt  er 
mit  seiner  Frau  bey  uns  und  wir  haben  die  Freude  ein 
artiges  Grosstöchterleyn  erlebt  zu  haben.  Die  Göttliche  Vor- 
sehung hat  bisher  bey  so  mancherley  Trübsalen  so  gnädig- 
lich und  wunderbar  über  uns  gewaltet,  dass  wir  auch  we- 
gen des  Künftigen  unser  festes  Vertrauen  auf  Dieselbe  setzen. 
Mein  zweiter  Sohn,  der  auch  noch  in  Petersburg  geboren, 
hat  sich  mit  allem  Fleiss  auf  die  Medicin  gelegt  und  ist  ge- 
genwärtig in  Halle,  wohin  ich  ihn  vor  einem  Jahr  gebracht 
habe,  und  gedenket  auf  künftigen  Herbst  zu  promoviren. 
Ich  habe  den  Trost , dass  seine  Herren  Professores  seinen 
Fleiss  und  gute  Aufführung  nicht  genug  rühmen  können. 
Mein  jüngster  Sohn,  der  hier  A.  17V3  geboren  , hat  sich 
dem  Kriegswesen  gewidmet  und  ist  nun  Lieutenant  bey  der 
Artillerie,  wo  man  ungemein  wohl  mit  ihm  zufrieden  ist 
Ausser  diesen  haben  wir  noch  zwey  Töchter  und  leben 
hier  in  dem  grössten  Vergnügen  durch  die  Gnade  Gottes 
beysammen,  ungeachtet  hier  Jedermann  über  die  ausgestan- 
denen harten  Drangsale  die  bittersten  Klagen  führt;  und 
ich  auch  das  Unglück  gehabt,  dass  mein  Landgut  in  Char- 
lottenburg, als  unsere  Stadt  in  Russischen  Händen  war, 
rein  ausgeplündert  worden.  Der  Hr.  General  Tschernyschcff, 
welcher  mich  vormals  besucht  hatte,  schickte  mir  zwar  so- 
gleich eine  Salvegarde,  sie  kam  aber  doch  zu  spät  und  ich 
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habe  meine  Hoffnung  zu  Ersetzung  des  erlittenen  Verlust* 
noch  nicht  aufgegeben , da  ich  deswegen  sowohl  von  de* 
Ilm.  Ilcttmanns  als  des  Ilm.  Grosskanzlers  Hoehgräfi.  Excel- 
lenz  die  gnädigste  Versicherung  erhalten  habe,  und  mir  von 
der  Akademie  angerathen  worden,  mich  auch  deswegen  bey 
unserm  Gesandten,  dem  Hrn.  Baron  von  Goltz,  zu  melden; 
doch  scheinen  mir  die  gegenwärtigen  Umstände  dazu  noch 
nicht  die  günstigsten  zu  seyn.  Doch  überwiegt  unsern  Kum- 
mer himmelweit  unsere  inbrünstige  Freude  über  die  höchst 
wunderbare  und  göttliche  Errettung  unseres  allertheuersten 
Königs,  und  unsere  Kirchen  erschallen  immer  von  den  herz- 
lichsten Lobeserhebungen  Seiner  glorwürdigst  regierenden 
Russisch  Kaiserl.  Majestät,  welchen  der  Allerhöchste  mit 
allem  nur  möglichen  Segen  überschütten  wolle! 

Ich  habe  das  feste  Vertrauen  zu  Ew.  gnädigen  Zuneigung, 
dass  Dieselben  über  die  weitläufige  Erzählung  meiner  Um- 
stände nicht  ungeduldig  werden,  sondern  uni  noch  ferner 
Dero  hochgeschätzte  Wohlgcwogenheit  zuzuwenden  geruhen 
werden,  zu  welcher  ich  mich  sammt  den  Meinigen  auf  das 
inständigste  ganz  gehorsamst  empfehle.  Der  Allmächtige 
Gott  wolle  Ew.  bey  beständiger  Gesundheit  und  allem  wahr- 
haftigen Wohlseyn  immerfort  erhalten  und  in  allen  Stücken 
Seinen  reichen  und  herzerquickenden  Segen  verspüren  lassen. 
Ich  habe  die  Ehre  u.  s.  w. 

Euler. 
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LETTRE  CLXX. 


Euler  ä Goldbacji 


Som  MAIRE.  Thdoremr  d’analyse. 


Berlin  d.  25.  September  17B2. 

Simple  lettre  de  politessc,  comme  la  preeddente.  Un  feuillct  nnnexe 
contient  ce  qui  suit: 


Theorema.  Si  hnbeantur  numeri  quotcunque  inaequales 
a,  b,  c,  d etc.,  ex  iisque  formentur  sequentes  fractiones 


<z" bn  c" 

(a  — b)(a — c)(a  — d) etc. ' (6  — a)(b — c) {b  — rf)etc.>  (c — n)(c — b)(c — * 

dn 

- . . . « ptr. 

(d  — a)  (d  — b)  (d  — c)  etc. 


earum  summa  semper  estzz;0,  si  exponens  n (quem  inte- 
grum intelligi  oportet)  minor  sit  numero  factorum  in  singulis 
denominatoribus.  Sin  autem  ei  sit  acqualis,  summa  fit  ~ 1 . 
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Exemplum.  Sint  numeri  propositi  10,9,  7,  2 erit 

ion  9n  , i"  v»  an  (1 

1 .3.0.8  t .2.5.1  3. 1.3.5  6 .5.3.2  S. 1.5.1  — 

si  n < b , at  si  n~k,  summa  est  — 1 . Sit  n — 0 , erit 

J i + i_±  + _L-ü 

144  10  ' 90  180  ' 560 

est  manifestum.  In  genere,  fractionibus  ad  communem  de- 
nominatorem  rcductis  fit 

35.10"  — 72.9"-(-56.7n  - 28. V + 9.2"  = 0, 
dummodo  n<C  k. 

Dieses  theorema  scheint  nicht  wenig  merkwürdig  zu  seyn; 
es  däucht  mich  aber,  Ew.  haben  mir  schon  längst  der- 
gleichen etwas  mitzutheilen  geruhet. 

Euler. 
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LETTRE  CLXXI. 

Goldbacii  ä Eli, KR. 

S O M M a i it  c.  Billet  de  remerciraent.  Encore  unc  observation  sur  le  thÄ>reme  de« 
lettre«  prlcldentes  relatif  ä la  d<?composition  de»  nombre»  en  quarrt«. 

St.  Petersbarg  d.  1».  October  1762. 

Ew.  beyde  letztere  Briefe  sind  mir  d.  15.  Juli  und  11  Oc- 
tober allhier  richtig  abgegeben  worden.  Für  das  mir  com- 
munieirte  schöne  theorema  sage  ich  schuldigsten  Dank,  be- 
finde mich  aber  jetzo  gänzlich  ausser  Stande  selbiges  pro 
dignitate  zu  betrachten*), 

Ich  habe  unlängst  einige  tomos  vom  Hamburger  Magazin 

*)  Les  infirmites  de  l'Sgc  de  l’auteur  se  manifestem  aussi  dans  l’ecriture  de 
cette  lettre  qui,  quoique  belle  encore,  est  cependant  inccrtaine  et  tremblante. 
Le  lectcnr  »oudra  bien  remarquer  qu’il  y a un  cspace  de  six  ans  entre  la 
dato  de  cette  lettre  et  cellc  de  la  lettre  pr^cidente. 


Digitized  by  Google 


662 


durchblättert  und  darin  die  grossen  eloges  welche  Ew.  an 
unterschiedenen  Orten  so  billig  hey gelegt  werden,  mit  un- 
gemeinem Vergnügen  beobachtet.  Dero  Ilm,  Sohne  gratu- 
I i re  ich  von  ganzem  Herzen  zur  abermaligen  Pclcrsburgi- 
srben  piöcc  victorieusc. 

Gold  bar  b. 

P.  S.  Ich  habe  observirct,  dass  der  Aerfuatiou 
na-\-  bb~  PP  eQQ 

allezeit  ein  Gniigen  gesebiebet  positis 

p—h±=J!L f,  e-3 bb  — na,  Q = 

woraus  unzählige  dergleichen  valores  pro  summa  an  }-  bb 
fonniret  werden  können. 
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LETTRE  CLXXII. 


Euler  ä Goldbach. 

So  M ii  A IRC.  Drfcoraposltlon  dn  nombre«  cn  ca  res,  suite.  Au  Ire  thlorfcm«  de 
nombre* . 


Berlin  d.  0.  November  1762. 

Diu  Frage,  welche  Ew.  zu  berühren  belieben,  was  für 
Zahlen  in  einer  jeden  von  diesen  Formuln  aa  -(-  bb  und 
pp  -j-  eqq  zugleich  enthalten  sind?  ist  in  der  Lehre  von  den 
Zahlen  nicht  nur  von  der  grössten  Wichtigkeit,  sondern 
fasset  auch  solche  besondere  Schwierigkeiten  in  sich,  welche 
dieselbe  höchst  merkwürdig  machen,  insonderheit  wenn 
mehr  als  zwey  Formuln  vorgeschrieben  werden.  Wenn  nur 
zwo  gegeben  sind,  und  man  sucht  alle  Zahlen  IV,  so  zu- 
gleich in  diesen  beyden  Formuln  aa  mbb  und  cc-\-ndd 
enthalten  sind,  wo  m und  n gegebene  Zahlen  sind,  so  finde 
ich  N~  ( mpp  -j-  nqq  -j-  rr  -j-  muss)* — Kmn(pq  — rs) *, 
denn  daraus  wird 

Gorr.  math.  et phyt.  T.  /.  in 
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N—  (m/j/j  — nqq  — rr  mnss )*  4~  m(2pr  -(-  2nqs )*  — 

( mpj > — nqq-\-rr  — mnss)'1  -j-  n (2 qr  -\-2 mps)\ 

Wenn  aber  mehr  als  zwey  dergleichen  Formuln  vorgegeben 
sind,  in  welchen  die  Zahlen  iV  enthalten  scyn  sollen,  so 
hört  die  algebraische  Ilulfc  fast  gänzlich  auf,  und  eben  des- 
wegen ist  es  um  so  viel  merkwürdiger,  dass  alsdann  der- 
gleichen Fragen  auf  eine  ganz  andere  Art  ganz  leicht  auf- 
gelöset  werden  können,  wobey  aber  der  Beweis  noch  fehlet. 
Also  wenn  solche  Zahlen  verlangt  werden,  so  zugleich  in 
diesen  Formuln  aa  -|-  bb,  cc  -\-2dd,  ee -j- 3 ff,  gg  -}-  5hh, 
enthalten  sind,  so  darf  man  nur  die  Zahl  nehmen,  die  sich 
durch  die  gegebenen  1,2,  3,  5 theilen  lässt:  diese  ist  nun  30. 
Alsdann,  so  oft  4.3"0x+  1 ~ t20.ic  1 ein  numerus  pri- 
mus  ist,  so  hat  man  eine  Zahl  für  N,  und  zwey  oder  mehr 
dergleichen  nurneri  prinii,  mit  einander  multiplicirt,  geben 
ebenfalls  Zahlen  für  N.  Dahero  sind  diese  nurneri  primi 
12üx  -\-  1 folgende:  2VI,  G01,  1201,  1321,  1801  etc.  von 
welchen  der  erste 

2H  — 1 5a  H-  — 13*4-2.  G1—  7*4-  3.8*=lH*  -f-  5.3*, 
wobey  dieses  insbesondere  zu  merken  ist  , dass  diese  Eigen- 
schaft nur  den  in  der  Formul  I20x  -(-  1 enthaltenen  nu- 
uieris  primis  zukommt.  Hernach,  da  Ew.  gezeigt,  dass  eine 
summa  duorum  quadratorum  aa  4-  bb  auch  in  dieser  Form 
/>/>4_eQQ  enthalten  ist,  wenn  e~3 bb  — aa  oder  3 aa — bb, 
ja  noch  allgemeiner,  wenn  e~(2u-\-l)bb  — auaa,  so 
können  daher  noch  gar  schöne  Erläuterungen  der  obigen 
Eigenschaften  gezogen  werden,  als  z.  Ex.  dass  eine  solche 
Zahl  aa-\-nbb  auch  zugleich  in  dieser  Form 
PP  -|-  ((2«  n)aa  — aa  bb)  QQ 
enthalten  ist,  wo  es  sich  aber  fügen  kann,  dass  P und  Q 
Brüche  seyn  müssen.  Als  , es  sey  « — 7,  nrr.3,  bzz.  8 und 
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die  Zahl  aa  -|-  nbb  — 2M  , so  ist  dieselbe  auch  in  dieser 
Form  P P -f-  eQQ  enthalten,  sumto 

e ~ (2  « 4-  3)  V9  — 6Vum  ~ 1 V7  -j-  98  a — 6 kua~ 

1^7  {-  tt9/9 — i&ßß  (posito  2 a~ß). 

Sulche  Zahlen  für  e sind  demnach 

82,  181,  150,  87, 

’ 180,  — 15, 

oder  (per  □ dividendo)  3,  5,  6,  82,  87,  181,  wohey  also 
sehr  merkwürdig  ist,  dass  die  Zahl  244  auch  in  dieser  Form 
PPß-S2QQ  enthalten  ist,  welches  aus  obiger  Hegel-  nicht 

kann  erkannt  werden,  denn  hier  ist  P~ — und  Q~  — • 

7 x 7 

Den  Beweis  von  dem  theoremate  numerieo,  wovon  letz- 
tens Ew.  Erwähnung  zu  thun  die  Eime  gehabt,  ist  auch 
ganz  sonderbar.  Ich  betrachtete  diesen  Bruch 

x" 

(x  — a)  (x  — b)  (x  — c)  etc.  * 

vom  welchem  bekannt  ist,  dass  sich  derselbe  in  diese  ein- 

ß C 

fache  Brüche  — 1 7 -| [-  etc.  auilösen  lässt,  und 

x — a ' x — b 1 x — c 1 

die  Zahlen  A,  D,  C,  numeri  constantes  werden,  wenn  nur 

der  exponens  n kleiner  ist,  als  der  numerus  factorum  in 

denominatore.  Nun  aber  bestimme  ich  die  Zähler  A,  B,  C, 

etc.  folgendergestalt:  Um  A zu  linden,  multiplicire  ich  alles 

in  x — a und  bekomme 

, x " B (x  — a)  C (x  — a) 

A — j— — — etc. , 

(x  — 6)  (x  — c)  etc.  x — o x — c 

und  weil  ich  weiss,  dass  A nic  ht  von  x dependirt,  so  muss 

für  A immer  einerley  Werth  hcrauskommen,  ich  mag  für 

x annehmen  was  ich  will.  Ich  setze  also  x~a , und  da 

a n 

bekomme  ich  A =:  , rn r » ebenso  wird 

( a — b)(a  — c)  etc. 


< 
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B — 


u p « 

(b  — i i){b  — c)  etc.  * (c  — a)  (c  — b)  etc.  * 


also  ist  in  geilere 


(x  — a)  (x  — b)  (x  — c)  etc.  I a — b)  (a  — c) . . .(x  — a) 

b^_ 

{b  — a ) (6  — c) . . . (x  — b)  ' (c  — a)  (c  — bj  . .(x  — c) 


+ 

etc. 


und  diese  letztem  Brüche  auf  die  andere  Seite  hinüber- 
getragen: 

hn 


“ 1 

(a  — b)  (a  — c)  (a  — d)  • . .(a  — x)  (b  — a )(b  — c)  (6  — t/) . . .(b  — x) 


4* 


(c  — a)  (c  — b)(c-  d)... (c 


4-  etc.  ~ 0. 

-x)  ' 


Euler. 
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LETTRE  CLXXIIL 


Euler  ä Goldbach. 

Sou  haire  Mdcontenteinent  de  la  tournure  que  premient  les  affaires  de  l'Aca- 
demie  de  Berlin.  Allusion  au  retour  d * E.  en  Russie. 

> i • 


• .1 

Berlin  d.  1.  October  1*5  83. 

(E  xtraii). 

Noch  hat  sich  hier  der  Anschein  nicht  verloren,  dass 

die  hiesige  Akademie  in  eine  Aoademie  francoisc  verwan- 
delt werden  soll.  So  sehr  ich  mich  vor  einer  nochmaligen 
Oi'tsveränderung  entsetze,  so  würde  ich  mich  doch  in  diesem 
Fall  dazu  entschliessen  müssen,  und  nichts  winde  mich  da- 
bey  herzlicher  erfreuen,  als  Ew.  nochmals  sehen  zu  können. 

Euler. 
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LETTRE  CLXXIV. 

Euler  ä Goldbacii. 

SmaiiM.  A r r i v i* r Je  D’Alemkert  a Berlin.  Sa  nomiiution  prokable  a U 
presidence  de  l’acaddraie. 

Berlin  d.  11.  October  1763. 

(Extrait). 

— — Als  sich  letztens  M.  D’Alembert  einige  Zeit  hier  auf- 
hielt und  von  S.  M.  dem  König  mit  den  höchsten  Gnaden- 
bezeigungen uherhäuUet  wurde,  hatte  ich  auch  Gelegenheit 
denselben  persönlich  kennen  zu  lernen,  nachdem  schon  seit 
geraumer  Zeit  unser  Briefwechsel,  wegen  einiger  gelehrter 
Streitigkeiten  unterbrochen  gewesen , in  welche  ich  mich 
nicht  einlassen  wollte.  Nun  aber  ist  unsere  Freundschaft 

• t * • * 

auf  das  vollkommenste  wieder  hergestcllt  worden,  und  man 
kann  mir  nicht  genug  beschreiben,  mit  wie  grossen  Lobes- 
erhebungen er  beständig  mit  Sr.  königl.  Majestät  von  mir 
gesprochen.  Unter  der  lland  wird  versichert,  dass  er  doch 
künftigen  May  wiederkommen  und  die  Präsidentenstelle  un- 
serer Akademie  antreten  würde.  Euler. 
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LETTRE  CLXXV. 


Euler  ä Goldbach. 

So  HM  AIRS.  Demonstration  d’un  thlortnie  proposl  par  Goldbach  et  relatif  a 
la  decomposition  des  nombrcs  en  carres.  La*  pr^sidence  de  la  SociHt  de 
G otüng ue  Offerte  a Euler,  dam  le  cas  que  Haller  persiste  a y rlsigner. 


Berlin  d.  15.  November  1768. 

Ew.  mir  überschriebencs  theorcma  hat  bei  mir  die  leb- 
hafteste Freude  erweckt,  weil  ich  daraus  Schlüssen  zu  kön- 
nen glaube,  dass  Dero  Gemüth  besonders  aufgemuntert  und 
vergnügt  gewesen.  Ich  habe  dieses  theorcma  mit  allem  Fleiss 
untersuchet  und  endlich  gefunden,  dass  sich  dasselbe  folgen- 
dergestalt ganz  leicht  beweisen  lässt: 

Si  P1-\-2eQ 1 est  quadratum,  ponatur  P*-\-  2eQ*  ~ R%, 
addatur  utrinque  P*,  erit  2P1  -\-2eQ%  zz.R*  P%  et  per 
2 dividendo 

p 1 + «<?‘=  i(Rt+  P')  = (^)*  + (R^)' 

ideoque  P*-)-eQ1  summa  duorum  quadratorum.  Q.  E.  D. 
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— — Mir  hat  die  hiesige  französische  Golonie  auch  die  Ehre 
angethan  und  mich  Ancicn  ihrer  Kirchen  und  Mitglied  des 
Gunsistorii  erwählet,  oh  ich  aber  diese  Ehre  lang  geniessen 
werde,  ist  sehr  zweifelhaft.  Auf  künftige  Ostern  muss  sich 
der  Herr  von  Haller  erklären,  oh  er  seine  Stelle  als  Präsi- 
dent der  Göttingisehen  Akademie  wieder  antreten  will  oder 
nicht.  Im  letztem  Fall  dürfte  ich  genöthigt  werden,  eine 
sehr  grosse  Veränderung  vorziinchmen. 

Euler. 


U 


H * . 


4. 


.*-»  11*  *•«  »' 


•r 


f 


L‘. 


r . 


i ! . 


* - / 

-<1  ni  .< * . . »*. 
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LETTRE  CLXXVI. 

Euler  ä Goldbach. 

Som  maire.  Fait  tnt<fre**ant  rehitff  aux  focnns  de  calcul  inUgiaL  Affaires  de 
l’Acadliuie  de  Berlin.  Jean  ßernoutli  III 


Berlin  d.  17.  December  1703. 

(Der  nie  re  lettre). 

Schon  vor  einigen  Monaten  habe  ich  mein  Werk  von 

dem  Calcnlo  integrali , woran  ich  schon  seit  vielen  Jahren 
gearbeitet,  völlig  zu  Stande  gebracht,  und  die  Ilaude’sche 
Buchhandlung  allhier  ist  Willens  dasselbe  nächstens  zu  ver- 
legen. Das  Gerücht  davon  hatte  einen  jungen  lehrbegierigen 
Menschen  aus  der  Schweiz  hierhergetrieben,  welcher  sich 
nichts  anders  als  die  Erlaubniss  ausgebeten,  dieses  Merk 
ahzuschreiben , und  ist  darauf  wieder  zurückgereiset.  Das 
Wunderbarste  dabey  ist,  dass  dieser  Mensch  von  seiner  Pro- 
fession ein  Kürschner  gewesen. 
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Hätte  ich  diese*  Schreiben  nur  einen  Posttag  aufschieben 
dürfen,  so  wäre  ich  vielleicht  im  Stande  gewesen,  Ew. 
einige  Nachricht  von  der  neuen  Einrichtung  der  hiesigen 
Akademie  zu  geben,  weil  der  junge  Herr  Bernoulli*),  ein 
Sohn  des  Johann  Bernoulli,  der  in  Petersburg  gewesen, 
der  vor  einiger  Zeit  hierher  verschrieben  worden,  die  Ver- 
sicherung erhalten , dass  um  die  Mitte  dieses  Monats,  bey 
der  Ankunft  Sr.  königl.  Majestät  alles  bey  der  Akademie  re- 
gulirt  werden  soll. 

Euler. 

*)  Jean  Bernoulli  III,  peiit  fils  de  Jean  B I.  et  fils  de  Jean  B.  II. 
ne  & Bälc  le  4 nov.  1144,  niovt  4 Berlin  le  13  juiliet  1807. 
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LETTRE  CLXXVII. 

Goldbach  ä Euler. 


So  m ha  IRC.  Theoreme  de  norubres. 


St.  Petersburg  d.  IO,  Januar  1 764. 
(Dernifcre  lettre). 

P.  S.  In  formula  PP  -\-eQQ,  si  »it  e~kk — (aa-\-bb), 
ubi  k numerus  rationalis,  tota  formula  redigi  poterit  ad 
summarn  duorum  quadratorum  aa-\-bb , fiat  enim 
D ao-)-66  — ak  b 

1 — ^ — ä^k 

Goldbach. 
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